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PRÉFACE 


L'information qui a servi pour rédiger le présent manuel a été 
fournie surtout par les cours professés longtemps par les auteurs à 
l’Institut du Pétrole et du Gaz Goubkine de Moscou. Les auteurs 
ont mis à profit les recherches poursuivies à la chaire d'Automatique 
et de Télémécanique de l'institut et au Laboratoire des systèmes 
asservis multiples de l’Institut des problèmes de la Commande de 
l'Académie des Sciences de l’U.R.S.S. Ils ont utilisé également leur 
monographie « Principes de la commande automatique » et le ma- 
nuel de M. Méerov, V. Dianov « Théorie de la commande automatique 
et des régulateurs automatiques ». 

L'ouvrage compte dix chapitres. Le premier est consacré aux 
principes fondamentaux de la conception des systèmes asservis et 
donne la caractéristique générale du domaine exploré. 

Le deuxième renseigne sur les éléments de départ dans le calcul 
de tels systèmes et constitue un auxiliaire de l’exposé qui suit. 

Le troisième chapitre est un exposé intégral de la théorie de la 
stabilité du système de commande linéaire. 

Le quatrième explore les performances des systèmes asservis. En 
plus des méthodes d'évaluation indirecte des performances d’un 
modèle linéaire, on y trouve les méthodes de construction des ré- 
ponses fréquentielles d’après les courbes de la décomposition en D 
et les méthodes de l'établissement du processus de régulation. 

Dans le chapitre cinq l’étude porte sur certains problèmes de la 
synthèse des systèmes asservis. L'attention est attirée surtout par 
les problèmes structurels et ceux des résultats dans le domaine de 
la synthèse qui, à la vue des auteurs, sont les plus importants et 
présentent le plus d'intérêt. 

Le sixième chapitre a pour objet les systèmes à entrées et sorties 
multiples (systèmes asservis multiples). Le problème de l’optimisa- 
tion est soumis à une étude particulièrement profonde. Les auteurs 
montrent que l'optimisation statique se ramène à la résolution des 
problèmes de programmation linéaire. Le résultat qui / 


soit leur dimension tout en utilisant les calculateurs numériques 
disponibles présente un intérêt notable. 

Le septième chapitre traite de la théorie des systèmes échantil- 
lonnés exposée généralement dans les cours de la théorie de la régu- 
lation. 

Le huitième chapitre a pour objet les systèmes non linéaires. Là, 
avec la description des méthodes devenues classiques pour les manuels 
et les ouvrages didactiques, telles que la méthode du plan de phase 
et du bilan harmonique, on trouve les principes de la méthode des 
transformations ponctuelles et de la théorie de la stabilité absolue. 

Le neuvième chapitre envisage les processus stochastiques dans 
les systèmes de commande. L’exposé suppose que les élèves possè- 
dent les notions élémentaires de la théorie des probabilités et de la 
statistique mathématique. 

Le dixième chapitre étudie les systèmes de commande du point 
de vue des processus optimaux. On y trouve une étude détaillée des 
problèmes d'optimisation statique et dynamique pour le cas déter- 
ministe et dans les conditions d'incertitude. Les méthodes de la 
programmation dynamique et le principe du maximum de Pontria- 
guine sont examinés avec force détails. 

Les plus grandes thèses théoriques sont illustrées par des exem- 
ples et la résolution des problèmes. 

Enfin, nous tenons à exprimer notre reconnaissance à Ï. Maka- 
rov, correspondant de l’Académie des Sciences de l’U.R.S.S., N. Ba- 
bakov, docteur-ingénieur, professeur, V. Lokhine, candidat ès 
sciences techniques, chargé de cours, et E. Doudnikov, docteur- 
ingénieur, professeur, qui, à la chaire de Cybernétique technique de 
l’Institut de l’Electrotechnique, de l’Electronique et de l’Automati- 
que de Moscou, nous ont aidé par la revision soignée du manuscrit. 


CHAPITRE PREMIER 


PRINCIPES FONDAMENTAUX DE LA CONCEPTION 
DES SYSTÈMES DE COMMANDE AUTOMATIQUE 


On appelle commande toute action poursuivant un but précis qui 
modifie dans le sens souhaité le processus commandé (technologique, 
économique, etc.). 

Dans le cas général, la marche et l’état d’un processus technologi- 
que sont caractérisés par un ensemble de critères très compliqués. 
Ainsi, dans les processus de l’industrie pétrochimique on impose des 
prescriptions rigoureuses à la qualité et la quantité des produits à 
obtenir. Le débit de l'énergie électrique, des agents chimiques, de 
l’eau, de la vapeur, etc., ne doit pas pour le moins dépasser certaines 
valeurs imposées à l’avance. Si le fonctionnement d’une installation 
technologique est assujetti à celui d’autres installations, la livraison 
régulière des produits correspondants peut devenir impérative. La 
composition de la matière première traitée, aussi bien que les va- 
riables (température, pression) qui déterminent le régime des appa- 
reils isolés peuvent donner lieu au cours du fonctionnement à des va- 
riations aléatoires. Dans certains intervalles de temps les exigences 
imposées aux produits finis peuvent également subir des variations. 

Pour satisfaire à toutes ces contraintes et, qui plus est, assurer 
la marche optimale du processus technologique, qui dans un certain 
sens sera la meilleure (pour commander le processus), il convient de 
réaliser une suite d'actions complexe qui peut être modifiée en fonc- 
tion des conditions extérieures variables. 

Naturellement, la tâche de la commande devient bien plus com- 
pliquee s’il s’agit de plusieurs installations à fonctionnement com- 
mun ou des complexes chimico-technologiques. 

Le schéma fonctionnel généralisé d’un système de commande 
automatique est représenté sur la figure 1.1. Il comporte un organe 
de commande OC et un système à asservir (à régler) SR. OC reçoit 
l'information À sur les buts et les tâches de la commande et l'infor- 
mation B sur l'état de SR. Cette dernière peut inclure les données 
sur les coordonnées et les paramètres du système à ré 
mation sur les facteurs extérieurs dont il subit l’aptiom, * 
formation ainsi obtenue est retraitée conformément: 
gées dans OC (stratégie de OC) pour élaborer l’actioh:de 


canalisée vers le système à régler. La stratégie de l'organe de com- 
mande peut être simple ou complexe, déterministe ou aléatoire, 
optimale ou non optimale. La réalisation technique de l'organe de 
commande peut être très compliquée, prévoir divers convertisseurs 
fonctionnels, des calculateurs numériques, etc. 

Nous appliquerons le terme « automatique » aux systèmes dont 
le fonctionnement normal n’impose pas l'intervention humaine. Si 
la participation d'un opérateur 
est nécessaire, ou si l'opérateur 
fait lui-même partie d’un certain 
système, nous dirons que ce der- 
nier est automatisé. 

La régulation est un cas par- 
Fig. 1.1. Schéma fonctionnel généra-  ticulier de la commande lorsque 
lisé d’un système de commande auto- la marche désirée d'un proces- 

matique sus technologique peut être as- 

surée en stabilisant une ou plu- 

sieurs variables physiques par rapport aux grandeurs données, 
celles-ci pouvant être constantes ou variables. 

La théorie de la commande automatique est l’une des disciplines 
de base de l’automatique moderne. Elle étudie les lois générales de 
l'établissement des systèmes de commande automatique, les métho- 
des de leur analyse et de leur synthèse. Tout en constituant une base 
théorique de l’automatisation, elle, en plus de la commande auto- 
matique, exerce son influence et contribue à la construction de toute 
sorte de systèmes de commande automatisée. 

Dans l’industrie du pétrole, de la pétrochimie et du gaz les pro- 
blèmes de commande automatique présentent un intérêt particulier 
pour assurer le fonctionnement normal de nombreux processus techno- 
logiques. Avant d'envisager les principes et méthodes essentiels des 
systèmes de commande, voici un exposé historique sommaire de 
cette branche scientifique. 

Pour évaluer correctement l’état actuel et les perspectives d’une 
théorie, il faut connaître son histoire. La théorie de la commande 
automatique, comme toute autre discipline, est apparue et s’est 
développée par généralisation d’une vaste documentation pratique. 

Durant une longue période elle progressait en tant que théorie de 
réglage automatique. I. Polzounov, remarquable inventeur de la 
première machire à vapeur, a conçu le premier régulateur de ni- 
veau industriel (1765). Le principe qui est à sa base porte le nom 
de Polzounov; il consiste à comparer la grandeur à régler avec une 
certaine valeur donnée à l’avance, et le processus de réglage commence 
lorsque la grandeur à régler s’écarte de la valeur imposée. Ce qui 
importe ici, c'est que le réglage ne dépend pas des causes qui ont 
défini l'écart. Ce principe, le « principe de contre-réaction », est à 
la base de la plupart des systèmes de commande et des systèmes 
asservis, y compris du régulateur centrifuge de J. Watt qui l’a 
proposé en 1:84. 
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Les fonctions de plus en plus compliquées que devaient remplir 
les régulateurs automatiques à mesure que la technique prenait son 
essor et les contraintes bien plus rigoureuses de précision, de rapidité 
et d’autres caractéristiques de réglage rendaient impérative l’élabo- 
ration d'une théorie de réglage automatique. Déjà dans la première 
moitié du XIX° siècle les problèmes de réglage ont fait l'objet des 
recherches des mécaniciens russes, parmi lesquels il faut citer D. Tchi- 
jov (1828), Klassen (1834), N. Yastrjemski (1838), N. Béjéryanov 
(1842). L'ouvrage de P. Tchébychev, mathématicien éminent (« A 
propos de l’égalisateur centrifuge » (1871)), présente un grand inté- 
rêt. Il convient d'insister que le développement de la théorie et de 
la pratique du réglage automatique est directement lié au développe- 
ment de la théorie de la stabilité et de la théorie des oscillations 
faibles. Parmi les premiers ouvrages russes consacrés à ces sujets il 
faut mentionner ceux de P. Brachman (1836), A. Davydov (1845), 
I. Somov (1859), etc. 

Ces travaux, ainsi que certains autres, ont défriché le terrain 
pour les ouvrages classiques de I. Vychnégradski, considéré à juste 
titre comme le fondateur de la théorie classique du réglage automa- 
tique. Il a été le premier à donner le schéma correct du fonctionne- 
ment d’une machine à vapeur munie d’un régulateur centrifuge. et 
par là même a jeté les fondements de la théorie du réglage susceptible 
de contribuer à la construction des régulateurs. I] pose correctement 
le problème de la stabilité des systèmes et résout en partie les problè- 
mes relatifs à l'étude des performances du processus de réglage. En 
partant de sa théorie du réglage, I. Vychnégradski établit que l’apti- 
tude au travail d'un régulateur ne peut être appréciée que lors de 
l’exploration de son fonctionnement avec la machine dont il assure 
la régulation. Cette exploration impose 1) de composer le système 
d'équations différentielles décrivant le mouvement du régulateur 
et de la machine à régler; 2) de linéariser le système d'équations 
obtenu. À cet effet on suppose que les écarts entre la grandeur réglée 
et sa valeur imposée sont petits et que les équations différentielles 
sont linéaires à coefficients constants. [. Vychnégradski a ainsi 
formulé les principes de la théorie ciassique des systèmes linéarisés 
du réglage automatique et a résolu plusieurs problèmes importants 
que posait à l’époque la pratique de la construction des régula- 
teurs. 

En 1909 N. Joukovski a publié sa « Théorie du réglage de la 
marche des machines ». En plus de la théorie linéaire. Joukovski 
décrit les résultats obtenus dans l’étude des systèmes de réglage in- 
termittent et dans l’exploration de l'influence exercée par le frotte- 
ment sec sur le processus de réglage. L'ouvrage de Liapounov paru 
en 1892 et consacré à la théorie de la stabilité est devenu la base de 
la théorie de la commande automatique. Liapounov a été le premier 
à donner un énoncé correct rigoureusement scientifique de la notion 
de stabilité et des théorèmes principaux sur la stabilité des systèmes 
linéaires et non linéaires. Notre aperçu tout sommaire qu'il est, 
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témoigne du rôle éminent que les savants et les ingénieurs russes 
ont joué dans l’établissement de la théorie du réglage classique. 

Dans les premières décades du XX° siècle la théorie du réglage 
évolue en tant que discipline générale comportant plusieurs branches 
appliquées : réglage des machines et systèmes électriques (H. Thomas 
(1914), R. Julliard (1933), V. Koulibakine (1926), S. Lébédev et 
P. Jdanov (1932), N. Krylov et N. Bogolioubov (1932)); réglage des 
moteurs (M. Tolley (1905), W. Trinke (1919)); réglage des installa- 
tions thermiques et à vapeur (T. Schtein (1926), G. Wuntz (1930)); 
réglage des turbines à vapeur (A. Chtchéglaïev et d’autres). Dans les 
travaux de I. Voznessenski (1922-1949) la théorie du réglage se 
présente clairement comme discipline de caractère technique général. 
Les nouvelles exigences suscitées par la complication des systèmes 
et des processus rendent nécessaire la création des méthodes de recher- 
che plus efficaces. On introduit dans la théorie des méthodes fréquen- 
tielles permettant de combiner les astuces analytiques et graphiques. 
On voit apparaître l'ouvrage de H. Nyquist (1932) qui donne le 
critère de stabilité des amplificateurs à réaction, celui de A. Mi- 
khaïlov qui montre la possibilité d'utiliser le critère de Nyquist pour 
explorer la stabilité des systèmes asservis et qui a proposé une nou- 
velle méthode de l'étude partielle de la stabilité de ces systèmes. 

La méthode de la décomposition en D de Y. Néimark (1947) a gé- 
néralisé l'étude de la stabilité des systèmes linéaires en dégageant des 
domaines de stabilité par rapport à un paramètre complexe et deux 
paramètres réels. On a établi les méthodes d'établissement des carac- 
téristiques ou réponses fréquentielles d’après les courbes de la dé- 
composition en D par rapport à un paramètre complexe et l'évalua- 
tion de la performance des systèmes asservis directement d’après la 
courbe de la décomposition en D, sans imposer la construction de la 
réponse en fréquence réelle en boucle fermée. A cette époque on a 
élaboré les méthodes de synthèse des structures qui admettent une 
croissance illimitée du gain sans compromettre la stabilité en boucle 
fermée. En 1946 H. Bode et L. McColl ont introduit dans l’explora- 
tion des systèmes asservis les réponses logarithmiques. Floyd a pro- 
posé d’étudier les performances en approximant la réponse en fré- 
quence réelle par la somme des trapèzes. H. Brown, A. Hall. D. Camp- 
bell. II. Chestnut, V. Solodovnikov ont proposé des méthodes de 
calcul des systèmes d’après leurs réponses en fréquence. A. Lourié, 
A. Létov, d’autres encore ont obtenu des résultats importants dans 
la théorie de la stabilité des systèmes non linéaires. Le savant roumain 
V. Popov a établi la méthode de l'étude de la stabilité absolue qui 
fait appel aux idées fréquentielles. 

Les méthodes fondées sur la représentation des processus transi- 
toires par des trajectoires dans le plan de phase et dans l'espace de 
phase ont été d’un grand intérêt pour l'étude des performances des 
systèmes non linéaires. Les principes de cette méthode ont éte ela- 
borés par A. Andronov et son école. 

Y. Tsypkine a dressé la théorie des systèmes échantillonnés et la 
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théorie des systèmes à relais. Pour l'exploration des systèmes non 
linéaires a été conçue la méthode de la balance harmonique (du 
premier harmonique) qui permet de déterminer en première approxi- 
mation l'amplitude et la fréquence des auto-oscillations. Les bases 
de cette méthode ont été élaborées par N. Krylov et N. Bogoliubov 
(1934). L. Goldfarb a mis au point la méthode grapho-analytique de 
la recherche des paramètres mentionnés des auto-oscillations à l’aide 
des réponses en fréquence. Cette méthode a été développée dans les 
ouvrages de E. Popov et autres. Dans la période d’après-guerre la 
théorie de la commande progressait dans plusieurs directions. Les 
travaux de V. Koulibakine, B. Pétrov et d’autres savants ont été à 
la base de la théorie du réglage par perturbation et la théorie de 
l'invariance. V. Kazakovets, A. Feldbaum, A. Krassovski, d’autres 
encore ont étudié les principes de la commande extrémale et duale. 
Les travaux de L. Pontriaguine et de ses élèves, de N. Krassovski, 
de À. Létov et d’autres savants ont jeté les bases de la théorie de la 
commande optimale. On a élaboré la théorie des systèmes auto-adap- 
tatifs. 

Dans la période d’après-guerre on a vu se développer la théorie 
des systèmes à plusieurs variables appelée aujourd'hui théorie des 
systèmes asservis multiples. A la différence de la période initiale, 
lorsqu’on cherchait à autonomiser les systèmes à plusieurs variables, 
c'est-à-dire à découpler le système pour former un système de réglage 
indépendant des variables isolées, les prescriptions de la technologie 
de la plupart des objets à variables multiples ont conduit à l’éta- 
blissement de la théorie des systèmes asservis multiples, où le fonc- 
tionnement du système est évalué par le critère de performances gé- 
néralisé qui dépend simultanément de toutes les variables à régler. 
Le développement de cette théorie fournit une base théorique à 
l'automatisation et l'optimisation complexes des systèmes industriels, 
technologiques et économiques compliqués. Ses progrès s'accompa- 
gnent de l'élaboration des méthodes numériques de résolution des 
problèmes d'optimisation, qui recourt à une large échelle aux techni- 
ques numériques. 


$ 1. PRINCIPE DE POLZOUNOV 


L'une des installations types du traitement de pétrole est le 
four tubulaire prévu pour le chauffage jusqu’à une température 
définie d'un produit pétrolier (ou du pétrole lui-même) imposée par 
son traitement ultérieur (fig. 1.2, a). 

Le produit (débit G,) est pompé à travers un serpentin chauffé 
aussi bien par la flamme du combustible (débit G.) que par les gaz 
de la fumée. Désignons par @ la température du produit à la sortie 
du four 7. D'après les conditions imposées par la technologie, on vou- 
drait que cette variable reste constante à un certain niveau donné à 
l'avance. Par conséquent, nous sommes là en présence d’un problème 
de réglage. 
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Fig. 1.2. Système de réglage de la température d’un four tubulaire 


La température 6 peut être mesurée à l’aide d’un potentiomètre 
électronique 3 associé au thermocouple 2, et le débit du combustible, 
à l’aide de la soupape de réglage 7. Par exemple, la pression u de 
l'air dans la chambre supérieure de la boîte à membrane étant aug- 
mentée, la tige de la soupape se déplace en bas, la section de passage 
entre la selle et le piston diminue et, par suite, le débit du combus- 
tible baisse. Dans les conditions réelles, la variation du débit du 
produit, de la valeur énergétique du combustible et d’autres fac- 
teurs externes rendent variable la température ©. 

Analysons les fonctions de l'opérateur à dans le cas du réglage 
manuel de la température. L'opérateur compare la lecture de l’appa- 
reil de mesure 3, c’est-à-dire la valeur courante de ©, avec la valeur 
de consigne 6,. Si ces valeurs ne correspondent pas l’une à l’autre, 
la désadaptation € — O6, — 6 et l'opérateur agit sur le réducteur 6 
pour modifier la pression w exercée sur la soupape par l'air, en di- 
minuant ou augmentant ainsi le débit du combustible (suivant le 
signe de €). Plus la désadaptation € est grande, plus la modification 
de l’amenée du gaz doit être importante. En particulier, AG. (accrois- 
sement du débit) peut étre proportionnel à e: 


ÂGe —_ ke. (1.1) 


Lorsque l’inertie des installations est grande, une telle gestion est 
loin d'être la meilleure, et un opérateur expert interviendra d’une 
facon plus compliquée pour changer l’amenée du gaz. Toutefois, la 
formule (1.1) suffit parfaitement pour faire comprendre les principes 
de la commande. 

Pour passer du réglage manuel au réglage automatique, il faut 
introduire un certain dispositif (organe de réglage 4) qui assumerait 
au moins deux opérations élémentaires : définition du signal de dé- 
sadaptation € (comparaison des valeurs courante et imposée de la 
température) et son amplification (déplacement de la soupape propor- 
tionnellement à la désadaptation du moment donné). Sur la figure 
ces éléments sont notés de la façon suivante: comparateur ou élé- 
ment de comparaison C ; amplificateur pneumatique AP. Du point 


a p,) c d 
ü; Ti ue Uy Ty ZT 


Fig. 1.3. Notations utilisées dans la composition des schémas fonctionnels et 
structuraux 


de vue de la conception ils peuvent être réunis en un bloc 4. L'ins- 
tallation ayant un caractère spécifique, il a fallu introduire un sys- 
tème de réglage pneumatique et, par suite, introduire un convertis- 
seur pneumatique CP (intercalé dans l'appareil) et le sélecteur S 
(dispositif de changement de la valeur de consigne). La pression z 
de l’air à la sortie du convertisseur pneumatique CP est proportion- 
nelle à la température imposée. Le plus commode est d'analyser la 
destination des éléments isolés du système à l’aide du schéma fonc- 
tionnel représenté sur la figure 1.2, b. Un rectangle du schéma dé- 
signe un élément ou un groupe d'éléments qui remplissent la même 
fonction. Ainsi, le thermocouple 2 et le potentiomètre 3 sont repré- 
sentés par un seul rectangle: l'organe de mesure {. Pour chaque 
élément on peut dégager l’entrée u: et la sortie x4 (fig. 1.3, a). Nous 
dirons sortie pour la grandeur physique qui nous intéresse, par exem- 
ple, la température 6 du four (objet de réglage), et entrée, pour la 
grandeur physique dont la variation entraîne celle de la sortie. Pour 
le four c'est le débit du gaz et du produit. Les éléments du schéma 
fonctionnel jouissent généralement de la propriété d’unidirectivité: 
J’action n’est transmise que de l'entrée vers la sortie, la sortie n’in- 
flue pas sur l’entrée ou cette influence est négligeable. Qui plus est, 
il s’agit d’un seul élément pris isolément. Evidemment, un four tu- 
es répond à ces conditions: G. agit sur 6 (mais 6 n'agit pas 
sur Gc). 

Les lignes (fig. 1.3, b) montrent comment les éléments sont liés 
entre eux et comment l'information est transmise d'un élément à 
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l’autre. De cette façon, à chaque ligne correspond une grandeur phy- 
sique déterminée (température, angle de pivotement, etc.). Le som- 
mateur (fig. 1.3, c) désigne l'élément qui réalise la sommation algé- 
brique de deux ou plusieurs grandeurs (de même nature physique, 
naturellement) conformément aux signes indiqués: 


T1 — WU —U: 


En particulier, le comparateur peut être représenté sur le schéma 
fonctionnel sous la forme d’un sommateur. Le point où le signal est 
recueilli (fig. 1.3, d) montre que la mème information est transmise 
simultanément dans plusieurs directions. D'autre part, le point de 
prélèvement (point À de la figure 1.2, b) montre que la variable don- 
née (©) présente le plus d'intérêt pour l’étude de sa variation dans le 
temps. 

Introduisons certaines définitions. Appelons grandeur ou coordon- 
née réglée la grandeur physique (température, tension, vitesse. etc.) 
qui d'après les conditions dela technologie doit être maintenue cons- 
tante ou varier dans le temps suivant une loi donnée à l’svance ou 
arbitraire. Sa valeur nominale est imposée ou étalonnée. Toute action 
qui compromet la correspondance entre la grandeur réglée et sa va- 
leur imposée s'appelle perturbation, et la perturbation la plus typi- 
que pour le système donné, charge. L'action appliquée à l’objet à 
partir du régulateur s'appelle action de réglage. C’est la coordonnée 
interne du système. 

L'objet de réglage est une installation ou un appareil technologi- 
que dans lequel une ou plusieurs grandeurs physiques (réglées) 
doivent être maintenues égales aux valeurs imposées (ces dernières 
pouvant être constantes ou variables). Le mécanisme d’asservisse- 
ment ou organe de réglage est l’élément qui commande l’amenée du 
matériau ou de l’énergie vers l’objet de réglage. Les autres termes, 
tels que organe de mesure, amplificateur, convertisseur sont clairs 
sans explication supplémentaire. 

Revenons au schéma de la figure 1.2. La consigne ou variable de 
commande qui’est la valeur étalon 6, se transforme dans le sélecteur 
S en pression proportionnelle de l’air. Le signal x, est comparé à z. 
Si ces grandeurs sont différentes, le signal de désadaptation à la 
sortiefdu sommateur est renforcé par l’amplificateur À pour ètre 
amené sur le mécanisme d’asservissement A, la soupape de réglage 
modifie l’amenée du gaz vers l’objet O. L'objet de réglage est le four 
tubulaire. 

La grandeur d’entrée de l’objet (le débit du gaz G.) est l’action 
de’réglage. La grandeur de sortie est la température ©. La valeur 
énergétique du gaz et le débit du produit G, sont des perturbations; 
de plus, G, peut être envisagé comme la charge. La température 6 
est mesurée par l'organe de mesure 7 pour être transformée (par le 
convertisseur Ct) en pression proportionnelle de l’air x, amenée sur le 
comparateur € (sommateur). L'ensemble de tous les éléments de Ia 
figure 1.2, à l'exception de l’objet O, peut se nommer régulateur 
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automatique. Ainsi, un régulateur automatique est un organe qui 
fournit suivant telle ou telle loi l’action correctrice à l’objet et qui 
élimine la désadaptation entre les valeurs imposée et réelle de la 
coordonnée réglée. 

L'ensemble de l’objet O et du régulateur R s'appelle système 
asservi ou système de réglage automatique (schématisé sur la fi- 
gure 1.4). 

Pour les systèmes asservis on introduit également les notions 
de grandeurs d’entrée et de sortie (ou entrée et sortie tout court). 
Ordinairement, la grandeur de sortie d’un système asservi est une 
coordonnée réglée. Dans la plupart des cas on s'intéresse à la varia- 


Fig. 1.4. Schéma fonctionnel d'un système asservi 


tion de x dans le temps, lorsque varie la consigne zx, ou l’action pertur- 
batrice F. x, s'appelle grandeur d'entrée du système asservi. 

Notons que dans le problème du maintien de la permanence de la 
grandeur réglée, ce ne sont pas les valeurs absolues qui présentent 
de l’intérêt mais leurs écarts des valeurs imposées. Aussi, dans ce qui 
suit x, zo ei F désigneront-ils des écarts. 

L'action exercée par la grandeur de sortie sur celle d'entrée (ac- 
tion exercée par l'organe successif sur l’organe précédent) s’appelle 
action en retour ou réaction. Dans la chaîne de retour ou de réaction 
on peut intercaler certains organes. Si une telle chaîne ne comporte 
pas de convertisseurs, on dit que le système est à retour unitaire. 

Pour un système asservi la boucle de réaction entre la sortie et 
l'entrée est dite principale. Lorsqu'il faut assurer aux éléments iso- 
lés du système des propriétés dynamiques et statiques déterminées, on 
les associe par des boucles de réaction secondaires. Si la réaction (le 
retour) amplifie l’action exercée par la grandeur d'entrée sur la 
grandeur de sortie, on dit qu'elle est positive (le sommateur affiche 
le signe « plus »), si l’action est affaiblie, on dit qu’il s’agit d’une 
contre-réaction (le sommateur affiche le signe « moins »). La réac- 
tion principale est toujours négative (une contre-réaction). Par ana- 
logie l’action de la désadaptation # sur la grandeur de sortie peut se 
nommer action directe. Les chaînes directe et de retour forment la 
boucle de régulation. La figure 1.4 montre que le système de réglage 
de la température considéré est un système en boucle fermée, c'est-à- 
dire un système à retour. De plus, c’est précisément la présence d’une 
réaction principale qui permet de le ranger dans la classe définie 
des systèmes. celle des systèmes en boucle fermée. Ce principe qui 
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est à la base de la plupart des systèmes modernes. s’appelle principe 
de commande par écart ou principe de Polzounov ; Polzounov a été 
le premier à créer en 1765 un régulateur de niveau fonctionnant d’a- 
prés ce principe. 

Le sens de ce dernier consiste à faire engager le régulateur seule- 
ment lorsqu'apparaît un écart entre les valeurs courante et imposée 
de la grandeur réglée ; le régulateur agit alors sur l’objet pour réduire 
au minimum cette désadaptation. 

Elucidons le rôle qualitatif de la réaction et à cet effet ouvrons 
le système en À (cf. fig. 1.4). D’après le sens du problème, il faut 
assurer l'égalité z — z,. Toute modification de l'action perturba- 
trice F, présente inévitablement dans tout système réel, fait varier 
la coordonnée réglée x. Qui plus est, zx peut prendre une valeur quel- 
conque, y compris inadmissible du point de vue technologique. 

Lorsque la consigne zx, change, on observe une marche analogue. 

En transmettant l'information sur la modification réelle de la 
grandeur réglée, la réaction permet de définir la désadaptation et 
rétablir la correspondance nécessaire z = z,, malgré l’action des 
perturbations. Il importe de noter que pour que le système fonction- 
ne il faut déterminer seulement l’existence dela désadaptation, indé- 
pendamment des causes qui l'ont engendrée. De la sorte, pour assu- 
rer le fonctionnement normal d’un système asservi nul besoin n’est 
de connaître le point d’application de toutes les perturbations, ce 
qui est pratiquement impossible dans tout problème réel. 

Par conséquent, la réaction est un outil puissant dans la lutte 
contre les perturbations. Mais ceci n’épuise pas encore son rôle. Nous 
montrerons dans ce qui suit que l’introduction d’une action en re- 
tour réduit l'influence de la variation des paramètres de l’objet (des 
coefficients de son équation) sur les propriétés du système dans son 
ensemble, permet d'améliorer ses propriétés dynamiques (dans ce 
sens que les propriétés dynamiques d’un système en boucle fermée 
sont meilleures que celles d’une chaîne directe) et stabiliser le sys- 
tème si l’objet est instable et, par suite, ne peut fonctionner norma- 
lement sans la création d’un système de réglage. 

Suivant le caractère de la consigne de tels systèmes peuvent être 
rangés dans les groupes des systèmes de stabilisation, systèmes de 
commande à programme et systèmes asservis propres. Pourles systèmes 
de stabilisation la grandeur z, est constante, pour les systèmes à 
programme elle change dans le temps d’après une loi connue à l'a- 
vance. et pour les systèmes asservis, elle peut changer dans le temps 
suivant une loi arbitraire. Bien que ces trois groupes de systèmes 
sont prévus pour résoudre des problèmes techniques différents, la 
théorie des systèmes à retour qui les régit est, pourtant, la même. 
La différence de leur calcul est déterminée seulement par l'allure 
diverse de la variation du signal de consigne 2. 

Le problème technologique rend clair que le système de réglage 
automatique de la température (cf. fig. 1.2) est un système de stabi- 
lisation. S’il fallait faire varier la température d’après une loi établie 
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à l'avance, c’est-à-dire s’il fallait créer un système de commande à 
programme, il suffirait de modifier la construction du sélecteur. 

Le schéma de principe d’un sélecteur pneumatique qui modifie 
P, suivant une loi de temps définie est représenté sur la figure 1.5. 
La came 4 dont le profil est taillé suivant la loi imposée, tourne à 
une vitesse w constante entraînée en rotation par un moteur synchro- 
ne A/S pour déplacer le poussoir 3 qui, avec la buse 2 reliant la 
chambre À à l'atmosphère, forme un clapet d’'étranglement à section 
variable. L'alimentation sous pression P, est amenée dans la cham- 
bre À à travers le volet permanent 7. De cette façon, le déplacement 


Fe 


œ : CE 


Fig. 1.5. Schéma de principe d'un Fig. 1.6. Système asservi pneumatique 
sélecteur pneumatique 


a 


du poussoir 3 qui augmente ou diminue la sortie de l’air dans l’at- 
mosphère change la consigne p, suivant une loi donnée. Puisque le 
sélecteur ne fait pas partie de la boucle fermée, ses paramètres phy- 
siques n'influent pas sur les propriétés du système. 

Les systèmes asservis s’emploient dans les cas où une certaine 
grandeur physique doit reproduire fidèlement une autre grandeur, 
suivre sa variation qui est arbitraire dans le temps. Les exemples 
de tels systèmes peuvent être fournis par les potentiomètres électro- 
niques ou les ponts, les systèmes de mesure du niveau dans les ré- 
servoirs du type VAJI et d’autres systèmes de traitement de l’infor- 
mation. Fait caractéristique : la nécessité d'introduire dans de tels 
systèmes l’action en retour est déterminée par les prescriptions de 
précision rigoureuses. 

Dans les systèmes d’automatique pneumatique on utilise les 
systèmes asservis peu compliqués pour découpler les circuits de me- 
sure et de commande tout en amplifiant la puissance du signal. Un 
tel système est représenté sur la figure 1.6. L'air sous pression po 
qui change arbitrairement dans le temps arrive dans la chambre £Z. 
La chambre À séparée de la chambre B par la membrane 3 est ali- 
mentée sous pression p, à travers le volet permanent 7. La membra- 
ne 3 et la buse ?2 qui relie la chambre à l'atmosphère forment un 
étrangleur de section variable. A l’état d'équilibre p = po, ce qui 
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fait que les forces appliquées à la membrane 3 sont égales et cette 
dernière ne se déplace pas. À mesure que p, augmente, la membrane 
s’incurve en bas, le débit de l'air dans l’atmosphère diminue et la 
pression P augmente. Puisque l'équilibre n’est possible que lorsque 
p et ps Sont égales, dans ce système p sera asservie à Do. 

La figure 1.7 représente le schéma de principe d’un pont électro- 
nique prévu pour la mesure de la température 6, qui est la grandeur 
d'entrée pour le système asservi donné. Il est parfaitement clair que 
l'allure de la variation de 6, n'est pas connue à l'avance. La partie 


Fig. 1.7. Schéma de principe d’un pont électronique 


assurant la mesure se compose d’un montage en pont alimenté par la 
source de tension £. Un bras du pont est couplé à un thermomètre 
de résistance T', l’autre bras, à la résistance variable R, (R, et R: 
sont des résistances permanentes). Lorsque 6, varie, l'équilibre du 
pont se trouve violé, et la tension qui apparaît dans la diagonale 
MN est renforcée par l’amplificateur électronique AE£. La tension 
de sortie de AE alimentele moteurréversible Mot qui par l’intermé- 
diaire de la chaîne cinématique (visualisée sur la figure par le poin- 
tillé) déplace le curseur 2 porté par la résistance variable R,, en 
rétablissant ainsi l'équilibre du schéma tout en déplaçant l’aiguille 
de l'appareil Z. La position de l'aiguille, c’est-à-dire la grandeur 6 
est la grandeur de sortie du système asservi. 

Les systèmes de réglage automatique (systèmes asservis) peuvent 
être encore rangés dans des sous-classes suivant d’autres indices. 
Ainsi, il existe des systèmes à action directe et indirecte. Dans la 
chaîne entre l’organe de mesure et l'organe de reglage (obturateur) 
des systèmes à action directe le signal n’est pas amplifié en puissance, 
alors que cette amplification existe dans les systèmes à action indi- 
recte. Les systèmes à action directe sont très simples quant à la 
construction, par contre leur puissance est faible. D'autre part, 
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l'élément sensible de l'organe de mesure subit une charge élevée et 
ne peut assurer une bonne précision de mesure. C’est ce qui rend 
leur utilisation limitée. Pour ce qui est des systèmes à action indi- 
recte, ils peuvent être classés, en fonction de l'énergie auxiliaire 
absorbée par l’amplificateur de puissance, en systèmes électriques, 
pneumatiques, hydrauliques et combinés. 

D'après le régime stationnaire les systèmes asservis peuvent 
être rangés suivant qu’ils sont statiques ou astatiques. On dit stati- 
que par rapport à la charge pour un système tel que, sous le régime 
stationnaire, € = Zo — Z 0, l'erreur statique €. dépendant de 
la charge. Pour les systèmes astatiques, €, = 0. 

La figure 1.8 représente deux systèmes de réglage du niveau H 
dans un réservoir. Dans les deux cas la condition d'équilibre est 
respectée : Q, = Q.. Le débit Q, est la charge, et on peut le changer 


Fig. 1.8. Système de réglage automatique du niveau d'un liquide: 
a — statique; D — astatique 


à l’aide du volet 4. La mesure du niveau est assumée par le flotteur J. 
Le flotteur Z de la figure 1.8, a déplace à l’aide du levier ? le volet 3 
en modifiant ainsi le débit Q@, qui est l’action de réglage. Sur la fi- 
gure 1.8, b le flotteur déplace le plot mobile À, la différence de po- 
tentiel AB recueillie sur le diviseur de tension à sert de source pour 
alimenter le moteur Mot, dont l'arbre est lié cinématiquement au 
volet 3 (visualisé par le pointillé). Dans le premier cas, au nouvel 
état d'équilibre (Q. > Q.) correspond la nouvelle position du volet 
et. par suite, la nouvelle position du flotteur 7. Un tel système est 
donc statique par rapport à la variation de la charge. On voit sans 
peine que plus le saut (Q. — Q.) est grand, plus l’erreur statique est 
grande. Dans le deuxième cas, à l’état d'équilibre le moteur Wot 
doit s’immobiliser, ce qui est possible lorsque les plots À et B coïn- 
cident. De la sorte, quelle que soit la nouvelle charge, le flotteur à 
l’état d'équilibre occupe la position précédente, il n’y a pas d'erreur 
statique, le système est astatique. 


. 19 


Les possibilités du régage statique et astatique sont très bien 
illustrées par les caractéristiques sous charge (£ig. 1.9). Ces dernières 
traduisent le rapport qui existe en régime statique entre la grandeur 


Fig. 1.9. Caractéristiques sous 

charge de l’objet (7), du systeme 

asservi statique (2), du systeme 
asservi astatique (3) 


réglée H et la charge Q.. Si on exploi- 
te l’objet sans recourir à l’automa- 
tique, les variations les plus grandes 
de la charge entraînent un fort écart 
du niveau par rapport à sa valeur 
nominale (c’est-à-dire assignée), alors 
que l’utilisation d'un système asservi 
statique permet de travailler avec 
une erreur admissible dans une plus 
grande marge des variations de la 
charge. Pour un système asservi asta- 
tique la tâche principale qui con- 
siste à réaliser la régulation (assurer 


H — H,om au moins dans les conditions statiques) est remplie quel- 
les que soient les valeurs de la charge. 

Les systèmes asservis peuvent encore être divisés en systèmes à 
une boucle (principale) (cf. fig. 1.4) et à boucles multiples (secon- 


Fig. 1.10. Système à boucles multiples: 
A — amplificateur ; MA — mécanisme d'asservissement ; O — objet; C — correcteur 


daires) (fig. 1.10) comportant plus d’une boucle fermée. En intro- 
duisant des actions en retour locales, en entourant l'organe d'asser- 


vissement A/4, par un correc- 
teur C (fig. 1.10) on modifie 
les propriétés dynamiques du 
système sans changer les prin- 
cipes de son fonctionnement. 

D'après la destination fonc- 
tionnelle on peut constituer 
des groupes de réglage de la 
température, de la tension, 
du niveau, etc. Jusqu'à pré- 
sent nous avons envisagé les 
systèmes à une variable ou 
grandeur réglée. Des cas sont 
nombreux où le réglage por- 
te sur plus d’une variable; 


Fig. 1.11. de réglage 


Système 
asservissement multiple 


d'un 


de plus, les grandeurs réglées sont liées entre elles par exemple, 
par l'intermédiaire de l’objet. On les appelle alors systèmes 
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à plusieurs variables ou systèmes asservis multiples. Le schéma 
fonctionnel d’un système à deux variables est représenté sur la fi- 
gure 1.11, où O est l’objet de réglage, R, et R:, les régulateurs. Ici, 
chaque grandeur réglée x, et x, possède sa boucle de régulation, mais 
ces grandeurs étant liées par l’intermédiaire de l'objet, il est impos- 
sible d'explorer chaque boucle à part. L'exemple d’une régulation 
multiple peut être fourni par le maintien simultané de la valeur de 
la température des parties supérieure et inférieure d'une colonne de 
rectification. 


$ 2. PRINCIPE DE COMPENSATION 


Ce principe consiste à mesurer l’action perturbatrice pour pro- 
duire une action artificielle appliquée à l’objet de façon à compenser 
l'influence de la perturbation sur la grandeur réglée. Le principe de 
compensation entraîne que 
la mesure de cette dernière 
n’est pas de rigueur, bien 
qu’il soit possible d'y recou- 
rir pour le contrôle. 

A titre d'exemple con- 
sidérons le four tubulaire 
(£ig. 1.12, a); le problème 
consiste encore à assurer 
la permanence de la tem- 
pérature © du produit à 
la sortie du four. Construi- 
sons le système de régula- 
tion conformément au prin- 
cipe de compensation (par- 
tie inférieure du schéma; 
pour le moment, admet- 
tons que les lignes en poin- 
tillé n'existent pas). La 
perturbation principale est 
provoquée parle débitG, du pig. 1.12. Système asservi multiple com- 
produit mesuré à l’aide du biné 
diaphragme 3 et du mano- 
mètre différentiel 4. La compensation est assurée par le débit G. du 
combustible, qui peut être modifié à l’aide de la soupape 5. Puisque 
l'influence des débits G. et G, sur la température © diffère aussi 
bien dans les conditions statiques que dynamiques, il faut intercaler 
dans la chaîne de correction entre l’appareil 4 et la soupape à un 
correcteur € qui peut se présenter comme un élément dynamique 
complexe. 

Le schéma fonctionnel est représenté sur la figure 1.12, b. Entre 
la sortie et l'entrée il n’y a pas d’action en retour, tout comme il 
n'y a pas de boucle fermée. Par conséquent, les systèmes établis 
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d’après le principe de compensation sont des systèmes en boucle ou- 
verte. Théoriquement, si le choix de l'organe C est correct (il con- 
vient de noter qu'un tel correcteur n’est pas toujours réalisable) les 
influences de la perturbation et de l'action de réglage se compensent 
mutuellement et la température reste invariable à tout instant. Dans 
ce cas la grandeur réglée 6 est invariante par rapport à la perturba- 
tion G,. Pourtant, même dans le cas d’une compensation imprécise, 
une chaîne de compensation peut affaiblir sensiblement l'influence 
de la perturbation. Rappelons que dans un système asservi construit 


Fig. 1.13. Système de réglage automatique de la viscosité du produit fini (a) 
et son schéma fonctionnel (b) 


d’après le principe de Polzounov, l'écart de la coordonnée réglée 
était inévitable par suite du principe même de la construction. Tou- 
tefois. la construction d’un système faisant seulement appel au 
principe de compensation n'est possible que dans les cas les plus 
simples. Pour un objet aussi complexe qu'un four, ce système est 
pratiquement inapte à assurer le fonctionnement. Toute autre per- 
turbation, par exemple, la variation de la composition de la matière 
première, de la valeur calorifique du gaz (sur la figure 1.12, b elle 
est notée F) provoque un écart de la température par rapport à sa 
valeur imposée, sans que le système y réagisse. Le système où toutes 
les perturbations seraient mesurées (qui comporte plusieurs boucles 
de compensation) constituerait un ensemble trop encombrant. Qui 
plus est, la mesure de toutes les perturbations n'est pas toujours 
possible. 

Les systèmes asservis construits d’après le principe de compen- 
sation présentent un intérêt particulier pour les cas où la grandeur 
réglée n’est mesurée que dans les analyses de laboratoire périodiques. 
Le système de réglage de la viscosité du produit est schématisé sur 
la figure 1.13, a, et son schéma fonctionnel est donné par la figure 
1.13. b. Le débit mesuré de la matière première Gn, (sur la figure 
l'organe de mesure est noté f) est transformé en consigne au régu- 
lateur Reg de la température de la partie supérieure de la colonne. 
L'installation peut être divisée en deux parties, O, et O.. Le réglage 
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de la température est réalisé en agissant sur le débit G, du reflux. 
Puisque dans notre système la donnée de la température est variable 
et n'est pas connue à l'avance, il peut être envisagé comme un sys- 
tème asservi auxiliaire. De tels cas sont caractérisés par un couplage 
statistique entre v, 6 et Gn, et les paramètres du correcteur C sont 
choisis, par exemple, sur la 
base des équations de la ré- 
gression décrites dans ce qui 
suit. Les choses se compli- 
quent du fait que dans de 
nombreux cas les paramètres 
du système (et plus exacte- 
ment, les coefficients de Ja 
régression) changent dans le 
temps. Dans le schéma consi- 
déré on tient compte de cette 
circonstance en introduisant 
une correction A6. de la tem- 
pérature assignée qui est affi- 
chée par l'opérateur à l'aide 
du sommateur Som en fonction Fig. 1.14. Schéma fonctionnel d'un sys- 
des résultats des analyses du tème asservi multiple combiné 
laboratoire. 

Le principe de compensation se nomme aussi principe de Ponce- 
let. principe de régulation par perturbation ou principe de réglage 
en charge. Le désir d'utiliser les propriétés positives du principe de 
compensation a conduit à la création des systèmes combinés qui 
cumulent le principe de Polzou- 
nov et le principe de compen- 
sation. 

Le système de réglage auto- 
matique de la température est 
schématisé sur la figure 1.12, a. 
Fig. 1.15. Système de régulation La partie supérieure de la figure 
automatique à compensation Para- coïncide complètement avec le 

Helrique schéma de la fig. 1.2 et pré- 

sente une boucle fermée de rég- 

lage de la température. Les signaux du correcteur et de l'am- 
plificateur pneumatique sont additionnés par le sommateur Som 
pour ètre dirigés sur la soupape de réglage 5. Lorsque la charge 
Gn Change, la compensation étant exacte, la température 6 ne varie 
pas et la boucle fermée ne s'engage pas. Toute autre perturbation ou 
compensation imprécise font apparaître une désadaptation éli- 
minée avec le temps par l’action en retour. Le schéma fonctionnel 
d'un système de réglage combiné est représenté sur la figure 1.14. 

Une branche particulière du principe de compensation est con- 
stituée par la compensation paramétrique. La perturbation F de la 
figure 1.15 agit sur les paramètres de l’objet O, ce qui fait que les 
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propriétés du système bouclé changent. Cette modification des pro- 
priétés peut même être telle que le système devienne inapte au 
fonctionnement (instable). La perturbation F est mesurée pour être 
transformée par le correcteur C et agir sur les paramètres de l’ampli- 
ficateur À de façon que, dans l’ensemble, les propriétés du système 
se conservent. Tout comme dans les schémas précédents, sur la fi- 
gure 1.15, AA est l'organe d’asservissement; z,, la consigne; x, 
la grandeur réglée. 


$ 3. PRINCIPE DE LA RECHERCHE 


Si l’objet possède une caractéristique extrémale (fig. 1.16), on 
peut avoir intérêt à maintenir pour la grandeur réglée (optimisée) 
non pas une valeur constante, mais une valeur extrémale. Ainsi, 
dans la pyrolyse, lors de la modification de la température du four 


T 


Te 


Fig. 1.16. Graphique de la réponse extrémale de l'objet 


tubulaire (réacteur) la sortie de l’éthylène possède un point d'extre- 
mum. Dans ces conditions, du point de vue de la technologie du 
processus, il est avantageux d'assurer la sortie maximale de l'éthy- 
lène. Dans le cas général, le caractère du point extrémal (minimum 
ou maximum) n'est pas important pour la résolution du problème. 
Sous l’action des facteurs extérieurs la réponse extrémale se déplace 
avec le temps suivant une allure aléatoire (dérive de la réponse); 
c’est pourquoi la détermination unitaire de l’extremum 2z, (par ex- 
plorations spéciales) et la création d’un système de stabilisation de la 
valeur trouvée de zx = x, n’amène pas le résultat désiré. La courbe 
IT de la figure 1.16 est la même réponse que la courbe 7, 
mais enregistrée à un autre instant. Par conséquent, pour résoudre le 
problème, il convient de créer un système qui chercherait l’extremum 
tout en restant toujours tout près de ce dernier. Si pour les systèmes 
bouclés la mesure de la grandeur de sortie déterminait sans ambiguï- 
té le signe de la désadaptation (de l'écart) e, c’est-à-dire déterminait 
univoquement la direction de la commande, dans le problème donné 
ceci est insuffisant. La valeur mesurée de z = x, ne permet pas de 
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dire si le système se trouve à droite ou à gauche de l’extremum. Pour 
son fonctionnement normal, en plus de la logique de l’action en 
retour, il faut organiser la recherche qui fournirait au système l'in- 
formation sur les écarts entre la grandeur optimisée et la valeur 
extrémale. et plus précisément, l'information qui permettra de 
conclure sur la direction que prendra la variation de la commande 
pour s'approcher de l’extremum. Par exemple, si, lorsque u augmen- 
te d’un pas Au, le système passe du point Z au point ?2 (la grandeur 
À = ze — zx, >> 0), on peut dire que le système se trouve à gauche 
du point d’extremum et le pas suivant doit ètre fait dans la même 
direction. Ceci entraîne en particulier, qu’au début du fonction- 
nement du système, il ne faut connaître que le caractère approxima- 
tif de la fonction extrémale, ou même seulement si la fonction est 
extrémale. Pour le fonctionnement du système, la valeur numérique 


Fig. 1.17. Schéma fonctionnel d'un système d'optimisation automatique pas 
à pas 


de l’extremum et les causes qui provoquent la dérive de la réponse 
importent en principe peu, bien que toute information a priori, auxi- 
liaire, soit utile pour sa conception. L'autre approche du problème 
extrémal, qui consiste à explorer de près les origines de la dérive et 
à créer un système asservi tenant compte de ces facteurs. est peu 
prometteuse. 

Examinons l'allure qualitative des processus qui se déroulent 
dans un système pas à pas de l’optimisation automatique. Divisons 
l'axe des u (cf. fig. 1.16) en intervalles égaux Au. Les valeurs de x 
qui correspondent aux limites des intervalles Au désignons par 
Z1, Ze, etc. Lorsque la commande x change d’un pas Au, le système 
passe de l’état à à l’état (à + 1) si Au > 0, et à l’état (i — 1) si 
Au € (. 

Supposons que l’état initial est le point Z et que le pas choisi 
arbitrairement est le pas à droite (Au >> 0). La valeur x, est retenue 
dans l’organe de mémoire Mem (fig. 1.17). La valeur x, mesurée est 
comparée à x, par le comparateur Comp. Si À = x, — x, > 0. l’ana- 
lyseur À désigné sur la figure par la lettre À, prend la décision de 
faire un pas dans la même direction. De plus, dans la mémoire 
la valeur zx, est remplacée par z,. Puisque x; > x:, le pas suivant se 
fait dans la même direction. Cependant, x, << x; et l’analyseur À 
prend la décision de l’inversion de la direction du pas Au de la 


25 


commande. En 2 le système subit de nouveau l'inversion. Il s'établit 
ainsi un régime pulsatoire autour de la valeur extrémale (fig. 1.18). 
Les instants é,, {., etc. sont 
ceux de l'inversion. 

A titre de grandeur opti- 
misée on peut utiliser non 
seulement une grandeur phvy- 
sique concrète (par exemple, 
la sortie de l'éthylène pen- 
dant la pyrolyse), mais aussi 
une certaine fonction écono- 
mique (par exemple, le débit 
énergétique pour la réalisa- 
tion du processus, le rende- 
ment de l'installation, la sor- 
tie globale des produits finis, 
le bénéfice, etc.). Dans le cas général, il faut optimiser la grandeur 
n = 1 (Z, y, 2), où x, y, z sont les variables de l’objet. Le calcula- 
teur CL (fig. 1.19) calcule la valeur de n dirigée sur le régulateur 
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Fig. 1.19. Système d'optimisation d'une certaine fonction économique 


Fig. 1.18. Allure qualitative du proces- 
sus de la recherche 


extrémal RE, par exemple, du type décrit dans ce qui précède, qui 
élabore la commande u appliquée à l’objet O. L'ensemble C{ et RE 
peut s'appeler optimiseur automatique. 


$ 4. CARACTÉRISTIQUES DES SYSTÈMES DE COMMANDE 


Examinons les autres types de classification des systèmes de 
commande automatique. 

On peut les diviser en linéaires et non linéaires. Le modèle adé- 
quat des systèmes linéaires est décrit par des équations linéaires 
algébriques., différentielles, aux différences, de régression, etc. Au- 
trement dit, un système linéaire autorise l'application du principe 
de superposition: la réaction du système à la somme des réactions 
qu'il subit est égale à la somme des réactions à chaque action isolée. 
De la sorte, pour les systèmes linéaires on peut envisager le passage 
indépendant simultané de plusieurs signaux. Il est évident que lors- 
que l’action de la forme donnée est amplifiée, la réaction du système 
est amplifiée de la même façon sans perturber la forme. 

Pour les systèmes non linéaires le principe de superposition est 
inapplicable, ce qui rend bien plus difficile leur étude analytique. 


26 


Une autre classification range les systèmes en stationnaires et 
non stationnaires. Pour les systèmes stationnaires les propriétés 
ne changent pas avec le temps et ne dépendent pas du choix de l'ori- 
gine du temps. Leur forme de réaction ne dépend pas du moment 
d'application de l’action extérieure; la réaction, naturellement, se 
déplace dans le temps. La figure 1.20, a représente un système dont 
l'entrée est soumise à un échelon unitaire. La réaction x à la sortie 
est une exponentielle de mêmes paramètres qui ne dépend pas de 


Fig. 1.20. Réponses des systèmes stationnaire (a) et non stationnaire (b) 


l'instant de l'application de l'échelon, que ce soit t, ou t, ; le système 
est stationnaire. Sur la figure 1.20, b à l'instant ft, la réaction zx est 
une exponentielle, et pendant le saut à l'instant {, elle est un pro- 
cessus oscillatoire, c'est-à-dire le système est non stationnaire. Ces 
deux tendances de la classification sont indépendantes. 

Dans la plupart des cas les systèmes stationnaires linéaires sont 
décrits par des équations linéaires à coefficients constants, alors 


a b à 
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Fig. 1.21. Formes d'échantillonnage d'une fonction continue 


que les systèmes non stationnaires linéaires le sont par des équations 
différentielles linéaires à coefficients variables. 

Les systèmes de commande automatique peuvent être d'autre 
part continus et discrets. Dans les systèmes continus il est possible 
d'indiquer à tout instant la valeur exacte de toute coordonnée. La 
figure 1.21 visualise par un trait plein la fonction continue x (t). 
Dans les systèmes discrets l'information n'est pas transmise toute 
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entière, c'est-à-dire la transmission porte non pas sur tous les points 
de la courbe zx ({), mais seulement sur des points isolés obtenus par 
quantification du signal. Divisons l’axe (cf. fig. 1.21, a) en inter- 
valles de temps égaux Af et transmettons seulement celles des valeurs 
de x qui correspondent aux limites des intervalles Af (repérés par 
des ronds). Cette forme de quantification s'appelle découpage ou 
échantillonnage dans le temps, et le système discret correspondant, 
système impulsionnel, ou pulsé, ou encore échantillonné. Notons 
que les ordonnées, elles, sont continues. Sur la figure 1.21. b. l’axe 
des x est divisé en intervalles égaux Az. L’instant où apparaît le 
signal ne présente pas d'intérêt. C'est le découpage ou la quantifi- 
cation en niveau, alors que le système discret est dit à relais. En gé- 
néralisant ces méthodes, on aboutit à la forme de la figure 1.21, c 
où la quantification se fait aussi bien dans le temps qu’en niveau. 
De cette façon. à la sortie du quantificateur à l'instant fixé apparaît 
la valeur de x qui appartient à l’un des niveaux de quantification. Ce 
sont des systèmes ou bien purement discrets, ou numériques. Lorsque 
le nombre de niveaux de quantification est grand, le système à cal- 
culateur numérique peut être considéré comme un système échan- 
tillonne. 


CHAPITRE 2 


OBTENTION DES DONNÉES DE DÉPART 
POUR LE CALCUL DES SYSTÈMES 
DE COMMANDE AUTOMATIQUE 


$ 1. EÉQUATIONS DIFFERENTIELLES 
DES ÉLÉMENTS DES SYSTÈMES 


Tout phénomène physique est un processus qui marche dans le 
temps. Ceci est dû au fait que le passage de l'énergie d’un état àun 
autre, le déplacement des corps, le changement des vitesses, etc., 
ne peuvent pas être instantanés. Mais pratiquement on néglige l’exa- 
men du processus lui-même en établissant avec un degré de précision 
suffisant les lois qui associent les états initial et terminal du phéno- 
mène. c'est-à-dire on utilise les relations statiques. Cela ne signifie 
pas qu’il n’existe pas de processus transitoire qui marche d’un état 
initial vers un état final. Tout simplement, en connaissant les pro- 
priétés du processus et en retenant qu'à l'échelle du processus donné 
on peut négliger le temps qu'il dure, on ne l’envisage pas, puisque 
sa prise en considération ne complétera que de peu nos connaissances. 
Mais ceci n’est pas toujours possible. Ainsi, à l’époque où la com- 
mande automatique ne faisait qu’apparaître, le processus transitoire 
pouvait bien être méconnu. Mais à mesure que les techniques évo- 
luaient. les vitesses et les puissances s’accroissaient et les prescrip- 
tions imposées aux régulateurs devenaient plusrigoureuses. On a décou- 
vert alors que bien que le calcul statique indiquât que le régulateur 
doit assurer, par exemple, la précision de réglage requise, le système 
muni d'un tel régulateur s’avérait inapte au travail. Au lieu de res- 
ter constant, le paramètre réglable changeait dans de larges limites, 
c'est-à-dire le système était instable. Le premier à résoudre ce pro- 
blème a été I. Vychnégradski. Il a montré que ceci est dû aux pro- 
priétés dynamiques du système et qu’il est inadmissible de les négli- 
ger. Pour les étudier il faut connaître les lois du mouvement du 
système. qui le déterminent mieux que les loisstatiques. Une ques- 
tion se pose alors, dont voici le sens. Tout système est un ensem- 
ble des corps physiques et son fonctionnement est l’interaction de 
ces corps. Mais tout corps possède des dimensions définies. un cer- 
tain volume. En général. le comportement d’un corps est caractérisé 
donc par un nombre infini de coordonnées. Par exemple, si on prend 
un condensateur, son comportement est caractérisé par le comporte- 
ment du champ électrique entre les armatures en fonction de la 
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quantité d'électricité dans ces armatures. Voici un autre exemple: 
le comportement d'une conduite est caractérisé par la répartition 
des pressions et des vitesses du produit suivant toute sa longueur. 
Pourtant, on sait qu’en calculant les circuits électriques on néglige 
les particularités du champ entre les armatures du condensateur 
pour n'en tenir compte que des caractéristiques moyennées que sont 
la quantité d'électricité Q sur les armatures et la tension moyenne U 
entre les armatures: 


U = QIC, (2.1) 


où C est la capacité du condensateur. Ceci signifie qu'on retient un 
modèle de condensateur sous la forme d’un point dont l’état est 
traduit par l'équation (2.1). Vraisemblablement, cette approche ne con- 
vient que dans les cas où l’on s'intéresse seulement aux caractéristi- 
ques moyennées du processus. Dans ces conditions le comportement 
du point est complètement déterminé par sa coordonnée et un nom- 
bre suffisant de dérivées par rapport au temps. Autrement dit, le 
comportement du point est décrit par une équation différentielle 
ordinaire qui dans notre cas est de la forme 


au 
I=C PTE (2.2) 
où J est le courant qui passe par le condensateur. Mais une telle 
idéalisation n’est pas toujours possible. Ainsi, le comportement d’une 
conduite est décrit par un système d'équations aux dérivées partiel- 
les, ce qui rend compte de l’espace dans lequel le processus a lieu. 
Par exemple, les autres conditions étant égales, la relation entre les 
pressions au début et à la fin de la conduite 


P' (t) an F (Pa (t)), 


(où P, (t) et P, (t) sont respectivement les pressions au début et à 
la fin de la conduite) ne présente pas la solution d’une équation dif- 
férentielle ordinaire. Pour connaître P! (t), il faut connaître à chaque 
instant P;, (t) et un nombre infini de dérivées, c’est-à-dire le com- 
portement de l’objet considéré doit être envisagé non pas comme celui 
d’un point décrit par une équation différentielle ordinaire, mais 
comme le comportement d'une longue ligne dont les paramètres 
sont répartis suivant la longueur. De cette façon. l'analyse de la 
dynamique nous conduit à l'étude des propriétés des solutions des 
équations différentielles, ces équations pouvant être aussi bien 
ordinaires qu'aux dérivées partielles. En vertu des raisons physiques, 
dans les cas courants, les systèmes décrits par des équations diffé- 
rentielles ordinaires sont dits à paramètres localisés, et les systèmes 
qui vérifient les équations aux dérivées partielles, à paramètres 
répartis. 
Examinons d’abord la première classe des systèmes. 
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Linéarisation des équations 


Soit un système dont la dynamique est décrite par un système 
d'équations différentielles non linéaires ordinaires. Admettons, pour 
simplifier, que l’objet est soumis à une seule coordonnée de sortie À 
et à une seule coordonnée d'’entrée Ÿ’, associées par la relation 


F(X XX, Y, Ÿ, YO), 4) = 0. (2.3) 


Il est clair que dans les conditions d’une entrée nominale défi- 

de Y som (t), l’objet fournit à la sortie la coordonnée nominale 

X om (t). Autrement dit, les fonctions du temps Yom (t) et Xpom (t} 
doivent vérifier l'équation (2.3) : 


FR Rs A Van am Vi 00 “(27 


Mais le fonctionnement peut faire dévier les valeurs de la coordonnée 
d'entrée par rapport aux valeurs nominales. Alors, la sortie devient 
elle aussi non nominale. Cherchons comment sont liés les écarts de 
la sortie et de l’entrée par rapport aux valeurs nominales. Introdui- 
sons les notations: AX = X — X,om; AY = Ÿ — Yom. Suppo- 
sons que la fonction du premier membre de l'équation (2.3) est 
continue comme fonction de ses arguments et possède des dérivées 
partielles continues du premier ordre. Alors, d'après la formule de 
Taylor, le premier membre de (2.3) peut être mis sous la forme : 


10 CD CRRTUE QUE CR ARTE dE 


— F (X 10m) ES es Xe Yom) PS .….. OR t) + 
+ 2 FAX + 2 Fi AY", (25) 


où à chaque instant les valeurs des dérivées partielles se calculent 
pour certaines valeurs des arguments X{), Y{ÿ) qui reposent entre 
XD Yet XEm + AX, YU m, + AY. Desconsidérations physi- 
ques rendent clair que dans le cas de système de commande, lorsque 
les écarts AY sont petits, les écarts AX() doivent aussi être petits. 
Ceci ne se déduit pas de l'hypothèse que nous avons faite sur la fonc- 
tion F, c’est une autre hypothèse encore. Alors, on peut calculer 
pour les écarts faibles dans la formule (2.5) les dérivées partielles 


pour les valeurs S CHER ai des arguments. Dans ces conditions. pour 
de petits écarts l'expression approchée de l’équation (2.4) devient 


n 


De ax + À Fyt | Yom: Ÿ AY® = 0. (2.6) 


x (G) ons Ynom nom 


Dans le cas général, les coefficients de cette équation sont fonctions 
du temps. L'opération réalisée s'appelle linéarisation de l’équa- 
tion (2.3). 
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Examinons le sens géométrique du passage de (2.3) à (2.6). L'équa- 
tion (2.3) détermine à chaque instant une certaine surface dans l’es- 
pace des coordonnées X() (i — 0, ..., n), Y (i—0,..., m). 
et la solution de (2.3), pour des Yÿ connus, est une fonction X (f) 
telle qu'à chaque instant elle détermine avec la fonction Y (t) le 
point reposant à la surface (2.3). Le passage aux écarts AX(ÿ, AY (5 
transfère l'origine des coordonnées en point (Xnom (t); Ynom ()). 
L'hypothèse de la continuité de la fonction F et de ses dérivées par- 
tielles entraîne que la surface considérée est lisse, puisqu’à la sur- 
face la direction du vecteur de la normale change continüment. 


Von ” 
Fig. 2.1. Caractéristique non li- Fig. 2.2. Caractéristique linéari- 
néaire sée 


Pour de faibles écarts à partir du point de repère, au lieu de la po- 
sition du point à la surface, on peut imposer sa position dans le 
plan tangent à la surface au point de repère. L'expression analytique 
de ce dernier est donnée par l'équation (2.6). Ceci rend clair l’origine 
du terme « linéarisation ». L'opération réalisée consiste à remplacer 
les relations non linéaires initiales par des relations linéaires qui leur 
sont apparentées. Par exemple, dans le cas le plus simple, si F — 0 
est de la forme représentée sur la figure 2.1, la linéarisation consiste 
à passer à la relation visualisée sur la figure 2.2. 

Cette linéarisation est-elle toujours possible? Probablement, 
non. Par exemple, lorsque l'équation (2.3) possède une discontinuité 
au point À — X,,.m; Ÿ — nom, OU une discontinuité de dérivée 
quelconque, ou encore des discontinuités au voisinage du point nomi- 
nal. ou une ambiguïté, etc., la linéarisation est impossible. On dit 
alors que les équations du système sont essentiellement non linéai- 
res. Nous examinerons cette question de plus près en étudiant les 
systèmes non linéaires. 

Supposons que le système soit invariable dans le temps, c’est-à- 
dire le temps t n’entre pas explicitement dans l'équation (2.3). et 
le point de repère est la position d'équilibre du système. c’est-à-dire 
XO = O0(i—1,..., n)et Y( = O0 (i = 1. ..., m). Les coordon- 
nées Àhom €t Y'nom Sont données par l'équation 


F (Xnom » Vs. 0, Ynoms 0. 0) = 0, (2.7) 


qu'on appelle caractéristique de statisme du système. Elle associe les 
valeurs stationnaires des coordonnées de sortie et d'entrée. Dans ces 
conditions, tous les coefficients dg l’équation (2.6) sont des gran- 
deurs constantes indépendantes du temps. Toutse ramène dans ce cas 
à une équation différentielle ordinaire à coefficients constants qu'on 
appelle modèle linéaire du système dit alors linéaire. Nombreux sont 
les cas dans la pratique où soit le système tout entier, soit une de 
ses parties s'avère linéaire, et c'est ce qui fait l’intérèt que présente 
l’étude de tels systèmes. Si on se borne à l’équation de la forme (2.6), 
pour analyser chaque système il faudrait tenir compte de son sens 
physique, puisque toutes les grandeurs de cette équation doivent se 
mesurer par des unités propres aux grandeurs physiques dont le 
comportement est exploré. Ceci conduirait chaque fois à des diffi- 
cultés inutiles. On ramène donc l'équation à la forme sans dimension 
par l'opération qui s'appelle standardisation, pour utiliser ensuite 
les résultats déjà connus relatifs aux équations standard. La stan- 
dardisation des équations consiste à introduire des écarts relatifs 
sans dimension d'après les formules 


z = (X — Xnom)/X 6; y = 04 — ŸYnom)/Yé; (2.8) 


où X:, Ye sont les unités d'échelle de la lecture de la sortie et de 
l'entrée respectivement 


2OXs = AXG: yÜYs = AY. 


L'équation (2.6) peut se récrire sous la forme : 


n m 
: Ye | 
DE leu aan ED RE brand I 
ds OX nom. Ynom PER À 0Y°°" nom’ Ynom 
Examinons le cas lorsque 0 F, |, . _. Alors. (2.9) devient 
+ nom? Yno:n 
1 1 
Gi à) | 
2 (Ti) zx = À (8) y — y, (2.10) 
1—= = mn 


Ti = (FrcEx) 5 ke —YeFyiXeF x: 
8 —(—YeFun/XeF x)", (2.11) 


de plus, dans les dernières formules les dérivées partielles se calcu- 
lent pour À = Xyom:s Ÿ = Y'nom- La dimension de Ti, 6; est le 
temps, et À, une grandeur sans dimension. 

Démontrons-le : 


[Til = (F1) él (XVIX] [FDA = (+); 
{k] = (Y]LF]) [XVIFY] [F1 IX] = [1]: 
(84) = (Y1 LE] [ti (XV/[Y] LA) [XD = (t]. 


*) Certains termes de cette formule peuvent être affectés de signe moins. 
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Les grandeurs T'; s'appellent constantes de temps, et la grandeur k, 
gain ou facteur d'amplification. Ceci devient clair si en régime d'’é- 
quilibre on a 


TLéq —= KYeas 
c’est-à-dire 


k = z4q/ÿéq (2.12) 


est le rapport des valeurs équipondérales des coordonnées de sortie 
Lea et d'entrée ya, Ce qui montre de combien de fois le système « am- 
plifie » la coordonnée d'entrée. 


Réglage de la pression dans un séparateur 


Examinons le problème de conception d’un système de réglage 
de la pression dans un séparateur (fig. 2.3) qui assure la séparation 
du gaz et du pétrole. La pression est 
commandée en changeant la section de 
passage de la soupape dans la conduite 
d'écoulement du gaz. Il faut obtenir une 
relation entre la pression p dans le sépa- 
rateur, la section de passage de la sou- 
pape u et les perturbations dont le sépa- 
rateur peut être le siège. 

L'état du gaz dans le séparateur véri- 
fie l'équation de Mendéléev-Clapeyron 


pV = GRT®, (2.13) 


où Fest le volume de gaz dans le sépa- 
rateur; G, la masse de gaz; R,la cons- 
| . tante des gaz; T°, la température abso- 
Fig. 2.3. Schéma Art lue. Admettons qu’on a prévu dans le 
; LeleuP "0e petrole séparateur des dispositifs qui conservent 
— mélange de pétrole et de : ‘ p : 
gaz ; 2 — gaz; 3 — pétrole invariable le volume de séparation. Sa 
température est constante elle aussi. En 
dérivant par rapport au temps les deux membres de l'équation (2.13), 
on obtient 


_V_ dp__dG 9 44 
RT9 dt dt! (2.14) 
En tenant compte que 
G = Qpas 7 Qa; 


où Q as est la quantité de gaz qui se dégage dans le volume du sépa- 
rateur; Qa, le débit du gaz qui passe par la soupape, l'équation (2.14) 
peut s'’écrire: 


V d 
76 7 = Qpas — Qa- (2.15) 


La quantité de gaz qui se dégage dans le volume de séparation dépend 
de la pression de la séparation p, de la saturation en gaz p du liquide, 
et de la quantité g du liquide amenée dans le séparateur, c’est-à-dire 


Qpas = Qpas (P, P: q); (2.16) 


de plus, des considérations physiques rendent clair que la fonction 
(2.16) est lisse. Les autres conditions étant égales, la quantité de gaz 
qui sort du séparateur dépend de la pression en amont de la soupape, 
c'est-à-dire de la pression de séparation, et de la position de la sou- 
pape u: 

Qa nd Qa (FA DE (2.17) 
Examinons le cas lorsque cette fonction est lisse elle aussi. Portons 
(2.16) et (2.17) dans (2.15): 


V d 
Re = O(p, p, Lu, g). (2.18) 


Soit, par considérations technologiques, la pression dejséparation 


Pnom Pour des Unom €t Gnom NOMINAUX. Hyom Pourra alors s’obtenir 
à partir de l'équation 


D (Pnomr Pnom: Unomr Anom) — 0- (2.19) 


Les fonctions (2.16) et (2.17) étant lisses, la linéarisation de (2.18) 
est admissible. En développant le deuxième membre de (2.18) sui- 
vant la formule de Taylor, laissons seulement les termes du premier 
ordre. Compte tenu de (2.19), on obtient 


Y dd 
rs 7 = DLAP + D,Ap + D,Au + D;Ag, (2.20) 


les valeurs de dérivées partielles du deuxième membre se calculant. 
pour des valeurs nominales des arguments. Notons que ®, << 0, 
puisque avec l'augmentation de la pression de séparation Q.., di- 
minue et Q@ augmente. Passons aux grandeurs sans dimension 


z = Aplpe, y = Au/hnom- (2.21) 
Alors, 
Tz+z= ky + f, (2.22) 
où 
TV. pm. ji Veñs- Op 
RT'Dh ? peDp ? PeDp 


Les grandeurs q et p sont éliminées de l'examen. Les termes qui s’y 
rapportent sont désignés par la lettre f. On insiste ainsi sur le fait 
que la variation de ces paramètres ne dépend pas de nous et présente 
une perturbation qui entraîne un écart par rapport au régime‘nomi- 
nal. Pour définir les paramètres du système il faut calculer ®, et ®,, 
ce qui peut se faire expérimentalement. 
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Réglage du niveau 


Examinons l'objet représenté sur la figure 2.4, a. Ün liquide est 
amené dans l'appareil suivant le débit Q,4,, passe par la soupape 
dont la tige peut se déplacer pour prendre la position u etsousl'action 
de la pression p et de la hauteur de la colonne À, s'écoule suivant 
le débit Qu. L'objet considéré possède la propriété d’autonivelle- 
ment qui dans ce cas consiste dans le fait que pour un débit invaria- 


p 


& t# P 
FR 7 


Fig. 2.4. Objet de réglage du niveau: 
a -- à autonivellement ;: L -- sans autonivellement 


ble du liquide Q..., le niveau À du liquide se stabilise avec le temps. 
L'appareil est calculé technologiquement de façon que, pour des 
valeurs nominales des paramètres, 


Qpas = Qa DE Opomp- (2.23) 


Il est clair que le niveau du liquide change conformément à Q,,s 
et Q; de plus, 


F(H) SE = Quas— Qu: (2.24) 


où F (AH) est la surface du miroir du liquide à la hauteur du niveau 
H. Supposons que la quantité du liquide amenée dans l’appareil ne 
dépend pas de p et H. Le débit du liquide @, est fonction de la pres- 
sion, de la hauteur de la colonne du liquide et de la position de la 


soupape, c'est-à-dire 
Qa = © (p, H, u), (2.25) 


de plus, d’après (2.23), 
Qpomp = D (Pnom: Hnom: Unom)- (2.26) 


Admettons que la fonction (2.25) soit lisse. Si près de H,,m l’appa- 
reil ne possède pas d’élargissement ou de rétrécissement brusques, 
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pour À — Hom: la fonction F (H) est lisse elle aussi. En nous gui- 
dant par ces données, linéarisons l'équation (2.24): 


F (Haom) H DE Os — À (Prom: Homs Hnom) + Qpomp DE 
— (D,Ap + O,,AH + ®, Au). 
Compte tenu de (2.26) et en passant aux grandeurs sans dimension 
x = AH/H:, y = Au/, 


on obtient 
Tr + x = ky + f, 
où 
T — EUnom). jp _ HeéDa 
Oy  ‘? AT 


et f désigne les termes indépendants. D'après leurs propriétés dynami- 
ques, les deux objets examinés ne se distinguent pas, puisqu'ils sont 
décrits par les mêmes équations. 

Maintenant examinons le réglage du niveau dans un objet muni 
d’une pompe de productivité constante incorporée dans la conduite 
d'écoulement (fig. 2.4, b). Le calcul technologique doit être tel qu’au 
régime nominal la quantité du liquide d'arrivée Q,,, soit égale à la 
productivité de la pompe Qomn- Ici, comme précédemment, il vient 


F (A) H = Qpas — Qromp- (2.27) 
Mais Q,:, dépend de la position de la soupape u et de la pression 
p dans l'appareil: 
Qpas — Qpas (U p), (2.28) 
de plus. 
Qpas (Unom: Pnom) — Qpoinp- (2.29) 
Ici la fonction (2.28) est lisse et la linéarisation est donc possible : 
: dQpas | dQ pas 
F(Haon) H = x Au + — 7 AP Sn Qpas (Unom: Pnom) — Qpomp- 


En tenant compte de (2.29) et en passant à la forme sans dimension, 
il vient | 


Tz = y + f, (2.30) 
où 
dQ pas 
T2 F (om) Te * _ op 
L pas ’ = JO pas 


qu lé TE He 


Le coefficient affecté à x est nul. En divisant toute l'équation par 
le coefficient affecté à y, on a obtenu la constante T à dimension du 
temps. 
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Réglage de la température 


Supposons qu'on amène à un certain corps de la chaleur Q, dont 
une partie est évacuée par le fluide moteur Q., alors qu’une autre 
partie Qu: est dissipée. Dans ces conditions la température du corps 
est 0 (fig. 2.5). En régime d'équilibre calculé on a Q, 56m — @Qe nom — 
— Quis = 0 et la température du corps est égale à 8,ç,m- Mais si les 
quantités de chaleur apportée et évacuée ne 
sont pas égales, la température du corps com- 
mence à changer: 


d 
CV = Qa—Qe—Qus (2.31) 


où Cest un coefficient. Supposons que la cha- 
leur est amenée par un certain porteur à débit 
G et température 7t, et évacuée par le fluide 
moteur à débit g et température y à l'entrée. 
Il vient 


Qe = c1 (8 — v) &; (2-32) 


où c, est le coefficient moyen de capacité calo- 


Fig. 2.5. Objet de ré rifique dans l'intervalle des températures de 
glage de u tempéra- + à 0. Ensuite, 


. Q=D(G, rt, 8, y), (2.33) 


ce qui est déterminé par le caractère de la transmission de la chaleur 
du porteur au fluide moteur; de plus, admettons que la fonction ® 
est lisse. La condition d'équilibre est de la sorte: 


O (Gnom: Tnom+ Onom: Ynom) — 
— C1 (Bnom — Ynom) E£nom — Qais. nom = 0. (2.34) 
Portons (2.32) et (2.33) dans (2.31). Supposons que le débit G 
du fluide caloporteur est la commande. Linéarisons (2.31). A cet 


effet, bornons-nous dans le premier membre aux deux premiers 
termes de la formule de Taylor 


CQ = O (Goomr Tnom: Onom: Yaom) + 
+ Oc AG + Os AT + De A8 + D, Ay + 
nn C1 (Yaom = B5om£nom) + C1£nom AY ES 
— Ci£nom A8 — Quisnom — AQais- 


En tenant compte de‘(2.34) et en ramenant l'équation à la forme 
sans dimension, on obtient 


Tr +z = ky + f, 


C | . GeDG 
| Qe (C18nom— ®8) . 


et par f sont désignés les termes restants qui constituent une pertur- 
bation. 


= C18nom—D8 


Chambre pneumatique à fuite 
Examinons une capacité de volume V reliée par # clapets D: (i — 
= 1, ..., n) aux domaines à pressions P1 (i = 1, ..., n) (fig. 2.6). 


Désignons par Q; le débit de gaz par le cla- 
pet Di. En régime d'équilibre 


à Qi nom = 0. (2.35) 
Les autres conditions étant égales, le débit 


par le clapet est déterminé par la pression 
amont et aval, c'est-à-dire 


Qi = fi (P, Pi. (2.36) 
D'autre part, la pression peut être calculée Fa 
en partant de l'équation de l’état du gaz 
dans la chambre: Fig. 2.6. Chambre àfjcir- 
PV = GRT9 culation pneumatique 


où R est la constante des gaz; T°, la température absolue. 
En dérivant la dernière Te par rapport au temps, il vient 


er "dt — S fi (P. P;). (2.37) 


1—! 


Linéarisons la dernière équation. Cette linéarisation est justifiée pour 
de petits pressions et débits. di 


er => Qinom+ © le A ap+ 5 A 2 AP, (238) 


i=1 im {1 


En tenant compte de (2.35) et en passant aux coordonnées sans di- 
mension, on obtient 


Tz+ TI — > k;y;, (2.39) 
i=1 
où 
GE 
ié 5P, 
É— Ôf; ? ki = — 2 
RDV P ôf: 
À, ; 24 
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Dans le cas de faibles écarts ou dans le domaine de faibles pressions 
et débits les fonctions jf; (p, pi) ne dépendent que de la différence 
des pressions, puisque le débit par le clapet ne détermine que cette 
différence. Alors, le coefficient de débit par le clapet se calcule 
comme 


— 91: (P, pi) __ __ 8fi(pi—p) __ ôf: (pi —P) 
TE ES 77 id 


la différence étant choisie conformément à la direction des débits 
indiqués sur la figure 2.6. Alors, si Pre — Pe, on a 


= (2.40) 


de plus, 


l- DETTES T 
ce dont 'nous-aurons besoin dans ce qui suit. 


$S 2. TRANSFORMATION DE LAPLACE 
Série de Fourier 


Le sens du développement d’une fonction périodique en série de Fourier 
consiste dans sa présentation par la somme des oscillations harmoniques. Sup- 
posons que f (t) est une fonction périodique de période 27, c’est-à-dire pour un 
argument t quelconque 


f@=f(t+ 27). 


Par définition, la série de Fourier de la fonction f (t) 


s=<+ (ar cos Se -b sin Fe ) » (2.41) 
k=:1 


T T 
Î k Î a: 
ART | j (Æ\cos ue dë : = | f(&) sin se dË. (2.42) 
T 2T 
De plus, on vérifie la relation 
j () (=) s (+?) (2.43) 


Les coefficients de la série de Fourier a,, b, s’obtiennent formellement par inte- 
tion terme à terme du premier et du deuxième membres de la formule (2.41). 
onsidérons maintenant le sens du signe (=). On dit que la fonction f (t) véri- 
fie les conditions de Dirichlet dans l'intervalle [—_ 7, 7) si elle est continue 
dans cet intervalle ou si elle possède un nombre fini de discontinuités du pre- 
mier ordre et si, de plus, l'intervalle [—7, 7) peut être divisé en un nombre 
fini d'intervalles, dans chacun desquels la variation de la fonction f(t) est 
monotone. La plupart des fonctions qui se présentent dans la pratique satisfont 
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aux conditions de Dirichlet. Dans la'‘théorie des séries de Fourier on démontre le 
théorème de Dirichlet: si la fonction f (t) donnée dans l'intervalle [—T, T) 
ee les conditions de Dirichlet, sa série de Fourier converge dans tout l’inter- 
valle[— 7, T) et la somme de cette série en tous les points de l'intervalle s'écrit : 


(= (0) (+ 0) (2.44) 
si { est un point interne de l'intervalle, et pour t = —T, 
s(—T)= ((—T+0)+f(T —0). (2.45} 


Ici 
f(t+0)= lim f(t+A). 
A>0, A0 


De la sorte, si nous écrivons le signe (—) nous sous-entendons que les relations 
(2.44) et (2.45) sont vérifiées. 


Transformation de Fourier 


Examinons ce qui se produit avec la série de Fourier de la fonction f (t} 
lorsque T — oo. Explorons seulement les fonctions telles que 


LS 


| | FU) 1 dt: < oo. (2.46) 


- © 


Cette contrainte est parfaitement naturelle, puisque dans le cas contraire il 
peut s'avérer que pour 7 — le coefficient a, du développement (2.41) tend 
vers l'infini et tous les raisonnements perdent leur sens. . 

Transformons qe peu l'expression de la série de Fourier de la fonction 
Î (t) Aer dans l'intervalle [— 7, 7). En désignant cette expression par s-(t), 
on obtient 


oo T 
TOP ED) | f ) cos 


T R=1i -T 


ka (t—E) 
T 


| 
ST G=SF dé. 


Ve—— 


En introduisant la notation kx/T = @,, on obtient 


= 
sr (= | f(Dat+ S' (ax—an) plan, 0 
CT k=1 


T 
> k L— > 
P (œn, n= | j (6) cos OO à. 
-T 
Puisque 


PL4 
Œk—Qh-1— pm > 0, pour T—>, 


et compte tenu de (2.46), on peut attendre que 


Too 


lim sr = | o(æ, t) da, 
0 


Q(G, t)== | f (E) cos æ (t—E) des 


Dans ces conditions 
lim sr (t) (= })f (t). 
Ts 


Il s'avère que si f (t) vérifie les conditions de Dirichlet dans tout l'intervalle 


fini et si la condition (2.46) est observée, nos formules sont vraies. Introduisons 
la notation 


lim sr (t)=© (t}. 
To 


il vient 


(= | du | f@cos at) 45 (=) 1 (0. 2.47) 
0 © 


re dernière formule porte le nom de Fourier. On peut l'écrire d'une autre 
açon : 


— ou. 912110, 
Û 


où (x, t) est l'intégrale intérieure de la formule (2.47). Mais cette fonction 
est paire par rapport à l'argument «a. Donc, 


© ! co 
feu na=<+ | gta nd 
0 — © 


et la formule de Fourier peut s'écrire sous une forme plus symétrique: 


F( (=) >= | dé [ f (&) cos & (t=mE) dE. (2.48) 


—œ © 


Il n'est pas difficile de mettre l'expression (2.48) sous une forme complexe. 
La fonction 


ŸV(x, t)— [ f (£) sin œ (t—E) dé 


est une fonction impaire de «&; de plus, faisons cette réserve que, ici, toutes les 
intégrales bilatérales impropres doivent être comprises dans le sens de la tendance 
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symétrique vers l'infini des limites supérieure et inférieure. En vertu de l'ime 
parité de P(æ, t)}, on a 


Re 


0=- | da | ff (E) sin @ (t—E) di. 


En additionnant la formule obtenue avec (2.48) on obtient en se guidant par 
la formule d'Euler: 


f (e) (=) ie [= fre a |. 


La transformation 


ne ( Jai JE 
Fe Jroe ds (2.49) 


s'appelle transformation de Fourier directe. Qui plus est, en vertu de la relation 
obtenue, la transformation réciproque est de la forme: 


—\ 1 C jat ; 
1 (t) ( TE j F(a)e’ da. (2.50) 


La condition (2.46) rétrécit fortement le domaine d'application de la trans- 
formation de Fourier. Cette difficulté peut être tournée en la généralisant pour 
obtenir ce qu'on appelle la transformation de Laplace. 


Transformation de Laplace! 


‘Ætendons la classe des fonctions explorées. Admettons que f(t) vérifie 
les conditions de Dirichlet dans tout intervalle fini et qu'il existe deux nombres 
réels 0, < 02 tels que 


À et | f(r) | dt << oo (2.51) 


ur GO LO < One 
Éette dernière condition coïncide avec (2.46) pour ©& = 0. La fonction 
gt) =e"%"f() 
satisfait à la condition (2.46) et aux conditions de Dirichlet ; aussi peut-on lui 
appliquer la formule de Fourier 
Om À de [ rme-es(-Ha. 
— “oo 
S'il n'en est pas ainsi, 


=) | +0) aa 
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e-(9+ja) ëf (Ë) dé. 


g'—?8 


Introduisons la notation © + jæ = p. Si © est un nombre fixé, et c'est précisé- 
ment le cas que nous examinons, il vient 


da = dpl/j 
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et la: dernière expression peut être récrite sous la forme 


h O +) | 0 : . i 
1 (=) 7 | e”t dt | f(&eP5 de. (2.52) 
: O — j — 00 
La transformation 
LUU= | 1@ ed. FU) (2.53) 


s'appelle transformation de Laplace bilatérale. La fonction F (p) Pope image 
ou transformée de la fonction f (t), et la fonction j (t), original de la fonction 
F (p). D'après l'expression (2.52), la transformation de Laplace inverse est de la 
forme 


O+J 
f()(=) 2" (OARCO) enr ( F (p) eP! dp. 
oi ao 
Dans la transformation de Laplace inverse, l'intégration se fait dans le plan 
complexe suivant une droite qui forme l'axe imaginaire parallèle à l'axe des 
ordonnées, et de plus, l’abscisse de cette droite est égale à ©. Si f (t) est telle 


que f (t) — O0 pour tous les t << 0, alors, (2.53) se met sous la forme d'une frans- 
formation de Laplace monolatérale ou classique: 


L{jt)= | f (&) e-PÈ 48. (2.54) 
0 


Il est clair que si f (t) vérifie la transformation de Laplace monolatérale pour 
un certain © = 0*, elle est également vraie pour tous les o > 0°, puisque 


Ifth)le %<if(t)le °°! pour tous les tet l'intégrale correspondante de la 
formule (2.51) converge 1] s ensuit que pour une transformation de Laplacé 
monolatérale 6; — o. Nous envisagerons surtout les transformations de Laplace 
monolatérales. Là où ils’agira d’une transformation bilatérale, nous l'indique- 
rons par une note. 


Propriétés principales de la transformation de Laplace 


Dénombrons les propriétés principales de la transformation de Laplace et 
brossons sa démonstration. 
1. Linéarité. La transformée d'une combinaison linéaire des fonctions est 
égale à la combinaison des transformées de ces fonctions: 


L {5 aifi @} = Ÿ ail {fi (y. 
{= = 1 


En supposant l'existence des transformées des fonctions données, on a 


oO ni n 


L {> aifi w}= \ >, aifi (E)e 7 PÈ dE — > ai F (E)e 7 PS dE. 
i-! { 1 


Û i- i=i 0 
2. La transformée de la dérivée d'une fonction 


L' {{(t)} = pF (p) — f (0). 


Si une dérivée possède une transformée, on obtient en intégrant par parties 


L= 1e after | perde pF (p}—1 (0). 
ü 0 


La propriété donnée est facile à généraliser ne serait-ce que par récurrence : 


n 
L {60 (0}= PME (p}— D pif (0). 
1= 1 


Si les conditions initiales de la fonction sont nulles, c'est-à-dire si 
f( (0) = O(i—0,..., n —1), 


la dernière formule se met sous la forme 
L {jm (t)} = p'F (p). 


3. La transformée de l'intégrale d’une fonction 


L (l 1@&) =— F (p). 


En effet, 
{ o0 t | 
L{froa)= (en (ro ]a= 
0 0 0 
j e Tag { 
= — e-pt dè et —Pôf (E)d=— F(p). 
. e-P De ur f (5) dE : F (bp) 


En généralisant de même que précédemment, on obtient 


Re 
ee 


L{| _. | f (@) dE dt din} = F (p). 
0 U 


4. Théorème de convolution. La transformée de la convolution de deux 
fonctions est égale au produit des transformées 


fa (6) f1 (—0) 48) = F,(p) Fa (p). 


L{| fa (8) fa t—0) 48} = L { 
0 


La première égalité est évidente. Démontrons la deuxième. Changeons l'ordre 
d'intégration d'après la formule de Dirichlet: 


{er [| f1 (0) f2 (t—0) æ | d= | d6 (a (0) 2 (t —0) e — PÈ dE. 
0 U D 


Reno la variable de l'intégrale intérieure d'après la formule ë& — 0 = x. 
vient 


{ 
L{ fa (0) f2 (— 0) 48} = Fi (p) Fa (P). 


et le théorème est démontré. . | 
5. La transformée de la fonction à argument retardé ou avancé. 
Examinons d’abord le cas de l'argument retarde 


L'{f(t—7)}= er F(p). 


Puisque f (t) = 0 pour t < 0, après la substitution de la variable d'intégration, 
on obtient 


Ltu-n)= (er ra-e"rt | j@e-Fi 
0 -T 


Dans le cas de l'argument avancé, on a 
T 
LU (-+D}= er (n)— | 1 @ eP dE 
0 


et, si f(t) = 0 pour t < 7, il vient 
L{f(t+r)}= eT F(p). 
6. La modification de l’échelle du temps 
LETD=TF (+). 


En utilisant la définition de la transformation de Laplace, on obtient 


: © _DE 
Lucry=(e-Prpa=r |e TE 
0 0 


Les deux propriétés suivantes portent le nom de propriétés aux limites de la 
transformation de Laplace. 

7. Recherche de la valeur limite de la fonction dans le domaine réel d’après 
sa transformée 


lim f(t)= lim pL{f (t)}. 
t—00 p—0 


8. Relation entre la valeur initiale de la fonction et sa transformée 
limf(t)= Jim pL{f(t)}. 
t—0 P— 


Démontrons les deux dernières propriétés. On a 


oO 
lim pF(p\=lim p fit)e-pt dt = 
p—0 Pp—0 0 


= Jim 
p—0 


Or Q 


e-Pt df(t)+f (0) = [ df(t)+i (O:= lim f (t). 
0 + 
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Ainsi, la septième propriété est démontrée. A cet effet, on a utilisé implicite- 
ment l'hypothèse : un e-PTf (T7) = OsiRe p > 0, c'est-à-dire l’ordre à l'in- 
0 


fini est plus petit que l’ordre de la fonctibn e** (e >> 0). D'une façon analogue, 
lim f (t)= lim f (0) +1lim [pF (p)—j (0)]. 
t—0 {—0 p—® 


On montre sans peine que le deuxième terme est nul, et, ainsi, la dernière pro- 
priété se trouve démontrée. 


Certains renseignements sur la théorie 
des fonctions de la variable complexe 


Avant de nous attaquer à l'étude de la transformée de Laplace inverse donnons 
certains renseignements sur la théorie des fonctions de la variable complexe, ce 
qui nous permettra de réaliser l'étude nécessaire. 

La fonction F (p) de l'argument complexe p est dite régulière en p si en 


ce point elle possède une dérivée, c'est-à-dire s'il existe 
lim ZPHAP) —F(p) _ aP (p) 


Ap0 AP dp ? 90) 


ne dépendant pas du mode suivant lequel Ap tend vers zéro. Notons que l'exis- 
tence de la dérivée entraîne la continuité de la fonction F (p). 


a P, 


Rep Re F{p) 


Fig. 2.7. Transformation conforme: 
a — plan de l'argument; b — plan de la fonction 


Examinons le sens géométrique de la condition (2.55). Prenons deux cour- 
bes continues qui se coupent en p (fig. 2.7). Soit Ap = p1 — p, où le point 
P. appartient à l'une de nos courbes. Développons la condition (2.55): 


| dF(p) | = lim | F(P1)—F(p)|. 
dp pp |Pi—P| 


pe lim {arg(F (p1)— F(p))—arg (pi — p)}. 
dp PP 


Ceci montre que lors du passage du plan de l'argument p dans le plan des valeurs 
des fonctions F (p), | F” (p) | change en p les dimensions linéaires, alors que 
arg F’ (p) détermine à la limite l'angle de rotation du vecteur (p;, — p). Le 
résultat sera le même si le point p, est pris sur l’autre courbe (fig. 2.7), puisque 
la limite de (2.55) ne dépend pas du mode suivant lequel p, tend vers p. La 
transformation dans laquelle les angles entre les courbes restent invariables 


47 


s'appelle transformation conforme. La fonction régulière réalise la transfor- 
mation conforme à partir du plan de l'argument dans le plan des valeurs de la 
fonction. La fonction F (p) est dite régulière dans le domaine B si elle est régu- 
lière en chaque point de ce domaine. 

Si F(p) est régulière dans le domaine B, il vient 


| F(p) dp=0, (2.56) 
l 


où L est tout contour fermé à l'intérieur du domaine B. Ce résultat porte le nom 
de théorème de Cauchy. II se déduit des conditions de Cauchy-Riemann. Soit 
le point p = a appartenant au domaine à l'intérieur duquel la fonction F (p) 
est régulière. Alors, 


27) p— a 


où l'est tout contour contenant à l’intérieur le point p = a et reposant entière- 
ment à l'intérieur du domaine de régularité de F (p). 

En appliquant le théorème de Cauchy, on peut démontrer qu'une fonction 
régulière possede des dérivées d'un ordre quelconque. qui à leur tour sont des 
fonctions régulières, la série de Taylor d'une fonction régulière est absolument et 
uniformément convergente dans le domaine de régularité de la fonction F (p) 
et sa somme est égale à la fonction. Mais il peut s'avérer que la fonction F (p) 
ne soit pas régulière en p = a, tout en étant regulière au voisinage de ce point, et 
qu'il nous faille obtenir le développement de la fonction F (p) par rapport 
à ce point. Dans ce cas on recourt à la série de Laurent: 


œ 
Ftr= Ÿ  antr—ak, (2.57) 


Rh= -— > 


où les coefficients du développement se calculent d'après la formule 


Î - 
SL ner [ (p—a)k=1 F(p)dp, 
. Î 


1 étant un contour contenant à l'intérieur le point a et sur lequel la fonction 
F (p) est régulière. Dans le développement (2.57) le coefficient a_, porte le nom 
de résidu. Élucidons son rôle. On peut toujours trouver au voisinage du point 
p = a un contour fermé / sur lequel le développement (2.57) est uniformément 
convergent. Intégrons suivant ce contour les deux membres de la formule (2.57), 
le deuxième membre, en vertu de la convergence uniforme, pouvant être intégré 
terme à terme: 


| Fip)dp=2ria-1. (2.58) 
l 


La dernière expression est évidente, puisque, conformément au théorème de 
Cauchy, on peut prendre comme contour ! un cercle centré en a. 

Supposons maintenant, que F (p) soit régulière dans le domaine fermé 
B à contour !, à l’exception d'un nombre fini de points p; (it = 1, ..., m). 
Alors, d’après le théorème de Cauchy, l'intégration de la fonction F (p) suivant 
le contour / équivaut à l'intégration suivant les contours /;, dont chacun inclut 
un seul point p;: 


m 
À Fedp= 3 | Firidp. (2.59) 


Mais chacunees des intégral du deuxième membre de cetteexpression se calcule 
d'après la formule (2.58): 


m 
[ F(p)dp=2n) > at. (2.60) 
î i—1 


Cette dernière formule présente le contenu de ce qu'on appelle théorème des 
résidus. Examinons de plus près le calcul des résidus, lorsque dans le dévelop- 
pement (2.57) les termes a; = O (k — —m — 1, —m —2,...). Dans ce 
cas, on dit que la fonction F (p) possède en p = a un pôle d’ordre m. La fonction 
(p — a)" F (p) est régulière en p = a et le résidu se calcule comme le (m — 1)- 
ième terme du développement de cette fonction en série de Taylor, c'est-à-dire 


1 dm=1 
2 Ti dpt [Cp— a)" F(p)]| a. (2.61) 
Par exemple, lorsque m = 1,0ona 
a = [(p— a) F (p)}n=a- 


Soit, maintenant, F (p) une fonction régulière dans le domaine B et possé- 
dant aux points p,, ..., p, des racines de multiplicité s, . .., s,. Cela signifie 


que. par rapport au point, le développement de la fonction en série de Taylor 
est de la forme: 


F (p) = (p — pi)‘i qi (p), 


où ; (p) est la fonction régulière en p = p;,; de plus,  (p;) # 0. Alors, au 
voisinage du point p = p; On a 


F°(p) __ si 


où près du point p = p;, Ÿ; (p) est régulière. En vertu du théorème des résidus, 
on obtient 


m 
F"(p) ; 
—— dp= À igF = 271 se 
| Fun = 4,18 F(P) 2 S; 
l i=1 
Mais 


Ig F(p)=lg|F(p)l+jargF(p), 
c'est-à-dire 


A arg F(p)}=2n 2 Si. 


De la sorte, si la fonction F (p) est régulière à l'intérieur de !, l'accroissement 
de son argument sur le contour / est égal au nombre de racines (si chaque racine 
de multiplicité s; est envisagée comme s; racines) divisé par 2x. Cette affirma- 
tion s'appelle principe de l’argument. Maintenant notons que si F; @) acquiert 
sur le contour ! un accroissement de l'argument égal à 2kx, alors 1/F, (p) sur 
ce même contour acquiert un accroissement de l'argument —2kx. C'est pourquoi, 
si F, (p) est également régulière à l’intérieur du contour L et y possède nr racines 
respectivement de multiplicité z,, ..., z,, il vient 


m 
= 


m n 
1 F (p) 

—— À ar — St — 21. 
27 surt è Fi (p) à . à 
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Notons que les racines de la fonction F, (p) sont les pôles de la fonction 
F (p)/F1 (p). 


Dans ce qui suit nous utiliserons le lemme de Jordan: si F (p) tend uniformé- 
ment vers 0 avec p —+ dans un domaine fermé situé à gauche de la droite 
Re p = 0, alors 


À rpert dp 0 pour R—+ 00, 
CR 


où CR est le demi-cercle de centre en (0, j-0), situé à gauche de la droite Re p = 
= o, et t, un nombre positif réel quelconque. 


Transformation de Laplace inverse 


En vertu de la condition (2.51), l'intégrale (2.53) qui fournit la transformée 
de la fonction f (t) est absolument et uniformément convergente dans la bande 
CO, <Rep Lo: d'où l'on tire que, 
dans la bande considérée, F (p) sera une 
fonction régulière. Si on envisage la 
transformation monolatérale de Laplace, 
il vient 

i O+J © 
or | x 
O—J © 


X F(pePtdp=Ù pour 1<0. 


A gauche de la droite Re p = 0, la fonc- 
tion F (p)*) ne sera probablement pas 
Des Si . (p) 0 uniformément 
: e vers 0 avec dans ce domaine p —+ 00, 
Fig. 2.8. Contour d'intégration Je calcul de f (t) peut se faire en utili- 
sant le lemme de Jordan et le theorème 
des résidus. En vertu du théorème des 
résidus, on obtient par intégration suivant 
le contour représenté sur la figure 2.8 : 


1 () 
Zn) | F(p)ePt dp = ÿ al}, 
T+CR i 


où a_, sont les résidus en points singuliers de la fonction F (p)eprt, qui se trou 
vent a l'intérieur du contour considéré. En faisant tendre R vers l'infini, on 
obtient, en vertu du lemme de Jordan, 
i O+J © 
NE | F (p'ePtdp= > al) = > bDerit, (2.62) 
C—j © i i 


du fait que le long du demi-cercle l'intégrale tend vers zéro. 
Ainsi, puisque ePt est une fonction régulière, la transformation de Laplace 


*) 11 serait plus exact de parler du prolongement analytique de la 
foction F(p). 


o0 


inverse donne la somme des résidus de la fonction ertF(p) aux pôles de la 
fonction F(p). La forme de la solution est écrite à droite de (2.62). 
Considérons les exemples. 


1. Soit f (t) un échelon unitaire, c’est-à-dire 
; pour t<0 
t)—= = { (t). 
jf (t)= 60e 60 (£) 
La condition (2.51) est on pour O1 = 0, puisque 
| e”%4 (4) at= | etat 
= 00 0 


convergent quel que soit © > 0. Calculons la transformée 


pt = 
Lutte | e ptdt=—. 


Procédons maintenant à l'opération inverse, c'est-à-dire calculons 
Li (+ }= : pour t<0 
pour t>0, 


puisque la fonction 1/p possède, à gauche d'une droite quelconque Re p = 6 > 0. 
un point singulier p — 0 où le résidu est égal à 1. 
2. Supposons que f (ft) se calcule d'après la formule: 


0 pour t<0 
t)= —e"%t#4 (1 ; 
10 { ea: pour t>0 : @ 
où &æ > 0. La condition (2.54) est observée avec 0, = —(x + e). Calculons la 


transformée 


e-(P+a ge | 


L{e#}= EST 


La fonction 1 lp &) possède à gauche de toute droite Re p > —a un pôle 
en p = «. Le du en ce point est égal à l'unité. Donc, 


LA {— = 
p+a 
pour {> 0. 


3. L'exemple précédent rend clair que si l’on prend la combinaison linéaire 
de la forme 


ñn 
f (4) = > Aye”i' sin (ot+ q;), 
i=1 
il vient 


D bipmt 
L { (£)} men = — (m<n), (2.63) 


D apr”t 


i=0 
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puisque, d'après la formule d'Euler, 
etre) wit+05) 
MT ee 


Si on introduit la notation 
Pi = —Qi + jO@i 


certains w; pouvant être nuls, alors pour la transformation de Laplace monola- 
térale l'abscisse générale de la convergence de 0, sera égale au nombre minimal 
des nombres «;, et les nombres de la forme p; seront les racines du dénominateur 
de l'expression (2.63), le numérateur aussi bien que le dénominateur possédant 
des coefficients réels. Maintenant résolvons le problème inverse: cherchons 
l'original de la fonction (2.63) en admettant que les racines p,, ..., p, du 
dénominateur sont connues. 

Admettons, pour simplifier, que les racines diffèrent deux à deux, c’est-à- 
dire qu’il n'existe pas de racines multiples. Alors, en chaque point p; ( i = 1, … 

.., n) l’expression (2.63) possède un pôle simple de résidu 


m 
Cp— pi) D; bip” t 
a — 1-0 
1 


n 
> a;pn-i 


i=0 P=P; 


Si parmi les p; il y a des nombres identiques, les résidus se calculent d'après 
la formule CR 
4. Soit l'équation différentielle 


zt2rtr=0 


aux conditions initiales x (0) = xo, z (0) = Zo. Cherchons la solution. Trans- 
formons les deux membres de l'équation à l’aide de la transformation de Laplace 
monolatérale. On obtient 


PZo+ To + 279 
TES 


En p = —1 la transformée x (!) possède un pôle du deuxième ordre. Calculons 
le résidu: 


L{z(t)}= 


d ä 
Sas (P+ 1° Léz(t)}e rt eng = et [ro +t(x0+ x0)]; 
et la solution est de la forme: 
z(t) = a. 


5. Examinons l'équation différentielle linéaire inhomogène à coefficients 
constants: 


> az >; (£) 
im0 


aux conditions initiales 
20 (0)=2Ù (1=0, ..., n—1). 
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Transformons les deux membres de l*équation à l’aide de la transformation 
de Laplace monolatérale: 


n 1 


CS aipn-t) Le ()— D bip 2 L {j()}. 
4=—0 i-0 


où les nombres b; dépendent des conditions initiales, et la transformée s'écrit : 


n-1 
pà bypn-1-t 
L{f(t) —0 
L{ztp EU) | = | 
D) a;pn-t D; aipn-t 
i=0 i=0 


de plus, la première composante du deuxième membre estla transformée du 
mouvement forcé, et la deuxième, du mouvement propre. L'original du mouve- 
ment libre se calcule suivant la des- 
cription donnée par l'exemple 3, et le 
calcul de l'original du mouvement jf) 
forcé dépend de f (t). 
6. Examinons le cas particulier 
des conditions initiales nulles, de 
f(t) qui constitue l'impulsion d'’aire 
S (fig. 2.9) et de durée T7. Diminuons 
la durée de l’impulsion en laissant 


constante son énergie, c’est-à-dire T » 

l'aire. 1] vient Le 
lim LU(}= lin e-PÊs, Fig. 2.9. Impulsion d'énergie S 
T0 0 


où 0 < 6 < 1. Cette expression est écrite en vertu du théorème de la moyenne 
qui entraîne que Z {f(t)} = S, c’est-à-dire si f (ft) est une impulsion idéale 
d'énergie S, sa transformée est S. En mathématique, l'impulsion idéale (S = 1) 
s'appelle fonction unitaire ou fonction de Dirac. La réaction à l'impulsion 
unitaire s'écrit : 
L{z(t)} = ne 
à a;pn”t 
i=0 


D'une façon analogue, on peut introduire la notion de laj dérivée de la fonction 
de Zirac, de sa dérivée seconde, etc. Dans ces conditions, les transformées 
seront respectivement p, p°, 


| Les transformées des fonctions les plus usitées sont consignées sur le ta- 
bleau 2.1. 


$ 3. SCHÉMAS FONCTIONNELS. REPONSES DES SYSTÈMES 
ET ÉLÉMENTS DE LA COMMANDE AUTOMATIQUE 


Le comportement d'un système de commande automatique linéaire sta- 
tionnaire à paramètres localises est décrit par une équation différentielle ordi- 
paire (système d'équations) à coefficients constants. Dans le présent chapitre 
nous examinons les systèmes à une sortie z, qui peuvent posséder plusieurs entrées 


y 9 ® + 9 m° ' 2 
© Soit T'équation de l'élément ou du système de la forme 


D (ni) Ÿ S (hy=à) 
ni) — np | 
ait —_— ; bijyi Ê (2.64) 
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Tableau 2.1 


Transformées des fonctions les plus usitées 


Original | Transformée 
a 
Z {ai (t)} Rs 
n! 
Z {ini (t)} prati 
«D 
Z {sin ot 1 (t)} p°+w® 
P 
Z {cos wt1(t)} PORC 


& COS @ + p sin p 


Z {sin (ot + p)1 (t)} DE Tu 


cos p F wWSin 
Z {cos (wt + p)1(t)} RARES RL 


p° + w° 
2 {sb 110} : 
a p° —a° 
P 
Zichati(t)} p°— 4° 
1 
Z {e“t1(4)} a 
b 17 — 7. 
z{iwe Tr] McosV/ er 
is Mp+N 


JM np / er |} | Frte 


2V + 


Pour les conditions initiales données la solution de (2.64) est la suivante: 


m 
Z= To + > Zi, 
1=1 


où x, est la solution d'une équation homogène pour les conditions initiales don- 
nees : 


ñn è 
ba ax") =0, 


i=0 


et r;, la solution de l'équation pour les conditions initiales nulles 


Dar) = Shi 
4=0 j=0 


Ainsi, le mouvement peut être partitionné et une composante propre (libre) 
z qui n'est déterminée que par les propriétés internes, et les composantes des 
réactions r; aux conditions d entrée y;. Il suffit donc, dans ce qui suit, de sou- 
mettre à l'étude un système à une entrée, puisque, dans le cas contraire x sera 
simplement la somme des réponses du système à des entrées différentes. 


Fonction de transfert 


Soit l'équation d’un élément ou d'un système de la forme 


n 


- 
2 az = 2 biytmi), (2.64a) 


Supposons que les conditions initiales sont nulles. Alors, en appliquant 
la transformation de Laplace, on obtient la transformée de la réponse du système 
=zr(p) à l'entrée y(p) sous la forme: 


m 
D bipm-t 
i=0 

z(p)}= —= 


D apr” 


i—0 


g (P). (2.65) 


Utilisons (2.65) pour calculer la relation des transformées: 


m 
bipn-t 
WP Gp} EE (2.66) 
S apn-t 
i—0 


La fonction W (p) ne dépend pas de la forme de l'entrée. Dans ces condi- 
tions. le dénominateur détermine les propriétés propres. Du poiut de vue physi- 
que, la fonction W (p) est la transformée de la réponse à l'impulsion idéale 
d'énergie unitaire dans les conditions initiales nulles. La transformée d’une 
telle impulsion est égale à l’unité, puisque l'impulsion idéale est l'impulsion 
unitaire ou la fonction de Dirac. En portant dans (2.65) y (p) = 1, on confirme 
cette affirmation. La fonction W (p) est la caractéristique principale d’un systé- 
me (d'un élément) qui s'appelle fonction de transfert. 

Ainsi, on appelle fonction de transfert ou transmittance d'un système (d'un 
élément) le rapport entre les transformées de la sortie et de l'entrée sous des 
conditions initiales nulles. 
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Composition des fonctions de transfert 


Supposons qu’on ait dressé le schéma fonctionnel du système. Dans ce 
schéma on a représenté sous forme de carrés les éléments de l'action orientée, 
c'est-à-dire les éléments tels qu'ils laissent passer l'action seulement dans une 
direction, en la recueillant sur la partie précédente du système et en lui opposant 
une réaction négligeable. La direction de la marche des signaux est visualisée 
par des flèches. Ecrivons dans chaque carré la fonction de transfert de l’élé- 
ment. Le schéma fonctionnel peut être ramené à la forme la plus simple à l’aide 
des transformations te élémentaires. 


[e4 


y TZ 


Fig. 2.10. Couplage en série (a) et en parallèle (b) des éléments 


. Examinons les transformations structurales. Considérons la chaîne de 
n éléments soupes en série à fonctions de transfert W;,(p) (i = 1, ..., n) 
(fig. 2.10, a). Alors, par définition de la fonction de transfert, 


n 
Z=Wnyna=Wn(Wn-iÿn-2)= -.. = Wi) Ys 
1= 


c'est-à-dire une telle chaîne est équivalente à un élément dont la fonction de 
He est le produit des fonctions de transfert des éléments qui font partie 
de la chaïne. 


Examinons maintenant les éléments mis en chaîne en parallèle (fig. 2.10, b). 
Dans ce cas, 


z=Wiy+ .. +Wny=( D Wi)y, 


i1=1 
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c'est-à-dire les éléments couplés en parallèle sont équivalents à un élément 
à fonction de transfert égale à la somme des fonctions de transfert des éléments 
isolés. | | 

La figure 2.11, a représente un élément à deux entrées. Dans ces condi- 
tions, 


z=Wy+ye) = Wyi + Wyp. 


Le deuxième membre de cette égalité correspond au schéma de la figure 2.11, b, 
c'est-à-dire on peut reporter le point d'application du signal en passant l'élé- 


Fig. 2.11. Transfert du signal en aval 


ment à fonction de transfert W dans la direction du déplacement du signal et 
multipliant au préalable ce dernier par W. D'une façon analogue, si le trans- 
fert est réalisé dans le sens opposé à la direction du passage du signal, ce dernier 
doit être divisé par W (fig. 2.12). 


Fig. 2.12. Transfert du signal en amont: 
a — schéma initial ; b — schéma de transformation 


Le système asservi à une boucle le plus simple est celui représenté sur la 
figure 2.13. Cherchons sa fonction de transfert X (p). On a 


z= Wi(y + Woz). 


D'où 
z à 
TF WW, 
et 
___ _Wi 
KEY. (2-67) 


Considérons quelques exemples d'obtention de la fonction de transfert d'un 


= 


système ou d'un élément. 
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Bloc de réglage d'un système pneumatique (fig. 2.14). Dans la chambre À 
la pression de sortie Psor 5’établit en pratique instantanément en fonction de 
la position u du clapet par rapport à la buse. Cette relation s'écrit sous une 
forme linéarisée : 


Psor — kil (2.68) 


de plus, k, est un grand nombre. Le bloc buse-clapet est représenté sur la figu- 
re 2.15, a. La déplacement du clapet u est défini 
par les pressions dans les chambres 4, B, C et D 
(cf. fig. 2.14) 


u = (Pen — Pc) F1R + (Ph — Psor) F2R, (2.69 


où F,et F, sont respectivement les aires cfficaces 
des ac des co se et À, 2; _ L 
: = rigidité du système. Le schéma fonctionnel de la 
fe . rene = Te de (2.69) est représenté sur la figure 
ucie le plu SIMPIE 945 bp: de plus, ke = F1R; ks = FR. D est 
une chambre pneumatique à deux entrées à tra- 
vers les clapets PD et DPP, la section de passage de ce dernier pouvant être 
modifiée. D'après (2.38) la pression P, se calcule suivant l'équation 


T1Pp + Pp = kaPsor + ksPp; (2.70) 


où PE est la pression dans la chambre E. Le volume de la chambre D est petit; 
donc 7, est une petite grandeur. Notons encore que, d’après (2.40), k, + ks = 1; 
k, et k dépendent de la section 

variable du clapet DPP. Le Ze 

DI 


schéma fonctionnel de la cham- 
bre D est représenté sur la figure 
2.15, c. La pression dans la cham- 
bre E est égale à la pression PF 
dans la chambre F, puisque s'il 
n'en est pas ainsi, l'air remplira la 
chambre E, ou bien s'en échappera 
dans l'atmosphère jusqu’à ce que 
ne Ss’établisse l'égalité des pres- 
sions. Pratiquement, cela se fait 
très vite et on peut admettre que 


PE — Pr. (2.71) Pe 


Cette liaison est visualisée sur la 
figure 2.15, d. La pression P- dans D 
la chambre F se calcule d’après la ©” 
relation 


TePp + Pp= Psorr (2.72) 


où la grandeur 7, est définie par 
le réglage du clapet DJ: ce plus, 
Te > T1. La structure de la cham- 
bre F est représentée sur la figure 
2.15.,e. En associant les schémas | p 
de la figure 2.15, on obtient le q 


schéma fonctionnel général repré- ; do: 
senté sur la figure 2.16, a. Relions Fig. 2.14. Schéma de principe du bloc 


les blocs 7, 1, III d'après la de réglage du système pneumatique 
règle de couplage en série des 

élements et reportons à un élément vers l'aval le point de branche- 
ment de l'élément 7 dans la direction du passage du signal. On obtien- 
dra alors la structure représentée sur la figure 2.16, b. En appliquant la règle 
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DPP 


Pser 


d'obtention de la fonction de transfert des éléments couplés en parallèle et puis 
en série, associons tous les éléments par l'élément à retour k, pour obtenir, en 
tenant compte de k, + k, — 1, l'élément représenté sur la figure 2.16, c. Ensuite, 
en appliquant la règle de calcul de la fonction de transfert de l’élément à retour 


a h c 


Pp 


Pe Pe Ésor 1 |Æ 
ar Là mu AL 


Fig. 2.15. Schémas fonctionnels des éléments du régulateur 


et la règle pour les éléments couplés en série, on obtient la fonction de transfert 
de Pen — Pe vers Psor de la forme (fig. 2.16, d): 
K(p)= kike (T1P+1)(T2p+1) | 
(T1P+1)(T2P+1) + k1ksP(T1T 2P + Ti+Toks) 
En tenant compte que le coefficient k, est très grand et que la constante du temps 


T\ est tres petite, on peut admettre approximativement que la fonction de trans- 
fert de Pen — Pe vers Psor est de la forme (fig. 2.16, e): 


Ki(p) = k (1 + 1/Tap), 


où k = ks/ksks, la grandeur 7, étant déterminée en fonction de la grandeur de 
l'ouverture de l'étrangleur DJ, et la grandeur k, suivant la grandeur de l'ouver- 
ture de DPP. La fonction de transfert obtenue signifie que 


1 
Psor=k[ (Pen—Pe)+-7— | (Pen—Pe) dt |, (2.73) 


et on dit que le bloc assure le réglage à actions proportionnelle et intégrale. 

Système de réglage de la pression (fig. 2.17). Dans l'objet O la pression Done 
sous l'action de la soupape X. Les propriétés d'un tel objet ont été déjà exami- 
nées au $ 1 du présent chapitre. La pression est mesurée par un capteur C qu'on 
admet être sans inertie, de façon que la pression P, à la sortie du capteur se 
calcule d'après la condition 


Pa = f (P). 
La linéarisation donne 
Pa = f (Pnom) — f (P nom) AP, 


le signe moins indiquant qu'avec l'augmentation de P, P;, diminue, et inver- 
sement. Sous la forme standard on a 
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Fig. 2.16. Schémas fonctionnels du régulateur 


La forme standard de l'équation du bloc de réglage BR s'écrit: 


1 
= + ’ e > 


Considérant que la soupape est sans inertie, on a 
Tg — kstg- 


Le schéma fonctionnel du système est représenté sur la figure 2.18. Il y a 
deux entrées: consigne x. et perturbation f. Comme nous l’avons déjà dit, la 


Fig. 2.17. Schéma du système Fig. 2.18. Schéma fonctionnel du 
de réglage de la pression système de réglage de la pression 


réponse du système z est la somme des réponses à chaque entrée. Cherchons donc 
la fonction de transfert suivant le canal « f — rx» et le canal « r, — xs: 


_ Z(P) koT rP 
Ha f CP)  kokakrks (TrP+1)+Trp ? 
et 
W, (p)— z (p) —_ Krksko (Trp+1)W: 


Ze (P) koT rP 


Fonction de poids et réponse temporelle 


. On appelle fonction de poids k (t) d'un système ou d'un élément la réponse 
à l'impulsion unitaire dans les conditions initiales nulles. On a déjà noté que 


TZ (p) — Wif + Wotc: 


où W (p) est la fonction de transfert. 

On appelle réponse temporelle h (t) d'un système ou d’un élément la réponse 
CH sous Ja forme d’un saut ou échelon unitaire sous des conditions ini- 
tiales nulles : 


k (t) = LA {K (p)}, : 
h (p) = W (pp. ee) 
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La réponse temporelle est intimement liée à la fonction de poids. En effet, 
d'après le théorème d'intégration, 


{ 
k (= | k (E) dE. 
0 


Réponses en fréquence 


On appelle lieu de transfert ou lieu de réponse en Halte d’un système 
la fonction de la variable réelle wo qui s'obtient à partir de la fonction de trans- 
fert X (p) en substituant p = jo. Le caractère de cette définition est formel 
et il ne détermine que le moyen d'obtention du lieu de transfert. Or, pour un 
tystème linéaire, cette caractéristique traduit des propriétés physiques impor- 
santes. Supposons qu'on applique à l'entrée du système une oscillation harmo- 
nique 


y (t) = a sin ot. 
Admettons que X (jo) 0. Alors, la transformée de la réponse du système 
s'écrit 
aw 
c'est-à-dire z ({) possède une composante harmonique z* (t) de fpuisation w, 


ph z (p) possède des pôles complexes conjugués p,,9 = —+j@. Cherchons 
’original de cette composante 


z(p)= X (p) 


9 


K (jw) ot K(—jo) _; t 
# = SE PER AS PE DT Pt J0 
z* (4) au | Jo ent 5e e J 
Notons que les Æ (jo) et X (—jw) sont des nombres conjugués; aussi, obtient-on 
en mettant le lieu de transfert sous une forme exponentielle: 


K (+ jw) = À (w)e+31(), 
d'où 
eilot+o(w)l__,-Jlut+ç(o)] 


z* (t) = aA (w) 3 


et, d'après la formule d'Euler, 
z* (t) = aÀ (0) sin [ot + y (w)], 


c'est-à-dire lorsqu'à l'entrée d'un système linéaire est appliquée une oscilla- 
tion harmonique, la sortie du système contiendra une composante harmonique 
de même fréquence angulaire ou pulsation, mais déphasée de la valeur de l’argu- 
nent du lieu de transfert, alors que le rapport entre l'amplitude de sortie et 
l'amplitude d'entrée sera égal au module de ce lieu de transfert. 

D'après le lieu de transfert, on détermine: 

la réponse fréquentielle en amplitude 


A (o) = | X (Go) |; (2.75) 
la réponse fréquentielle en phase 

p (w) = arg K (jo); (2.76) 
la réponse en fréquence réelle 

R (wo) = Re K (jo); (2.77) 
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la réponse en fréquence imaginaire 


Q (wo) = Im X (Go); (2.78) 
la réponse en amplitude logarithmique 
L (©) = 20 log À (w), (2.79) 


où L (w) est le lieu de transfert exprimé en décibels. 


$ 4. ÉLÉMENTS DYNAMIQUES ELÉMENTAIRES 


Les exemples mentionnés rendent clair que les éléments constitutifs d'un 
système asservi ne sont pas très variés. D'habitude, l'ordre du dénominateur 
d'une fonction de transfert n’est pas supérieur à deux, et la puissance du numéra- 
teur ne dépasse pas celle du dénominateur. On a donc intérêt à étudier les pro- 
priétés de tels éléments. puisque les propriétés du système dans son ensemble 
sont déterminées par celles de ses éléments isolés. 


Elément amplificateur 


Il est d'usage de noter sur les schémas l'élément amplificateur suivant la 
figure 2.19, a. La fonction de transfert de cet élément est de la forme: 


K(p)= k, (2.80) 
h{t) 
Œ Ô À 
ÿ Z ) / 


Fig. 2.19. Amplificateur 
où k est le nombre appelé gain de l’élément ou organe. En vertu de (2.SU), sa 
réponse temporelle est (fig. 2.19, b): 
h(t) = ki (t). 
La fonction de poids est alors 
k(t) = kô (1). 
Voici les autres caractéristiques: 
KGo)=k; A(w)=k; œ(w) = 0; 
R(w)=k; Q(w)=0; Li(w) = 20 log k. 


Elément apériodique 


Sa fonction de transfert est de la forme: 


k 


où k est le gain; 7, la constante du temps. Le symbole d'un élément apériodique 
est donné par la figure 2.20, a. 


pe) 

KB 4x(t) 

T 
a 
DT DS 

d 

Im K(jw) 
(2 k Re K(ju) 


Fig. 2.20. Elément apériodique 


La fonction de poids et la réponse temporelle sont déterminées par les rela- 


tions : 
1 k + 
k(t)= LT ee ue T 
T Fes T 
PTT 
t 


PAPE Gr) (te 7): 
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La forme de k (9 et h (t) est représentée sur la figure 2.20, b, c. Pour t = O, 
la longueur de la demi-tangente des deux courbes est égale à la constante du 
temps 7. h (t) est caractérise par le fait que À (T) — 0,632 k et h (37) = 0,95 k, 
c'est-à-dire De le temps égal à 37 le processus transitoire prend pratique- 
ment fin. Cherchons le lieu de réponse en fréquence 


k 
KGO=TE EE. 


Montrons ensuite qu'il a la forme d'un demi-cercle placé au-dessous de 
l'axe réel, de centre en (0-5k, j-0) et de rayon 0-5k (fig. 2.20, d). 
Les expressions des autres caractéristiques: 


k koT 
RO TETE CET ar à 
L (wo) = 20 log & — 10 log (1 + T?w°). (2.81) 


Examinons la forme de L (w) (fig. 2.20, e). A de faibles pulsations, le deuxième 
terme de la formule (2.81) est petit et. donc, Z (w) = 20 log k. Pour de fortes 
pulsations 


L (wo) = 20 log k& — 20 log T — 20 log w. 


Les expressions obtenues donnent les asymptotes de L (w). Trouvons leur 
point d'intersection. La pulsation ou fréquence wç à laquelle a lieu l'intersec- 
tion, se calcule d’après la condition: 


20 log k = 20 log k — 20 log T — 20 log «wc. 
On en tire «w, appelée pulsation conjuguée, égale à 7-1. Cherchons comment 
L/(@) s'écarte des asymptotes La (©) pour une pulsation conjuguée 
La (T1) — L(T-2) = 20 log 2 & 3 dB, 
c'est-à-dire on peut la remplacer avec une précision suffisante par les asymptotes. 
La première asymptote est une ligne horizontale d’ordonnée 20 log k, la deuxième 
passe par le point d'abscisse wc: et d'ordonnée 20 log k. Si ws = 2 om, l'inter- 


valle entre les pulsations &, et «, s'appelle octave. La déviation de l'asymptote 
par octave est égale à 6 dB. 


Elément oscillatoire 


Examinons la fonction de transfert de Ja forme: 


k 
K(P)=-=———>——. 
PE TEST. 
Si Ta > 271, le dénominateur possède deux racines réelles p, =—1/t;; ps = 
= —1/1, et ÆX(p) peut s'écrire: 
» k 
K (P)= 


(tip +1) (T2P +1) ? 


ce qui correspond à deux éléments apériodiques couplés en série. Ce cas ne pré- 
sente pas d'intérêt. Si Te << 27, les racines du dénominateur sont complexes 
conjuguées et un tel élément est dit oscillatoire (7, > 0). Surles schémas nous 
le symboliserons suivant la figure 2.21, a. Soient les racines du dénominateur : 


Pis = —@ + jp; 
de plus, 
_ Ta: V_4Ti—T? 
EST 2rE 9 VB 27 
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Fig. 2.21. Elément oscillatoire 


En tenant compte que 
Tit= «3 + oi, 
on obtient 


V &° oi (0) 
h (t)}=k [= es sin (wst+ arctg —)|] : 


Pour l'analyse des propriétés d’un élément oscillatoire il est avantageux 
d'introduire les notions de facteur d'amortissement relatif 


1: 


et de fréquence des oscillations non amorties 


1 
T1 
Les racines de l'équation caractéristique seront alors 


Ona — 


Pie =Onal—C+i VV 1—0)], (2.83) 


c'est-à-dire pour un élément oscillatoire & << 1. La disposition des racines dans 
le plan complexe P est visualisée sur la figure 2.21, b. Déterminons l'angle y: 


cosy=t; siny=V'1—E{%. 
L'équation de la réponse temporelle se met sous la forme: 


-at 
h(=x | 1 sin (Be+p |. (2.84) 
Posons À = 1 et introduisons le temps relatif 
T —= Onaf. 
(2.84) entraïne 
=ÿt —_—_— 1— 12 
h(tT)=1 Er ch sin [VT— Ç° s+arctg VIE . (2.85) 


De la sorte, la forme du régime transitoire ne dépend que du facteur d'amor- 
tissement relatif &. En se donnant une série de valeurs de & et en utilisant (2.85), 
on peut construire dans le temps relatif + une famille des réponses temporelles 
appelées courbes universelles. On dit que le processus transitoire se termine en 
un temps tr Si | À (t) — 1 | < À pour t > tr, où A est une certaine constante. 
D'après les courbes universelles on peut trouver immédiatement +. = *—. (Q. 

La grandeur © de la figure 2.21, c se nomme dépassement. Pour trouver la 
relation entre o/k et &, dérivons (2.85) par rapport à + et annulons la dérivée: 


Ona eêt 
V'i—t 


On en tire l'instant d'apparition du premier extremum de h (x): 


h'(t)= sin (V 1—£&: +) =0. (2.86) 


Tex — LR 
V'1—£ 
et 
—" 
o=ke Vi-t : (2.87) 
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Le graphique de la relation entre o/k et à est représenté sur la figure 2.21, d. 
Puisque h’ (t) est la fonction de poids k(t), (2.86) entraîne 


k(t)=— a (a° -- wi) ct sin wpt. (2.88) 


La forme de h(t) et k(t) est donnée par les figures 2.21, c,e. 
Le lieu de transfert (fig. 2.21, f) est déterminé par l'expression 


k 


TO — 2. 
= Un 1— Tiw° + T.jw (89) 
et, respectivement, 
k T .w 
À (0) = ——_—_—_—_—_——— ;, W)= —arcig ———— , 2.90 
VTT Tv p (&) ET Tru (2.90) 
Récrivons (2.90) en introduisant la fréquence relative u = &/o@na 
Le 
A (u)— È 5; qlu)=—arctg == (2.91) 


Vu) + Au ur 

Notons qu'à partir de la relation ÿ << 1//2 observée à l'avance pour un 

élément oscillateur, À (u) possède un maximum avec la pulsation ur = 

— |/1—2&%, qu'on appelle pulsation de résonance relative (fig. 2.21, g). 
La valeur du maximum dépend seulement de ©: 


k 
AU) = ———— (2.92) 
_ ) 2 V 1—$° 
4 2 


à cou à mesure que le facteur d'amortissement relatif 

, : iminue. 

AE To aps Notons que la pulsation de résonance w+ dépend aussi 
ue bien de £ que de na. 

RME NS En utilisant les relations obtenues, on peut évaluer 
d'après les réponses fréquentielles données le régime tran- 
sitoire de l'organe oscillateur. SA Paso qu on connaît le lieu de transfert 
À (w) et qu'il faut déterminer le dépassement ©. Pour résoudre le problème, 
il suffit de calculer d'après la formule (2.82) le facteur d'amortissement & 
et porter la valeur trouvée dans (2.87). 

Par définition, 


L (wo) = 20 log k— 10 log [(1 —7T?w°)° + T 40°]. 


Tout comme dans ce qui précède, les asymptotes de L (w) seront pour de faibles 
pulsations: 
LD = 20 logk, 


et pour de fortes pulsations : 
L'2 = 20 log k —40 1og T1 —40 log w. 


La fréquence conjuguée est w = 7-!, mais dans ce cas la déviation est de 
—12 dB par octave. Lors de l'approximation par les asymptotes, les erreurs 
peuvent être sensiblement plus grandes que dans le cas de l'élément apériodique, 
ce qui s'explique pee des phénomènes de résonance dans l'élément. La figure 
2.21, k représente la forme de L(o), et la figure 2.21, i, les graphiques qui 
visualisent la déviation ô des asymptotes par rapport à L (w) en fonction de 
la relation & = 7,/2T;,; de plus, en abscisses est porté le produit &w7, = œ/u,. 

Pour Ta = 0, le cas limite de l'élément oscillateur est un élément conser- 


vatif (fig. 2.22). Sa fonction de transfert est 
k 
FPT 
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Intégrateur 


Cet élément doit son nom au fait que la grandeur de sortie est proportion- 
nelle à l'intégrale de la grandeur d'entrée. La fonction de transfert est de la 
forme : 


1 
K (p) = Tp 
et, respectivement, 
_1(. __ 


La symbolisation sur les schémas de l'élément intégrant est donnée par la fi- 
gure 2.23, a. La réponse temporelle  (t) et la fonction de poids k (t) sont visua- 


Fig. 2.23. Integrateur 


lisées sur la figure 2.23, b, c. Le lieu de transfert s'écrit: 


K(o)=—;j. 


I] coïncide avec le demi-axe imaginaire négatif, en commençant à l'infini et 


se terminant à l'origine des coordonnées. 
Les réponses fréquentielles sont : 


À (wo) = 1/To; p(w) = —1x/2; R(wo) = 0; 
Q (@) = —1/Tw;  L(w) = —20 log T — 20 log w. 


La réponse en amplitude logarithmique est une droite à déviation de —6 dB 
par octave (fig. 2.23, d). 
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Déphaseur 
C'est un élément dont la fonction de transfert s'écrit: 


Ap+B 
Cp+D * 


Dans les systèmes asservis cet élément peut assumer les fonctions les plus 
diverses suivant les valeurs des paramètres. Ainsi, si À = C = 0, on a un élé- 
ment amplificateur ; avec À = Ô c'est un élément apériodique; B = 0, un élé- 
ment à action proportionnelle et intégrale; D = 0, un Pr FOIE à action pro- 
portionnelle et intégrale; C — 0, une action par écart et dérivée pure, et si 
aucun des paramètres n’est nul, une action par écart et dérivée réelle. 

Admettons pour l'instant qu'aucun des coefficients n’est nul. Alors, la 
fonction de transfert peut s’écrire: 


K (p)= 


(2.93) 


TF1? S 


Calculons la fonction de poids. Puisque X (p) —+ kT1/Ta pour p— oo, 
mettons X (p) sous la forme: 


(Ta TT 
+ (RES ER TaP+1 }» 
pour en tirer 
t 
T To—Ts TT 
k(t)=k (+2 e Ts ]. 


L'apparition de la fonction impulsion de Dirac s'explique par le fait qu'à l'ins- 
tant t — O la réponse temporelle enregistre une coupure 


t 
h(t)=k (1-7 e 7 ] d (4). 
Pour 7; = 0, on obtient automatiquement les caractéristiques de l'élément 
apériodique. Le lieu de transfert est déterminé par l'expression 
RS T ,j0 +1 
Pour rendre plus facile la construction, mettons X (jw) sous la forme de 
+ (To—TaM—Tajo +1), T1+Ta | 
KGO)=k| Sr rot) 127 J' 

A première vue cette expression est plus lourde que la précédente, mais lorsqu'on 
l'utilise pour la construction de K (jo), elle s'avère très simple. En effet, la rela- 
tion des nombres conjugués est 

A1=T2i0 _,-jvtw) 

1+T.jw 

%Ÿ (wo) = 2 arctg 7,0, (2.95) 
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a : Im K(jw) 
Im K (jw) 
Re K(jw) 


BE re 
0 (#3, 
c 
Im K(ja) 
a e 
Re K(jc) ue) 
ReK(ju) 
w Ë 
£ 
Im K(j0) 
© 
ReK(jw) 


Fig. 2.24. Réponses fréquentielles du déphaseur 


et lorsque « varie de 0 à co, ce terme possède comme lieu un demi-cercle. Quant 
à tous les autres termes, ce sont des grandeurs constantes. Pour & = 0, 


K (0) = k; 
pour @ — O0, 
K (00) — kT/Toee 


Pour 7, > Ts, le lieu a la forme dessinée sur la figure 2.24, a, et pour T1 < Ts 
sur la figure 2.24, b, l'angle (w) compté sur les figures dans la direction indiquée 
par la flèche, se calculant d'après la formule (2.95). 

Examinons les cas particuliers. 

1. Elément apériodique (4 = 0). Alors, dans la formule 0 T, = 0 
et le lieu de X (jo) est réellement de la forme représentée sur la figure 2.24, c. 

2. Elément à action proportionnelle et intégrale. Supposons que À — 
= C=71; D = 1; B=e, où € est un nombre suffisamment petit. Alors, 
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Ti = Ve; Ta = 1; k=e, c'est-à-dire le lieu de X (jo) est de la forme repre- 
sentée sur la figure 2.24, d. Pour e —+ 0, on obtient le lieu représenté sur la 
figure 2.24,e; de plus, Ÿ (w) = 2 arctg to. 

Les autres cas particuliers ne présentent aucun intérêt, puisque la construc- 
tion de X (jw) devient élémentaire. 

Examinons encore les réponses en amplitude logarithmique. Dans le cas 


général, 


où Le (w) est la réponse en amplitude logarithmique d’un élément apériodique 
à gain k et à constante du temps 7, (cf. fig. 2.20, e), et 


L; (w)= 20 log (1 + Tiw2)1/2. 
Pour de faibles fréquences, 
L, (wo) = 0; 
pour de fortes fréquences, 
L, (o) = 20 log 7, + 20 log «, 


c'est-à-dire c'est une droite à pente positive de 6 dB par octave (fig. 2.24, f). 
Tout comme pour l'élément apériodique, l'écart L, (@c) (où © = Tr! est la 
fréquence à laquelle les asymptotes se croisent) est égal à 3 dB. En addition- 
nant L,(&®) et L, (w) on obtient L(w). La figure 2.24,f représente L (o) 
pour 7, > Ta. 


$ 5. DÉTERMINATION 
DES PROPRIÉTÉS STATIQUES D'UN SYSTÈME 
D'APRÈS LE MODÈLE LINÉAIRE 


D'après l’exposé du & 1 du présent chapitre, les propriétés d'un système ou 
d'un élément peuvent être explorées au voisinage d'un point opératoire d'après 
un modéle linéaire. 

Supposons qu’on applique à l'entrée une action constante y (t) = y®1 (t) 
et la sortie du système x tend vers une valeur stationnaire r*. Si x* # 0, le 
système prend le nom de statique, et d'astatique si z* = 0. 

Rappelons que la sortie du système z est l'écart relatif de la coordonnée 
de sortie du système par rapport à sa valeur nominale. Il s'ensuit que dans un 
système astatique, quelles que soient les actions d’entrée en régime d'équilibre, 
la coordonnée de sortie prend la valeur nominale, c'est-à-dire le système ne com- 
porte pas d’erreur de position. Le système statique en comporte une. 

Examinons le système à fonction de transfert: 


m 
D b;pmri 
: i=0 
A(P)= 5 ————— 


i=0 
D'après le théorème des propriétés limites, 
$ 
z=lim z(t)=lim pK(p) —=y*K (0). (2.96) 
t—00 Po P 


Notons tout de suite que pour l'existence de (2.96) il faut que a, 0. Da 
ces conditions, si b, # 0, il vient 
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c'est-à-dire il existe une relation proportionnelle entre z* et y*, alors que la 
grandeur b,,/a, = appear gain d'amplification. Dans le cas peut où 
bm—=0, r* = 0, c'est-à-dire le système est astatique, d'où il s'ensuit que 
K (0) = k = 0 est un critère du système astatique. 

Le gain d'un système doit satisfaire aux conditions de précision. Par exem- 
ple, si on a un système de réglage de la pression, calculé pour 6 kgf/cm° pour 
un débit de gaz de 18 m°/s, et s’il est imposé que la modification du débit de 
gaz de 14 m?/s ne doit pas faire dévier la pression de la valeur nominale plus que 
de 0,05 kgf/cm3, le gain du système ne doit pas être inférieur à 


__ 0,05 kgf/cm® 18 mi/s 


= 6 kgf/cm? {1 mi/s — 0H 


Voyons comment le gain est lié aux propriétés statiques des éléments du 
système. Supposons qu'après des transformations structurelles le système est 
ramené à la forme à une boucle (cf. fig. 2.13). Alors, pour une contre-réaction 


- W;(p) 
ne 1+W,(2)W: (bp) © 


Or, n'importe quel élément du circuit d'un système ne peut avoir une fonction 
de transfert W, (p) telle que W; (0) = 0. S'il en était ainsi, W (p) devrait avoir 
la forme suivante : 


m-1 
D) bipm-i 


i=0 


W(P)=—; 
S a;pr-l 
0 


« 
1== 


de plus, an 0. Mais alors, la liaison entre la sortie x de l'élément et son entrée 
y S'écrirait: 


apz(n) + 1: + + anT — boytm) + .…. + bat 


c'est-à-dire la sortie ne réagit qu'aux dérivées de l'entrée, et ne réagit d'aucune 
façon aux écarts. Dans ces conditions, la chaîne des actions statiques se trouve 
coupée. Par conséquent, W; (0) peut être soit une grandeur finie différente 
de zéro, soit une grandeur infinie. Ceci est vrai, par exemple, pour un élément 
intégrant. Dans ces conditions. 
W; (0) 

1+W:(0)W:(0) ” 
Si W, (0) est une grandeur finie, c'est-à-dire si l'élément de retour est statique, 
alors, indépendamment de W, (0), le gain k du système sera distinct de zéro 
et le système sera statique. Si W, (0) est une grandeur infinie, l'écriture 

1 

W:(0)-1+W: (0) 
rend évident que pour toute valeur de W, (0) le gain du système est nul, c'est-à- 
dire le système est astatique. Introduisons la notation: 


W,(0)= 43; Wa(0) = ke. 


k= K (0) = 


K (0)= 


Il vient 
_ __hi 
 À1+kike ° 


S'il faut maintenir la valeur nominale de x, la dernière expression entraîne que 
rour améliorer la précision du système, il faut augmenter le gain du retour #; 
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(puisque k, 0). Mais la croissance de x, conduit à l'augmentation du gain en 
boucle ouverte k, = k,k,. Ceci jouera par la suite un rôle notable dans la théorie 
de la stabilité. 

A titre d'exemple, examinons le système de réglage de la pression du $ 3 
du présent chapitre (cf. fig. 2.17). I] est astatique suivant le canal «f — rs 
puisque 


T 1 
W, (P2)= kcakoka PE 


TrP ? 
alors que suivant le canal exc — zx», il est statique, puisque dans ce cas 
Wa (Pp) = ka. 
Dans le dernier cas, 
ki — O0, LR —=— ka et = 1/kae 


Mais c’est ce qu'il nous faut, puisque la pression assignée diffère de k, fois de 
la pression commandée, alors qu'a l'état stationnaire la pression commandée 
sera exactement égale à la pression assignée, divisée par k:. 


CHAPITRE 3 


STABILITÉ 
DES SYSTÈMES ASSERVIS LINÉAIRES 


$ 1. GENERALITES. DÉFINITION DE LA STABILITÉ 
AU SENS DE LIAPOUNOV 


Pour améliorer la précision d'un système à une boucle, il faut 
augmenter le gain en boucle ouverte. Or, cette augmentation peut 
rendre le système instable. 

Examinons le système représenté sur la figure 3.1. Supposons 
qu'il subisse la perturbation f, qui s’annule à l'instant t — 0. Le 
mouvement ultérieur du système est décrit par l'équation diffe- 
rentielle : 
dir 


T* dis 


More De or ++ z= —0 
à certaines conditions initiales non nulles: 
z(0)=ze r(0)=70 z (0)=Zo 


où k, T sont les paramètres du système (k, le gain en boucle ouverte). 
Si on transforme l'équation au sens de Laplace, la transformée 
du système s'écrira: 
z( )— bop® +b1p + be 
PIC TSpSE STEP + ST p+1 +4? 


où les coefficients b,, b,, b, dépendent linéairement des conditions 
initiales. Dans le domaine temporel, on aura 
x (t) = Ajeit + A,et2t + Aseïst, 
où &y, +, &s sont les racines de l'équation 
TSp + 3T°p° + 3Tp + 1 + k — 


S'il s'avère que Re &;i > 0 ne serait-ce que pour un i = 1, 2, 3, 
alors, avec t —+ co, le terme correspondant À ;e%it —> oo. Donc, avec 
t— oo, z (ft) — oo. Dans notre cas, le phénomène considéré aura 
lieu pour À > 8, c'est-à-dire pour certaines valeurs des paramètres 
le système peut s'avérer instable. 

Examinons un cas plus général et définissons ce qu'on appelle un 
système stable. Soit le mouvement du système en absence des per- 
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turbations, de la forme zx* (t). Ce mouvement est visualisé sur la 
figure 3.2 par le pointillé. Mais les perturbations font que le système 
se déplace suivant une autre trajectoire x ({) traduite par le trait 
plein de la figure 3.2. Supposons qu'il existe une équation du mou- 
vement par rapport à Ô (t) = x* ({) — x (t), qui montre l'écart du 
mouvement réel du système par rapport au mouvement principal sous 
l'effet des perturbations. Introduisons la notation ô( — 6; (i — 0,...) 


Fig. 3.1. Système de com- Fig. 3.2. Mouvement perturbé et non 
mande à une boucle perturbé dans le système 


et f pour les perturbations agissant sur le système, et admettons que, 
par exemple, l'équation mentionnée est de la forme 


Ba = Fi (O0, : : , Ons Ph (i—0,..., n). (3.1) 


Alors, dans le cas d’un système linéaire on peut toujours représenter 
l'équation différentielle linéaire d’ordre #7 sous la forme de nr équa- 
tions d'ordre un. 

Supposons qu’à l’instant t — 0 les perturbations sont supprimées. 
Le mouvement ultérieur du système est alors décrit par l’équation 
homogène : 


4 — Fi (O0 + + + On 0) (3.2) 


à conditions initiales O4 (0) = Gio- 

On dit que le mouvement non perturbé r* (t) du système est 
stable si, pour un nombre quelconque donné € >> 0, on peut trouver 
un nombre ne > 0 tel que, pour 


| Ôio | < Ne: 
on vérifie les conditions: 


|: (1e, (i = 0, ..., nr) pour tous les { > 0. 


Cette définition de la stabilité appartient à Liapounov. Il est 
clair que pour des écarts initiaux suffisamment petits du mouvement 
d’un système stable au sens de Liapounov, le mouvement ultérieur 
se distinguera avec le temps aussi peu du mouvement non perturbé. 
Si 6: (t) —+ 0 avec t —+ oo, on dit que le système est asymptotique- 
ment stable. Par exemple, si dans le cas considéré k est tel que 
Re &œ; < 0 (i = 1, 2, 3), le système est stable au sens de Liapounov, 
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puisque les coefficients À sont des polynômes aux conditions initia- 
les de la forme: 


Ài = BioTo + BuTo + Bisto, (à = 1, 2, 3) 


et sous des conditions initiales suffisamment petites ces nombres 


sont assez petits. Les fonctions A se*i‘ (t > 0) sont bornées, donc on 
peut toujours imposer à e donné une contrainte aux conditions ini- 


tiales telle que |z (| Le, |z (D | Le; 1x () | Le, pour t > 0, 
c'est-à-dire le système satisfait aux conditions de la définition de la 
stabilité au sens de Liapounov. Qui plus est, le système est asympto- 
tiquement stable, puisqu'avec le temps la solution tend vers zéro. 

Supposons maintenant que deux racines de l'équation caractéris- 
tique sont des nombres imaginaires, c'est-à-dire Re &, = Re &; — 
— 0; Ima, —=Im a, alors que la troisième racine satisfait à la 
condition &3 << 0. Il vient 


x (£) = À sin (t Im &, + p) + Asezit. 


Ici, pour des conditions initiales suffisamment petites, le nombre À 
peut également être rendu aussi petit que l’on veut. de sorte que le 
systeme est stable au sens de Liapounov, mais n'est déjà plus asymp- 
totiquement stable. 

11 peut s'avérer que le système tout en étant stable au sens de 
Liapounov, son mouvement à (f) sous des conditions initiales suffi- 
samment grandes est non seulement pas borné mais | 6 ({) | — oo 
avec { + oo. Examinons un générateur à système d'’excitation rigide. 
Un tel générateur possède une position d'équilibre stable au sens de 
Liapounov, puisque, lors des écarts de la position d'équilibre suffi- 
samment petits, les oscillations ne sont pas excitées. Mais il suffit de 
rendre la perturbation initiale assez grande pour que le générateur 
s'excite et commence à fournir à la sortie des oscillations entrete- 
nues, pour lesquelles on peut dire qu’elles sont stables au sens de Lia- 
pounov. car leur génération n’est pas coupée 
par de faibles perturbations. L'exemple d'un ; 
tel cœénérateur est fourni par une horloge à ‘ 
pendule. Elle commence à fonctionner seu- 
lement si l'écart du pendule à partir de la # 
position d'équilibre est assez grand. Fig. 3.3. Système à 

Examinons un autre exemple. Supposons stabilité locale et ins- 
que le système correspond à une lourde bille tabilité globale 
placée dans une selle (fig. 3.3). Ce système 
est stable au sens de Liapounov, puisqu’avec le temps la bille revient 
nécessairement en position d'équilibre, si seulement les perturbations 
ue la feront pas sauter par-dessus les bosses de la selle. Mais il suffit 
que les écarts deviennent suffisamment grands pour que la bille ne 
reprenne déjà plus la position d’équilibre. Ainsi, un système peut 
être stable au sens de Liapounov, mais ne pas l’être au sens des clau- 
ses techniques assignées au système. La détermination de la stabilite 
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au sens de Liapounov ne résout pas le problème du comportement 
du système dans le cas de fortes perturbations. On introduit donc 
la notion de stabilité globale et locale. Dans tel ou tel sens le système 
est dit à stabilité locale s’il est stable aux perturbations assez peti- 
tes. On dit qu'il est à stabilité globale s’il est stable quels que soient 
les écarts. Il est évident qu’un système à stabilité globale l’est aussi 
à stabilité locale. Par exemple, le système représenté sur la figure 3.1 
est asymptotiquement stable globalement, donc il l’est d'autant plus 
localement. Le modèle du système représenté sur la figure 3.3 est 
asymptotiquement stable localement, mais ne l’est pas globalement. 


$ 2. STABILITÉ DU MODELE LINÉAIRE. 
RELATION ENTRE LA STABILITÉ DU MODELE LINÉAIRE 
ET CELLE DU MODELE INITIAL 


Examinons le problème de la stabilité du modèle linéaire d'un 
système asservi. Supposons qu'après les transformations structurelles 
correspondantes, le schéma fonctionnel 
a la forme à une boucle représentée sur 
la figure 3.4. La fonction de transfert 
de la chaîne directe W, (p) et celle de 
la chaîne de retour W, (p) est le rap- 
port des polynômes en p à coefficients 
réels. Introduisons la notation: 


P (p) ’ S (p). 
Fig. 3.4. Cas général du W, (p) — Q(p) ? W, (p) Rp): 
système de Sr SL à R(p) P(p) 
une boucle = 1-50) 4 
se P(P)}R(P)+P(P)S(P) ‘ 


L'équation différentielle correspondante du mouvement du système 
est de la forme: 


ñn m 
2 a;zim- = > b;ytm—®, 
1=0 i=0 


où a; est le coefficient du Ro Rone Q (p) R (p) + P (p)S (p), 
et b;, le coefficient du polynôme R (p) P (p). 

Si, à partir de l'instant t — 0, la perturbation f = 0, le mouve- 
ment du système est décrit par l'équation : 


ñn 
D axtr-Ù—0( (3.3) 
i=0 
avec certaines conditions initiales: 
xt (0) =zx$ÿ. 
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Par définition, pour établir si le système est stable ou non il faut 
analyser la solution de l'équation (3.3). La transformée s'écrit : 


m € 


r(p= —, (m<n), (3.4) 


D pri 


iz0 


où les coefficients c; dépendent linéairement des conditions initiales. 
Notons que le dénominateur de (3.4) est le polynôme caractéristique 
de l'équation (3.3). Si les racines p; (i = 1, ..., n) de l'équation 


R()= 2 apr-i= (3.5) 


diffèrent deux à deux, ce qui ne réduit pas la généralité des raisonne- 
ments, l'original de l'expression (3.4), d’après les règles de calcul 
suivant la formule de la transformation de Laplace inverse, s'écrit : 


z (t)= > Aer", (3.6) 


les coefficients A; étant linéairement dépendants des conditions 
initiales. Trois cas peuvent se présenter: 

si Re p;: < 0 pour tous les i, le système est asymptotiquement 
stable, puisqu’avec { — oo, l'expression (3.6) tend vers zéro quelles 
que soient les conditions initiales; 

si au moins pour un à, Re p; >> 0, la solution de (3.6) tend en 
module vers l'infini, c’est-à-dire le système est instable : 

si Re p: < 0, c’est-à-dire s’il existe des racines purement ima- 
ginaires ou nulles, dans la solution de (3.6) les racines purement 
imaginaires donneront des composantes périodiques non amorties, 
alors que la racine nulle donnera la composante de la forme À;; 
dans ce cas, on dit que le système repose à la frontière de la stabilité. 

Dans le premier cas le modèle linéaire s'avère asymptotiquement 
stable globalement. Dans le troisième cas, le modèle linéaire s'avère 
stabl au sens de Liapounov, puisque pour des conditions initiales 
assezspetites les coefficients c;, et par suite, les coefficients À; sont 
petits. Ici il faut insister encore une fois: tout ce qui vient d’être 
dit concerne le modèle linéaire. 

Examinons la relation entre la stabilité du modele linéaire et 
celle du système qui a donné lieu à ce modèle linéaire. Ce problème 
est d’une actualité pressante. En effet, nous devons être convaincus 
que le passage du système réel à son modèle linéaire (linéarisation 
du système) ne compromet pas dans telle ou telle mesure l'allure 
qualitative de son mouvement. Liapounov a démontré que si le 
modèle linéaire est dressé pour un système possédant des caracté- 
ristiques suffisamment lisses, il vérifie les théorèmes suivants. 
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Théorème 1. Un système non linéaire sera stable localement si 
toutes les racines de l'équation caractéristique de son modèle linéaire 
possèdent une partie réelle négative. 

Théorème 2. Un système non linéaire sera instable si ne serait- 
ce qu'une des racines de l'équation caractéristique de son modèle 
linéaire possède une partie réelle positive. 

Théorème 3. Il est impossible de juger, d’après le modèle li- 
néaire, de la stabilité d’un système non linéaire, si ne serait-ce 
qu'une des racines du modèle linéaire possède une partie réelle 
nulle. 

De cette façon, si le modèle linéaire est stable, ceci ne peut 
pratiquement garantir que la stabilité locale, et dans le cas où le 
modèle linéaire se trouve à la frontière de stabilité, notre exploration 
à l’aide du modèle linéaire est insuffisante, bien que, dans le cas 
considéré, le modèle linéaire puisse s'avérer stable au sens de Liapou- 
nov. Finalement, nous dirons que pour qu'un modéle linéaire d'un 
système soit stable, il faut et il suffit que les racines de son équation 
caractéristique aient une partie réelle négative. 

La stabilité du modèle linéaire assure à un système non linéaire 
initial la stabilité locale. 

Examinons de plus près l'obtention de l'équation caractéristique 
d'un système. Notons que l'équation caractéristique (3.5) est un 
corollaire de l'équation 


1+W(p)=0, (3.7 


où W (p) = W, (p) W, (p) est la fonction de transfert en boucle 
ouverte. Du point de vue physique il est clair que pour composer 
l'équation caractéristique on peut ouvrir le système en un point 
quelconque, puis après avoir composé la fonction de transfert W (p) 
de ce système, écrire l’équation caractéristique sous la forme de (3.7). 
Ceci peut être démontré de la façon suivante. Supposons que la 
fonction de transfert en boucle ouverte, après sa réduction à la forme 
à une boucle, s'écrit : 
_ P;(p) Ps(p)... Pn(p) 
EUE Q1(P)Q2(P) -.. Qn(P) ? 


où P; (pet Q:(p}, i — 1, ..-., n, sont les polynômes en p. Admet- 
tons aussi que les éléments à fonctions de transfert 


W: (p) = Pi (pYQi (p), A À .., kLN 


se trouvent couplés dans la chaîne directe. La fonction de transfert 
en boucle fermée 


n 


Pitp) [|] Q@:tP) 
K (p)="= se 


: Pi (p)+ ll Qu (p) 


i=1 


+ mat 


et l'équation caractéristique sont les corollaires de l'équation 
(3.7). 

Ainsi, l'exploration de la stabilité du modèle linéaire se ramène 
à celle des parties réelles des racines de l’équation caractéristique du 
système (3.7). Si les racines de (3.7) sont marquées sur le plan com- 
plexe, on peut dire que le système est stable si toutes les racines se 
trouvent à gauche de l'axe imaginaire. 


$ 3. CRITÈRE DE MIKHAÏEOV 


Comme nous l’avons montré dans ce qui précède, l'étude de la 
stabilité d’un modèle linéaire se ramène à celle-de la répartition-des 
racines de l’équation algébrique de 7-ième degré à coefficients réels 
par rapport à l’axe imaginaire, c'est-à-dire il faut connaître seule- 
ment si toutes les racines sont à gauche de l’axe imaginaire ou non, 
alors que la connaissance des valeurs de chaque racine n'est pas 
impérative. Ceci permet d'omettre le calcul très difficile des racines 
des équations d'ordre élevé, et d'obtenir des critères de stabilité 
appropriés. 

Signalons une condition. nécessaire pour assurer la stabilité. 
Dans ce qui suit l'équation caractéristique s’écrira sous la forme 
telle que a, > 0. Si on divise les deux membres de l'équation par & 
pour décomposer ensuite en facteurs le premier membre de l'équation, 
ce qui est toujours possible, en vertu du théorème fondamental de 
l'algèbre, alors (3.5) se met sous la forme de 


ÎT (p— p1) —0. (3.8) 
{={ 


Si le système est stable, Re p; < 0 pour tous les i — 1, ..., n. 
Les coefficients du premier membre de (3.8) coïncident avec ceux 
du premier membre de (3.5) à facteur positif «&, près. Examinons 
quels signes peuvent avoir les coefficients. 

Supposons que les nombres p; soient numérotées de façon que les 
premiers 24 nombres constituent des paires des racines complexes 
conjuguées, alors que les autres nombres sont des racines réelles. 
Si dans le produit (3.8) on prend le binôme (p — pi), i < 2k, il se 
trouvera nécessairement le binôme (p — pi) et leur produit donnera 


(p — pi) (p — pi) = p° —2 Re pr + | pi P. 


Si Re p;: < 0, le deuxième membre est un polynôme à coefficients 
positifs. Mais si la racine p; est réelle. c’est-à-dire si i > 2k. le 
binôme p — p; = p — Rep; possède également des coefficients 
positifs, c’est-à-dire le premier membre de (3.8) est le produit des 
polynômes à coefficients positifs, si toutes les racines de l’équation 
(3.5) se trouvent à gauche de l’axe imaginaire. I] s'ensuit qu'après 
avoir ouvert les parenthèses et réduit à la forme (3.5), le produit 
aura également des coefficients positifs. Ainsi, la condition nécessai- 
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re de la stabilité est la positivité de tous les coefficients du polynôme 
caractéristique. 
Si cette condition n’est pas observée, le système est instable 
à l'avance. Ceci nous autorise d'admettre, dans ce qui suit, que nous 
résolvons le problème de stabilité des polynômes à coefficients 
positifs. Dans le cas contraire, le pro- 
blème se réduit à l’absurde. 
_ Examinons comment se comporte le 
arg(jw-p) lieu du polynôme R (p) avec p = jo 
et w variant de —œ à ©. Il est évident 
Re que 


Im 


arg R (jw)=arg [Ge — Pi)= 


Fig. 3.5. Illustration du cal- _ 
de l'accroissement de 
l'argument d’un polynôme 
sur l'axe imaginaire mais arg (jo — p1) est l'argument du 
vecteur dont l’origine se trouve en 
p = pa et lafin sur l’axe imaginaire en p — jo (fig. 3.5). Si ps 
est une racine qui repose à gauche de l'axe imaginaire, lorsque 
œ© change de —o à oo, arg (p — jw) change de (—x/2) à x/2 en 
croissant monotonement : 


ol 


arg(o—p), (8.2) 


A arg(jw—p;)=n 


0 


Si dans le deuxième membre de la formule (3.9) les racines sont 
numérotées de façon que les premières À racines sont gauches, il 
vient 

kR 

D A arg(jo—p;)=hTr 

Li _ 0-00 


Si les (7 — À) racines restantes sont droites, pour chaque racine 
droite on a 


À arg(jo— p;)= —a, 


(0 


donc 
D A arg(jo—p)=—{(n—#)z 
imhk+1 Loo—00 
et 
À R(jo)=(2k#—n) 1. (3.10) 
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Si toutes les racines sont gauches, c'est-à-dire si Re p; < 0 pour 
i— 1, ..., n, alors 


À arg R (jo) = Jn. 


Résumons: pour la stabilité du polynôme R (p) il faut et il suffit 
que, lorsque w change de (—o) à (oo), l’accroissement de l’argu- 
ment du lieu de R (jw) soit égal à nn, où nr est l’ordre de;R (p). No- 
tons que dans ces conditions la phase de R (jw) croît monotonement 
avec &, puisque lors de la croissan- 
ce de w, arg (p — jw) croît mono- 
tonement, c’est-à-dire on pourrait 
construire le lieu de R(jw) en 
faisant varier w, et le système se- 
rait stable si sa phase croît monoto- Ù 
nement avec un accroissement nn. 

Mais il s'avère que pour le faire, 

il suffit seulement de construire 

le lieu de Mikhaïlov, le lieu de 

R Go) pour w variant de zéro à 

l'infini. Démontrons-le. Mettons S 
R (jo) sous la forme de la somme \| 
des parties réelle et imaginaire: 


R (Go) = a Go)" +... 


ce. + an = U(@) + jV (œ). Fig. 3.6. Lieu du polynôme carac- 
Les fonctions U (w) et V (w) sont  ‘éristique sur l'axe imaginaire 
des polynômes, de plus, U (w) 
ne contient que des puissances paires, et V (w) que des puissances 
impaires de w, c’est-à-dire U (w) est une fonction paire et V (w), 
une fonction impaire. On en tire: 


R (—jo) = U (—o) + jV (—o) = U (o) — jV (o) = R(Go), 


c'est-à-dire les branches de R (jo), lorsque w varie de —c à 0 et 
de 0 à , sont conjuguées (fig. 3.6). Il s'ensuit que 


A argR(jw)=—2 À sargR (jo). 
(ni) o 


—00—cœ0 0 oo 


1m A(f&) 


et la condition de stabilité nécessaire et suffisante s’écrit : 
A argR(jw)=n—., (3.11) 
@ 2 
0 — co 


de plus, lorsque &w croît, la phase de R (jo) ne cesse d’augmenter. 
De la sorte, pour la stabilité d’un système il faut et il suffit que 
le lieu de Mikhaïlov passe successivement dans la direction positive 
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par le nombre de quadrants égal à l’ordre de l'équation caractéristi- 
que du système. Cette affirmation traduit le sens du critère de Mi- 
khaïlov. 

Par exemple, le lieu de Mikhaïlov d’un système stable du cinquiè- 
me ordre doit être représenté sur la figure 3.7, a. Si pour une certaine 
pulsation le lieu de Mikhaïlov passe par zéro, la construction ulté- 
rieure devient absurde, puisque dans ce cas on peut dire à l’avance 
que l'équation R (p) — 0 possède des racines sur l’axe imaginaire. 


Fig. 3.7. Lieu de Mikhaïlov 


Examinons un autre cas. Supposons qu’on construit le lieu de Mikhaï- 
lov suivant les points 7, 2, etc. (fig. 3.7, b). Il s’est avéré que pour 
une pulsation @h+: 


arg R G@n+1) < arg R (ji). 


Dans ce cas, la construction ultérieure n’a plus de sens, puisqu'on 
peut dire à l'avance en vertu des raisonnements précédents que le 
système {possède des racines droites. 

Examinons le critère de Mikhaïlov du point de vue du comporte- 
ment des fonctions U (w) et V (w), parties réelle et imaginaire du 
lieu de Mikhaïlov. Pour un système stable, U (0) > 0 et V (0) = 0. 
du fait que R (0) = a, > 0. Ensuite, puisque la phase de R (jo) 
doit croître, V” (w) > 0 pour w = 0, c’est-à-dire le lieu de R (jw) 
doit à l’instant initial suivre en phase dans la direction positive. 
L'’instant de la fin du passage par le premier quadrant est caractérisé 
par le fait que U (w) = 0, V (w) > 0. Lorsque le lieu passe par le 
deuxième quadrant, Ü (@) < 0; V (w) = 0, etc. ; c'est-à-dire U (w) 
et V (w) s’annulent consécutivement ou, comme il est d'usage de le 
dire, les racines de Ü (w) et V (w) alternent, le nombre global des 
racines pour un système stable étant égal à l’ordre de R (p). Chaque 
zéro de L” (w) ou V (w) signifie l’entrée du lieu de À (jo) dans un 
nouveau quadrant. et pour un système stable, le lieu doit passer un 
nombre de quadrants égal à l’ordre de À (p). Ainsi, pour la stabilité 
du système il faut et il suffit que 

1. U (0) 0; 1” (0) — 0; 

2. V (0) > 0; 

3. les racines de L’ (w) et V (wo) alternent; 
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4. le nombre total des racines soit égal à l’ordre de l'équation 
caractéristique. | 

Par exemple, si on a un système, d'ordre six, alors que les fonctions 
U (o), V (@) sont de la forme représentée sur la figure 3.8, le système 
est stable. 

Examinons le problème suivant. Soit la fonction de transfert 
en boucle ouverte 


: k 
FOIE TEE? 


où k est le gain total du système, qui peut être changé. A l'état 
ouvert le système est stable et son lieu de Mikhaïlov est 


Ro Go) = (Tjw + 1)" 


est de la forme représentée sur la figure 3.9 par la ligne en pointillé. 
L'équation caractéristique du système bouclé s'écrit : 


(Tp+1P +k=0 
et son lieu de Mikhaïlov est 


c'est-à-dire si R, (jo) est construit, pour obtenir R (jo) il faut pour 
donné déplacer le lieu de R, (jo) parallèlement à lui-même à x 


Fm R(jw) 


4 Re A(jc) 
V(©) 
7) 
1 £ \6 
U(w) 
Fig. 3.8. Fonctions U(w), V(w) d'un Fig. 3.9. Détermination du gain cri- 
système stable du sixième ordre tique d’après le lieu de Mikhaïlov 


unités à droite. Sur la figure 3.9 le trait plein représente R (jo) 
pour k# — 0,5. Il est évident que si on choisit un k plus grand que 
la longueur du segment OB, le système sera instable. Par consé- 
quent, la longueur du segment OB donne la valeur critique du 
gain 4. Notons que les raisonnements sur k.. seront vrais pour tout 
autre système possédant en boucle ouverte une fonction de transfert 
W (p) = k/Q (p), où © (p) est un certain polynôme en p. Calculons 
k.- pour le cas considéré. Le lieu de R, (jw)]passe par le point B 
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à la pulsation oZ telle que pour la première fois sa phase devient 
égale à x, c'est-à-dire la pulsation se calcule d'après la condition: 


arg (Tjop + 1) = n'arg (Tjwg + 1) = x. 
D'où 
1 3 
Op — rte. 
La longueur du segment OB est 


ker=: | R(jos) | = | (4 + Tjos)" | = 


VE ER 
[cos +) 
n 
Par exemple, pour r = 3, on obtient 
| 
her = os 60 — 2 
Notons que pour nr —+ co, 
ker — 1. 


$ 4. CRITÈRE DE NYQUIST 


Ce critère permet de juger d'après les propriétés d’un système 
en boucle ouverte de la stabilité du système en boucle fermée. Exa- 
minons l'expression 


S (p) = 1 + W (p). 


Si W (p), la fonction de transfert en boucle ouverte est le rapport des 
polynômes P (p) et Q (p), c'est-à-dire 


P{ 
HPARIES Gus e 
alors 
_Q(P)+P(p\ _ R(p) 
SD = Gun = Vin: (3.12) 


Le numérateur du deuxième membre est le polynôme caractéristique 
en boucle fermée R (p) = Q (p) + P (p), et le dénominateur, le 
polynôme caractéristique en boucle ouverte Q (p). Supposons que 


deg Q(p)=n, degP(p)}=m. (3.13) 


Dans les systèmes techniques, d'habitude m < n. Voici l'explication 
de ce fait. Supposons que m n’est que d’une unité plus grand que n, 
c'est-à-dire r = m — 1. Alors, W (p) peut se mettre sous la forme de 


W () = Ap + P, ()/Q (); 


où À est un certain nombre, et P, (p), le polynôme en p; qui plus 
est, deg P, (p) < n. S'il n'en est pas ainsi, le système peut être 
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envisagé comme un élément de dérivation et un élément à fonction 
de transfert P, (p}/Q (p) couplés en parallèle (fig. 3.10). Au système 
à fonction de transfert P (p)/Q (p).on peut coupler en parallèle un 
élément à fonction de transfert P, (p)/Q (p) et soustraire le signal à la 
sortie de cet élément du signal à la 
sortie de l’élément à fonction de trans- 
fert P (p)/Q (p).- On obtient alors un 
système à fonction de transfert Ap, 
c'est-à-dire une dérivation pure du 
signal d'entrée. Mais qu'est-ce que 
c'est qu'une dérivée pure? Pour son 
calcul il faut connaître aussi bien les 
valeurs précédentes du signal, que les 
valeurs ultérieures, puisque 


7 


dx ; {\—r(t 
Se lim PL EU 
TE At 


c'est-à-dire pour obtenir la dérivée 
nous devons prédire le comportement 
du signal z(!f) qui ne dépend pas de 
nous. Or, ceci est impossible. Les REA 4 T 
éléments, susceptibles de dériver réel- P 
lement, possèdent donc la fonction 
de transfert d'un élément de dériva- pig. 310. Structure assurant 
tion pure couplé en série à un élé- la réalisation de la dérivation 
ment apériodique, c'est-à-dire nous pure 
obtenons la dérivée du signal d'’en- 
trée avec un certain retard transitoire. Le cas n << m — 1 peut 
être envisagé d'une façon analogue. 

Ainsi, admettons que m < n. [I] vient 


deg R (p) = deg IQ (p) + P (p)}] = deg Q(p)=n, (3.14) 


c’est-à-dire le numérateur et le dénominateur de (3.12) sont de même 
degré nr. Supposons d’abord que le polynôme Q (p) ne possède pas de 
racines sur l'axe imaginaire. 

Soit r et qg le nombre de racines gauches des polÿnômes R (p) 
et Q (p) respectivement. Alors, en vertu de (3.10), 


. 
A arg Son 27 (r— 9). (3.15) 


La condition nécessaire et suffisante de la stabilité est r = n, 
c'est-à-dire toutes les racines du polynôme R (p) reposent à gauche 
de l’axe imaginaire. 
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Ainsi, nous avons démontré que si Q (p) ne possède pas de racines 
sur l’axe imaginaire, la condition nécessaire et suffisante de la stabi- 
lité s'écrit 

À argS(jw)=2n (n— g), 


(Qi 
— 0 — 00 


où g est le nombre de racines de Q (p) à gauche de l’axe imaginaire. 
Si par d on désigne le nombre de racines droites de Q (p}, c’est-à-dire 
si d + g= n, alors la condition (3.15) se met sous la forme : 


À argS (jw)—2xd, (3.16) 
o 


c'est-à-dire le lieu de la fonction S (jw) doit contourner d’abord 
l'origine des coordonnées dans le sens positif autant de fois que 
| l'équation caractéristique en boucle ouverte 

Im p compte de racines droites. Dans le cas parti- 
culier, lorsque d = 0, c’est-à-dire lorsque le sys- 

tème en boucle ouverte est stable, la condition 


À arg S(jo)=0 (3.17) 
Jos . 00 


est nécessaire et suffisante pour la stabilité du 
système en boucle fermée. 

Examinons le cas assez fréquent lorsque Q (p) 
possède des racines sur l’axe imaginaire. Par 
exemple, si une chaîne en boucle ouverte possède 

Fig. 3.11. Contour un élément intégrant couplé en série, alors 
du parcours des @ (p) = 0 pour p = 0. Contournons chaque ra- 
racineS Sur l'axe Cine de Q (p) sur l'axe imaginaire suivant un 
imaginaire ie ; 2 
arc de rayon € situé à droite de la racine 
(fig. 3.11). Si on choisit e suffisamment petit, 
les raisonnements exposés ne changent pas, c’est-à-dire pour assurer 
la stabilité il faudra, lorsque & varie de —oœ à © et e — 0, que 
l’accroissement de l'argument de la \fonction S (jo) soit égal à 2rd; 
mais alors apparaît la difficulté qui impose l'examen du comporte- 
ment de S (p) sur les arcs de rayon € mentionnés. Si en point jo, de 
l'axe imaginaire, Q (p) possède une racine de multiplicité k, le 
développement en série de Taylor par rapport à ce point est de la 
forme : 


Q (p) = (pP— jo) Qi (), 


où @, (p) est le polynôme de (r — k)-ième degré; de plus, Q, Go,)# 
7 0. La fonction 
ER Re 
SO) = Gone À jan + SU), 
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où À; sont des coefficients, et S; (p) la fonction régulière en p = 
= jo,. Avec p —+jow,, S (p) subit en p= jw, une discontinuité. 
Pour des e suffisamment petits, on peut admettre 


Sp) + 


(p—jos)h * 
Mettons p sous la forme de p = jo, + gev. ]l vient 
S(p) = e-itk, 


de plus, varie en augmentant de — 1/2 à x/2. Dans ces conditions, 
S(p) possède un a égal 
asymptotiquement à A_,/e et 
S (p)}| — oo pour e —+ 0, alors M 
que la phase de S (p) décroît 
de kx/2 à —kx/2, c'est-à-dire 
l'accroissement de la phase est 
égal à (—kx). De la sorte, pour 
traduire le comportement de 
S (p), il faut fermer la discon- 
tinuité SG (©, — 0)) et 
SG (&, + 0)) par un arc à rayon 
infiniment grand, dont la phase 
acquiert un accroissement (—kx). 
Par exemple, si S (jw) a la for- 
me de la figure 3.12, Q (p) 
possédant en p = 0 une racine 
simple, la discontinuité doit Fig. 3.42. Fermeture de la disconti- 
être fermée par l’arc représenté nuité de la caractéristique 
sur la figure en pointillé. | 

Sur la figure 3.12 la réponse S (jw) est représentée comme symé- 
trique par rapport à l’axe réel. Ceci n’est pas le fait d’un hasard. Soit. 


R Go) = R; (0) + jR: Go), Q Go) = Qi (o) + jQ: (w), 


qui plus est, comme nous l’avons montré dans l’examen du critère de 
Mikhaïlov, les fonctions R;(œ), Q,(w) sont paires, et R, (w), 
Qe (©), impaires. Il vient 


S (jo) — 


| 


Si) | ; 526) 
Ss tu) ? ? Ss(w) ” 


Le dénominateur des parties réelle et imaginaire de S, (jw) est une 
fonction paire; le numérateur de la partie réelle de S, (jw) estune 
fonction paire; le numérateur de la partie imaginaire de S, (jw} 
est une fonction impaire. Il s'ensuit que la partie réelle de S (jw} 
est une fonction paire, et sa partie imaginaire est une fonction im- 
paire. De cette façon, si 


__ R(p) 
= TP) d 


où R (pet Q (p) sont des polynômes en p, Re S (jo) est une fonction 
paire et Im S (jo), une fonction impaire. 

La symétrie de S (jw) par rapport à l’axe réel entraîne que, lors 
de la variation de «w de zéro à l'infini, on peut examiner seulement 
une branche de S (jo). 

La condition (3.16) se récrit sous la forme: 


À argS (jw)=rd, (3.18) 
0-2 
et si d = 0, alors 
À argS(jw)—=0. (3.19) 
0 —% 


Mais 
S Go) = 1 + W Go), 


où W (ju) est le lieu de transfert du système. Si W (jo) est construit, 
pour obtenir S (jw) il faut pour w donnée ajouter à W (jo) le vecteur 


a 


i L(&) 


Fig. 3.13. Utilisation des réponses logarithmiques pour l'exploration de la 
stabilité suivant le critère 


de longueur (unité de phase nulle). Le vecteur obtenu sera égal au 
vecteur dont l'origine est en (—1, j-0) et la fin sur W (jo). 

On en tire le critère de Nyquist: pour que Le système en boucle 
fermée soit stable il faut et il suffit que le vecteur, dont l’origine repose 
en (—1,j-0), et la fin, sur le lieu de transfert en boucle ouverte W (jo), 
obtienne lors de la variation de w de zéro à l'infini un accroissement 
de phase égal à nd (où d est le nombre de racines droites de l'équation 
caractéristique en boucle ouverte). Dans le cas particulier, lorsque 
le système en boucle ouverte est stable, pour la stabilité du système 


6 


en boucle fermée il faut et il suffit que le lieu de transfert W (jo) 
ne contourne pas le point (—1, j-0). Notons que les discontinuités 
de W (jo) doivent se fermer d'après la règle énoncée dans ce qui 
précède. 

I] n’est pas difficile de définir le critère de Nyquist en termes 
de réponses logarithmiques. L’exposé précédent rend clair qu’on 
ne peut examiner que les points tels que | W (jo) | > 1, alors que 
leur phase est (x + 2kn), où k est un nombre entier. 

Considérons, par exemple, la réponse logarithmique de la figu- 
re 3.13, a, en supposant que le système en boucle ouverte soit stable. 
Ici nous avons W (0) > 0. La forme approchée de W (jo), qui 
correspond au cas envisagé, est représentée sur la figure 3.13, b. 
Les mêmes points des figures 3.13, a et b sont désignés par les lettres 
A et B. Dans notre cas le système est stable. 


$ 5. DOMAINES DE STABILITÉ. DECOMPOSITION EN D 
SUIVANT UN OÙ DEUX PARAMETRES 


Les critères examinés sont prévus pour vérifier la stabilité d'un 
système connu. Mais on peut avoir besoin de résoudre un problème 
relatif à la synthèse d'un système. A titre d'exemple, on peut citer 
le choix des paramètres d'un système à structure donnée. Ces para- 
mètres doivent être tels que la stabilité ne soit pas perturbée. Or, 
a cet effet il faut connaître l'ensemble des paramètres pour lesquels 
le système est stable, c’est-à-dire les domaines de stabilité. Si la 
structure du système est donnée, on peut composer son équation 
caractéristique : 

n 
R(p) = 2 api=0, (3.20) 
i— 

les coefficients de l'équation étant des fonctions des paramètres qui 
nous intéressent: a; = @; (T, - - ., Tm). Si on choisit pour les 
paramètres des valeurs concrètes, l'équation (3.20) aura nr racines 
réparties d'une certaine façon dans le plan complexe. En changeant 
légèrement les valeurs retenues, les racines, en vertu du théorème 
sur la dépendance continue entre la position des racines et les coeffi- 
cients des polynômes, changeront aussi peu leur position dans le 
plan complexe; ceci, bien sûr, dans le cas où la dépendance des 
coefficients a; par rapport aux paramètres est continue. Pour la 
stabilité, les valeurs des racines ne présentent aucun intérêt. Il 
faut connaître seulement leur répartition suivant l’axe imaginaire, 
combien d'entre elles reposent à gauche, et combien à droite. Suppo- 
sons que nous avons choisi les valeurs concrètes des paramètres 
Ts ++. Tm telles que l'équation caractéristique (3.20) possède d 
racines droites et (n — d) racines gauches. Sur la figure 3.14 cette 
situation est schématisée par de petites croix. Prenons l’ensemble 
T + ÂÀTi, To + Atos, . .., Tm + Atm, OÙ ATi(i = 1, ..., m) sont 
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suffisamment petits pour que la répartition des racines par rapport 
à l’axe imaginaire ne change pas. On peut toujours l’obtenir en pré- 
sence d’une dépendance continue des coefficients de l'équation par 
rapport aux paramètres t; et en vertu du théorème de la dépendance 
continue des racines par rapport aux coefficients. Sur la figure 3.14 
cette position est visualisée par un petit cercle. Du point de vue 
de la stabilité, les ensembles des paramètres T,, . .., Th et T + 
+ AT,, ..., Tm + Atm Sont parfaitement équivalents, puisqu'ils 
donnent la même répartition des racines. Etablissons maintenant 
tous les accroissements possibles At; (i — 1, . .., m) tels que l’allu- 
re de la répartition des racines ne soit pas perturbée. Alors, les 


Re p 


Fig. 3.14. Relation entre les racines et les coefficients de l'équation caracté- 
ristique : 
a — plan des racines ; b — espace des paramètres 


nombres t; + At; remplissent un certain domaine dans l’espace des 
paramètres que nous désignerons par D (n — d, d), où le premier 
indice donne le nombre de racines gauches, et le deuxième, celui des 
racines droites. Il est évident que la frontière de ce domaine corres- 
pondra à la situation dans laquelle ne serait-ce qu’une des racines 
se trouve sur l’axe imaginaire. Sur la figure 3.14 cette situation est 
visualisée par un carré. Si on construit les frontières des domaines 
D (n — d, d) pour d = 1,...,n, alors, après avoir déterminé 
pour chaque domaine l'indice d, on peut dégager le domaine de stabi- 
lité D (n, 0) qui nous intéresse, c’est-à-dire celui des paramètres, 
auxquels correspondent n racines gauches et pas une racine droite. 
En principe, on peut procéder de la façon suivante. Si l’ensemble 
des valeurs des paramètres 17, . .., 1» repose à la frontière d'un 
domaine D quelconque, cela signifie qu'il existe un w, tel que 
l'équation 


n 


2 a;(r*, ..., 14) (jo) =0 (3.21) 
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se transforme en identité. La valeur de w, étant connue, l'identité 
donnée permet de calculer l’ensemble de toutes les valeurs de t* 
(i = 1, ..., m) associées à la frontière des domaines D, c'est-à-dire 
on obtient ce qu’on appelle la décomposition en D. De la sorte, pour 
obtenir la frontière des domaines D, il faut dans l'équation (3.20) 
remplacer p par jw et, en faisant varier © de — à oc, déterminer 
l'ensemble des paramètres t; (i — 1, . .., m) qui transforment cette 
équation en identité. Autrement dit, lors de la variation de w de 
—oo à oo, l'équation 

ñn 


D a;(te ..., Tm) (jo) -=0 (3.22) 


détermine d'une façon implicite les frontières des domaines D. 
c'est-à-dire donne la décomposition en D. Mais ceci ne met pas encore 
fin à la resolution. Il faut de plus calculer les indices des domaines 
et à cet effet on peut procéder de la façon suivante. Pour un point de 
chaque domaine D il faut déterminer la répartition des racines par 
rapport à l’axe imaginaire. Le domaine qui possède le point à partir 
duquel (c'est-à-dire pour les valeurs des paramètres t; (i — 1, ...,m) 
qui appartiennent au domaine en question) l'équation caractéristique 
est stable, sera précisément le domaine D (nr, 0) cherché. Il peut 
s'avérer que le domaine D (n, 0) soit multiple. c'est-à-dire, par 
exemple, se composer de plusieurs domaines à asservissement unique. 
Il est donc de rigueur de vérifier les indices de chaque domaine. 
L'opération peut être rendue bien plus facile par la circonstance 
suivante. En passant d'un domaine dans le domaine voisin, plu- 
sieurs racines traversent l'axe imaginaire. Si on sait combien de 
racines, en franchissant la frontière du domaine D. traversent l'axe 
imaginaire et dans quel sens elles passent. alors. en connaissant 
l'indice d'un domaine D on peut calculer ceux de tous les autres 
domaines, en parcourant successivement tous les domaines et en cal- 
culant chaque fois combien de racines passent de gauche à droite. 
et combien de droite à gauche. 

Avant de passer à l'exposé qui suit, signalons encore une cir- 
constance. Il se peut que D (nr, 0) n'existe pas parmi les domaines. 
Cela signifie que quels que soient nos efforts pour changer les para- 
mètres, le système ne peut pas être stable avec la structure donnée. 
et on dit donc pour ce type qu'il est à structure instable. 

Examinons maintenant la décomposition en D suivant un para- 
mètre, c’est-à-dire supposons qu’on peut réaliser la variation en 
agissant sur un seul paramètre scalaire t. D’après ce qui vient d'être 
dit, la frontière de la décomposition en D est déterminée par l'équa- 
tion : 


R Go; t) = 0. (3.23) 
Supposons que (3.23) nous conduit à 
T = q (jo). 3.24) 


de plus, comme ceci a pratiquement lieu, œ (p) est une fonction 
régulière de la variable complexe en tous les points de l’axe imagi- 
naire, à l'exception, peut-être, d’un nombre fini de points. Alors, 
la relation (3.24) établit l’application conforme de l’axe imaginaire 
du plan des coefficients sur le plan du paramètre t. Supposons que 
le lieu de la fonction œ (jo) est de la forme représentée sur la figu- 
re 3.15. Prenons la valeur de p au voisinage du point jo®,, où la 


fonction œ (p) est régulière. Alors, la valeur T = q (p) donne une 
valeur t, telle que p choisi est une racine de l'équation caractéristi- 
que. Sur la figure 3.15, les valeurs indiquées de p et + sont marquées 
par une petite croix. Faisons varier maintenant + de façon que p 


a Im p B 


ImT 


Fig. 3.15. Décomposition en D suivant un paramètre: 
a — plan des racines ; b — plan du paramètre 


passe par l’axe imaginaire en position visualisée par un petit carré. 
L'application étant conforme, l’angle entre l’axe imaginaire et la 
trajectoire du mouvement de p sur le plan des racines doit, lors du 


passage sur le plan de +. rester invariable, c'est-à-dire être égaljà 
l'angle entre l'application de 
l’axe imaginaire (frontière de la 
décomposition en D) et la tra- 


jectoire du mouvement de +. Il 
s'ensuit que le passage de gauche 


a droite dans le plan de + de la 
frontière de la décomposition en 
D correspond. dans le plan des 
racines, au passage d'une raci- 
Fig. 3.16. Courbe de la décomposition ne par l'axe imaginaire, éga- 
cn D suivant le premier paramètre Jement de gauche à droite. 
avec hachurage Ceci permet d’énoncer, lors du 

passage d'un domaine dans un 

autre, la règle de détermination de l'indice des domaines. Cette 
règle est appliquée de la façon suivante. Après la construction de la 
frontière de la décomposition en D, on y porte suivant la figure 3.16 
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des hachures du côté gauche dans le sens des fréquences accrues. 
Puis, on détermine les indices à partir d’un des domaines. Les autres 
indices sont établis en retenant que le passage d’un domaine dans un 
autre suivant les hachures augmente d’une unité le nombre de racines 
gauches, et dans le sens opposé aux hachures, augmente d’une unité 
le nombre de racines droites. Par exemple, si les indices du domaine 
D, de la figure 3.16 sont nr — d et d, c’est-à-dire D, (nr — d, d), 
le domaine D, est le domaine D, (n — d + 1, d — 1), puisque le 
passage de D, à D, a lieu suivant les hachures. Notons que le passage 
par l'intersection avec elle-même de la décomposition en D cor- 
respond à un indice changé de deux unités. Par exemple, pour le 
domaine D, c’est D, (n — d + 2, d — 2). En effet, en passant du 
domaine D,, dont les indices sont D, (n — d + 1, d — 1), dans le 
domaine D,, on obtient le résultat indiqué. Le domaine de stabilité 
ne peut être que celui qui possède des hachures internes. Ainsi, pour 
construire la décomposition en D d’après un seul paramètre procédons 
de la façon suivante: 

en partant de l’équation caractéristique mettons le paramètre 


sous une forme explicite : + = @ (D); 
effectuons la substitution p — jo en faisant varier w© de — 


à oo, construisons la frontière de la décomposition en D: + (jw) — 
= (jo); par exemple, si + figure linéairement dans l’équation ca- 
ractéristique, alors  (p) est le rapport de deux polynômes; comme 
nous l’avons montré lors de l'étude du critère de Nyquist, on peut 


construire t (jw) en faisant varier & de zéro à l'infini; alors, la deu- 
xième branche est une réflexion spéculaire de la première par rapport 
à l'axe imaginaire; 

portons les hachures sur la frontière de la décomposition en D 
à gauche dans la direction des fréquences croissantes ; 

extrayons le domaine (candidat au domaine de stabilité) caracté- 
risé par les hachures internes; vérifions ne serait-ce qu’un point 
du domaine candidat à la stabilité ; 

établissons les indices de tous les domaines D. 

A titre d'exemple, résolvons le problème par rapport à la valeur 
critique du gain du système, que nous avons résolu précédemment en 
utilisant le critère de Mikhaïlov. La fonction de transfert en boucle 
ouverte s'écrit: 


k 
PE TETE 


L'équation caractéristique 
(Tp+1"+k=0 


inclut linéairement k. Cherchons l'expression de k à partir de l’équa- 
tion caractéristique 


k Gp) = —(Tp + 1°. 
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En remplaçant p par les coordonnées de l'axe imaginaire, on obtient 
£ Go) = —(Tje + 1}, 


c'est-à-dire ceci est le lieu représenté sur la figure 3.9 par le pointillé, 
mais tourné dans le sens de l'horloge à un angle x (fig. 3.17). Cons- 
truisons une branche en faisant varier 
o de zéro à l'infini. On peut omettre 
la construction de la deuxième bran- 
che puisqu'elle constitue la réflexion 
de la première par rapport à l’axe réel 
(sur la figure 3.17 elle est visualisée 
par le pointillé). Le domaine candidat 
à la stabilité est celui qui contient 
l'origine des coordonnées. Vérifions-le 
à la stabilité. Comme point de repère 
prenons l'origine des coordonnées, 
Fig. 3.17. Détermination du c'est-à-dire k — 0. Alors, l'équation 
gain critique men la ee caractéristique 
osition en suivant le pre- ni = 
s mier paramètre d (Tp +1} =0 


possède 7 racines gauches. En effet, 
le domaine considéré est celui de la stabilité. La valeur critique 
du gain peut se calculer par le procédé analogue à celui utilisé 
pour résoudre le problème à l’aide du critère de Mikhaïlov. 
Examinons maintenant la décomposition en D suivant deux 
paramètres. Dans ce cas, l'équation de la frontière de la décomposi- 
tion en D est de la forme: 


R Go@; Ty, Te) = 0. (3.25) 


Si le problème se résout pour les valeurs réelles +t, et t., et c'est 
précisément ce problème qui nous intéresse pratiquement, (3.25) 
se décompose en deux équations: 


Re R (jo; %, Tr) =0; ImR(jw; t;, Te) = 0, (3.26) 


de plus, T, et t, sont envisagés comme des paramètres réels. En éli- 
minant w des équations on peut obtenir la relation entre 7, et +, 
qui décrit précisément la frontière de la décomposition en D. La 
question de l'extraction du domaine de stabilité reste ouverte. A cet- 
te fin, en utilisant les mêmes idées que lors de l'étude de la décom- 
position en D suivant un paramètre, il est possible d'introduire la 
règle de l'hachurage. 

Examinons le cas lorsque les paramètres 7, et t, figurent linéaire- 
ment dans l’équation caractéristique, c'est-à-dire 


TR (P) + TeRe (p) + Rap) = 0. (3-27) 
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Soient R: (je) = R£{° (w) + jR® (w). Alors, pour la frontière de la 
décomposition en D le système d'équations est de la forme: 


TRE (@) -- T2 RO (wo) + RAI (w)—0, (i=1, 2). (3.28) 


En résolvant ce système d'équations algébriques linéaires par rap- 
port à Tt, et t., on obtient 


U = Ax/A; Te = A,/A. (3.29) 
Si pour w donné le déterminant du système 
A=RRE) — R()R(N) (3.30) 


est différent de zéro, (3.28) possède une solution unique. Il peut 
s'avérer aussi que les équations (3.28) se déduisent l’une de l’autre. 
Ceci aura lieu pour une valeur de w, telle que À = 0 et l’un des 
déterminants A+, — 0 (i = 1, 2). On montre sans peine que dans 


ces conditions le deuxième déterminant est également nul. Alors, 
on obtient une ligne droite qui s'appelle droite singulière. Pour la 
résolution qui suit l’ordre de l'écriture est très important. Lorsque 
le déterminant s'écrit sous la forme (3.30), le paramètre 7, est porté 
en abscisses et T., en ordonnées dans le système des coordonnées à 
droite. Notons d’abord que si pour w donné les équations (3.28) 
sont résolubles, alors t; (@) = t;: (—w) (i = 1, 2), c’est-à-dire les 
fonctions du deuxième membre des équations (3.29) sont paires. 
En effet, en retenant que les fonctions R;'' (w) sont paires et R!°’(w), 
impaires (puisqu'elles sont les parties réelle et imaginaire des poly- 
nômes à coefficients réels), on voit que À, A., et A., sont des fonc- 
tions impaires, et leurs rapports sont des fonctions paires. Il s’en- 
suit que la courbe de la décomposition en D peut être construite 
seulement pour des pulsations non négatives, puisque pour les pulsa- 
tions négatives les valeurs de la courbe coïncident avec les valeurs 
pour les pulsations positives. Dans ces conditions la règle de l’hachu- 
rage est la suivante. La courbe de la décomposition en D est hachu- 
rée à gauche dans le sens des pulsations accrues, là où A (w) > 0, 
et à droite, là où A (&) << 0. Les hachures qui s’obtiennent ainsi 
sont doubles. En effet, supposons qu’un certain tronçon de la courbe 
de la décomposition en D pour les pulsations © > 0 telles que 
À (w) << 0 est de la forme représentée sur la figure 3.18, la direction 
des pulsations accrues positives étant indiquée par la flèche (o, > 
> o1). Alors, d’après la règle, il faut hachurer à droite la courbe en 
allant de ©, vers w.. Mais pour des pulsations négatives, en vertu 
de l’imparité du déterminant À (w) > 0, le mouvement lui aussi 
est dirigé de (—w.) vers (—w;,), puisque —w: << —w,. Dans ces 
conditions, il faut porter des hachures à gauche (puisque A (w) >> 0), 
c'est-à-dire dans le même sens que pour des pulsations positives. 

Examinons maintenant la règle de l’hachurage pour les droites 
singulières. Elles apparaissent lorsque ‘À = 0, ceci étant la condi- 
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tion nécessaire de l’apparition de telles droites. Dans les cas cou- 
rants, si la droite singulière apparaît lorsque © = 0 ou © = , 
elle est hachurée dans le même sens que dans le cas principal (cf. 
fig. 3.18), mais il arrive que son hachurage n’est pas nécessaire. 

Dans chaque cas concret le plus simple est de l’établir à partir 
du type du problème. Si la droite singulière apparaît à partir des 
pulsations différentes de zéro et de l'infini, dans le cas où en un 
point donné le déterminant 
change de signe, on porte 
sur la droite des hachures 
doubles dans le même sens 
que sur la courbe principale 
(cf. fig. 3.18), et si le déter- 
minant ne change pas de 
signe, la droite singulière 
peut en général ne pas être 
tracée, puisqu'il ne faut 
pas l’hachurer. Si les ha- 
chures sont portées sur la 
courbe principale et sur 
les droites singulières de 
la façon indiquée, le pas- 
sage d’un domaine dans 


RS HS un autre suivant les ha- 

ig. 3.18. Hachurage de la courbe de la dé- 

composition en D suivant deux paramètres chures doubles COTES PO nd 
au passage de deux racines 


de gauche à droite, et si le 

passage est réalisé dans le sens inverse, de deux racines deZdroite à 
gauche. Dans le cas des hachures simples, il en est de même pour 
une racine. Ainsi, l’ordre de construction de la décomposition en 
D par rapport à deux paramètres est le suivant: 

trouver à partir de l'équation caractéristique de la forme (3.27) 
les équations de la frontière de la décomposition en D de la for- 
me (3.28): 

construire la frontière de la décomposition en D pour & variant 
de zéro à l'infini suivant les formules (3.29), en portant 7, en abscis- 
ses, et T., en ordonnées; 

porter des hachures doubles sur la courbe principale conformé- 
ment au signe de À, calculé d’après la formule (3.30), et hachurer les 
droites singulières d’après les règles exposées dans ce qui précède; 

extraire le domaine candidat à la stabilité, c'est-à-dire le do- 
maine aux hachures internes, et le vérifier à la stabilité en un point 
quelconque ; 

déterminer les indices des autres domaines D. 

A titre d'exemple examinons la relation entre la répartition des 
racines de l’équation caractéristique du troisième ordre et les coef- 


ficients 
R (p) = @oP° + @p° + ap + as (&oas > 0). 
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Introduisons de nouveaux coefficients d’après les formules 
bi = ailas (i=0,..., 3). 
Alors, l'équation caractéristique devient 
R (p) = bop° + b,p° + bep + 1 (bo > 0). 
Effectuons la substitution de l’argument, qui ne change pas la 


répartition des racines par rapport à l’axe imaginaire: 


1 
Poe () * 
Alors, par rapport à 3, l'équation se rat sons la forme de 
B + A + A5 + 1 = 0, 
qui plus est 
1 
3 


1 
2 + 
Aj=0@;ûo A3  ; A2—0G2%0 03 


col to 
to 
e 


Construisons la frontière de la décomposition en D par rapport à À, 
et À, : 
—jo — À,o* + À4,jo + 1 = 0. 
On en tire 
—0°A, + 0-4, = 1; 0-4, + o42 = © 
et 
A(o) = —m$; A4: = 1, 


c'est-à-dire la courbe principale de la décomposition en D a la forme 
de l’hyperbole représentée sur la figure 3.19. Lorsque « croît, 4, di- 
minue et À, augmente, c'est-à- 
dire les pulsations augmentent 
dans le sens indiqué par la fle- 
che. Puisque dans ces conditions 
À (w) << 0, portons des hachures 
doubles à droite dans le sens 
des pulsations croissantes. Cher- 
chons les indices des domaines. 
Avec À, = A. —=0, on a l’équa- 
tion 


Q As 
S+1—=0, 

Fig. 3.19. Hyperbole de Vychné- 
qui possède une racine gauche et gradski 
deux droites, c’est-à-dire le do- 
maine contenant l'origine des coordonnées est D (1, 2). Le domaine 
au-dessus de l’hyperbole est celui de stabilité. En tenant compte des 
expressions de À, et 4, dans ce domaine, on a aa, => asdo, Ce qui 
donne, avec la positivité des coefficients, la conditi : 
et suffisante de la stabilité pour un système du tr É. 
courbe obtenue porte le nom d’hyperbole de Vvchnéoradski: 
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$ 6. CRITÈRE DE ROUTH-HURWITZ 


C'est un critère algébrique. Il permet de vérifier rapidement si 
une équation caractéristique à coefficients connus est stable. Bien 
plus, si la nécessité se présente, à l’aide de ce critère, il n’est pas 
difficile de déterminer par rapport à l’axe imaginaire le nombre de 
racines gauches et droites du polynôme. 

Examinons comment évoluent les racines de l’équation 


Rp})=apt+...+ar = 0, (3.31) 


lorsque le coefficient dominant a, tend vers zéro. D'après le théorème 
de la dépendance continue des racines par rapport aux coefficients 
de l'équation, la (n — 1)-ième racine tendra vers les racines de 
l'équation dégénérée 


up +... + an = 0. 


Pour établir où tend la dernière n-ième racine de (3.31), réalisons 
la substitution de la variable 


= 2/ao. 


Si les p; sont les racines de l’équation (3.31), la racine correspondante 
Zi = GoPi. Si pi reste fini pour a —+ 0, la racine z; + 0 
Après la substitution 


CE CES 1 
Mr Ce ani + . . e + a, =(. 
En multipliant la dernière équation par a57! , on obtient 


2 + a271 + aa"? + ... +at-ia, =0, 


et avec a) —> 0 la (n — 1)-ième racine tend vers zéro, alors qu’une 
racine tend vers la racine de pin 


FA —- di — 
c'est-à-dire z, —> (—a,). Ce résultat reste vrai si, lorsque a, tend 
vers Zéro, nous changeons les coefficients a;, &e, .- .., dn en les 


laissant finis. La racine correspondante Pn — —@1/&, c'est-à-dire 
tend vers l’infini, et ceci dans le cas où a./& > 0, Pn —> © à gauche 
de l’axe imaginaire, et si a/as << 0, ph — © à droite de cet axe. 
Le cas a, = 0 est examiné à part. L’ analyse qui vient d’être réalisée 
conduit à la conclusion suivante: il faut faire tendre a, vers zéro, 
alors que les autres coefficients de l'équation doivent être changés 
de façon qu'aucune des racines ne coupe l'axe imaginaire. Il en 
sésulte un polynôme dont le’degré est d'une unité inférieur à celui 
du polynôme initial, c'est-à-dire ce polynôme aura (n — 1) racines 
réparties de la même façon que celles du polynôme initial. Dansces 
«<onditions, une racine disparaît, elle tend vers l'infini. Enconnais- 
sant de quel côté elle tend vers l'infini, établissons si la racine 
éliminée est droite ou gauche. En procédant de proche en proche de 


00 


cette façon, faisons tendre toutes les racines à l’infini, c'est-à-dire 
amenons le polynôme de degré zéro. Nous apprendrons alors combien 
de racines gauches et droites sont éliminées, c’est-à-dire combien de 
racines gauches et droites avait le polynôme initial. Montrons que 
Ja condition indiquée est satisfaite par la réduction du polynôme 
proposée par Routh. Composons le polynôme qui dépend du para- 
mètre + d’après la formule 


F(p; D = R(p)— + (ap" + ap"? + agp t +...) (3.32) 


Pour t —=0, le polyuôme F(p, 7) = R(p)}. Pour Tt= ao/a, 
F (p; +) dégénère en polynôme de degré (7 — 1). Montrons qu'avec 
la variation de + de zéro à &,/a,, aucune des racines de F (p; T) ne 
passe par l’axe imaginaire. La décomposition en D de + est de la 
forme : 


ao(jo) + ...+an 
a1(j0) +... +an-1 (0) 
ao (j0) + ...+an-1 (j0) 


a1 (j0)* +... + an (j0) 
Le deuxième terme de la somme écrite, quel que soit », est un nombre 


réel tel que Im t (jw) — —j/w. Il s'ensuit que + (jw) coupe l'axe 
réel seulement avec © — Ho, c'est-à-dire lorsque le polynôme 
dégénère. Ceci est également indiqué par le fait que Re t (oo) — 
— €&/a,- De la sorte, en faisant varier + de zéro à a,/a, nous ne chan- 
geons pas la disposition des racines du polynôme par rapport à l’axe 
réel, et avec t = &)/&, nous obtenons le polynôme dont les racines 
sont disposées de la même façon que dans le cas du polynôme initial, 
à l'exception d’une racine qui tend vers l'infini sans traverser pour 
autant l’axe imaginaire. Avec les a, et a, de même signe nous élimi- 
nons une racine gauche, et avec a, et a, de signes différents, une raci- 
ne droite. 

Composons le tableau de Routh. Plaçons dans les premières deux 
lignes les coefficients du polynôme initial, les coefficients pairs dans 
la ligne nulle et les coefficients impairs, dans la première. Alors, 
les coefficients du polynôme réduit se calculent d’après la formule 
(3.32) avec 7, = a,/a,, c'est-à-dire la première et la deuxième lignes 
du tableau 3.1 donnent les coefficients du polynôme réduit. La 
première et la deuxième lignes (d’après le numéro d'ordre) du ta- 
bleau 3.1 peuvent être manipulées de la même façon que les lignes 
zéro et un. Le degré du polynôme diminue alors encore d’un degré, 
et on peut déterminer d’après le signe de 7. quelle racine est élimi- 
née 


. : pour 7» pair; 
HU) ST 
pour nimpaire 


En poursuivant ainsi on obtient successivement T%t,, . .., Th. 
Le polynôme initial aura autant de racines gauches qu’il y a de t: 
positifs, et de racines droites autant qu'il y a de t: négatifs. Si le 
tableau de Routh est utilisé pour vérifier le polynôme à la stabilité, 
la vérification doit cesser dès que dans la case significative du ta- 
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Talleau 3.1 
Tableau de Routh 


Numéro de la colonne 


Numéro 
de la ligne 


bleau on obtient un élément nul ou négatif. Puisque, à une étape 
quelconque de la réduction, tout élément est coefficient du polynô- 
me, et puisque les coefficients du polynôme ne sont pas tous positifs, 
toutes les racines du polynôme ne sont pas gauches, c’est-à-dire 
toutes les racines du polynôme initial ne sont pas gauches elles 
non plus. Si le polynôme ne possède pas de coefficients par lesquels 
il faut diviser suivant le calcul du tableau de Routh, ils peuvent 
être remplacés par de petits nombres, sans que, en vertu de la conti- 
nuité de la dépendance des racines par rapport aux coefficients, 
change la disposition des racines par rapport à l’axe imaginaire. 
L’exception ne fait que le cas des racines nulles et celui des racines 
reposant sur l'axe imaginaire. Le premier cas est rejeté d'emblée, 
puisque dans cette situation le nombre correspondant des derniers 
coefficients du polynôme est nul. Dans le deuxième cas, lorsque le 
signe des nombres introduits change, la distribution des signes des 
nombres ti; (i = 1, ..., n) change elle aussi. C'est là précisément 
le témoignage de la présence des racines imaginaires. 
Exemple 3.1. Vérifions la stabilité du polynôme 


R (p) = p° + 4p° + 11p° + 9p° + 6p + 1. 


Ecrivons le tableau de Routh. Il n’est pas alors difficile de voir que 
les cases significatives du tableau sont limitées à droite par une ligne 
en escalier dont le pas suivant la verticale est égal à deux lignes, et 
suivant l'horizontale, à une colonne. Les cases significatives sont 
de la forme indiquée dans le tableau 3.2. Dans notre cas, a, = 1; 
d\)=4;a = 11; as = 9; a, = 6; a; — 1. Ensuite, +, = a,;/a, = 
= 0,25; ru = da — Tais = 11 — 0,25-9 = 8,75; res = 4j — Ta; = 
6 — 0,25-1 = 5,79. Puis te = ay/re, = 4/8,75 = 0,46; ray = 
Ag — Teresa = 9 — 0,46-5,75 — 6,36, etc., et finalement le tableau 
de Routh prend la forme du tableau 3.3. 
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Tableau 3.2 Tableau 83.8 


Numéro de la colonne 


Numéro 
de la 


Ce tableau montre que le polynôme est stable, puisque tous les 
éléments de la colonne nulle sont positifs. 
Exemple 3.2. Vérifions la stabilité du polynôme 


R (p) = 10p19 + 5p9 + 4p8 + p7 + 2p6 + 0,5p5 + 
+ 6p* + 2p5 + Tp° + p +1. 


Composons le tableau de Routh et remplissons les cases significati- 
ves (tableau 3.4). Les calculs ne se poursuivent plus, puisqu'ils ont 


Tableau 3.4 


Numéro de la colonne 
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permis d'obtenir ra, = —1,5 << 0, c’est-à-dire le polynôme est à 
l'avance instable. 

Examinons maintenant le déterminant de Hurwitz et son rap- 
port avec le tableau de Routh. On appelle déterminant de Hurwitz 
An du polynôme 

ñn 


R (p) = à ap" 


le déterminant d'ordre n qui se compose suivant la règle: 


dj A3 Gs 0 
Ag Ge dx -.. 0 

An=10 a, a3 ... O0|- (3.35) 
0 a) @ 0 


Autrement dit, le déterminant de Hurwitz possède comme premiers 
éléments de la première ligne la première ligne du tableau de Routh, 
alors que les éléments restants sont nuls. Les premiers éléments de 
la deuxième ligne sont les éléments de la ligne nulle du tableau 
de Routh, les autres éléments étant nuls. Dans la troisième ligne, 
le premier élément est nul, puis viennent les éléments de la premicre 
ligne du tableau de Routh, ensuite de nouveau les éléments nuls, etc., 
c'est-à-dire le déterminant de Hurwitz peut être schématisé de la 
façon suivante : 


A, = | (3.34) 


Après la réduction à la forme diagonale, 


FT, —> 
0 To + 
An=|0 O0  r;—+ (3.35) 


0 (8 (9) RE 
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c'est-à-dire la diagonale sera composée des éléments de la première 
colonne du tableau de Routh. Probablement, pour la stabilité la 
positivité du coefficient a, et du coefficient r, est suffisante et néces- 
saire, puisque T1 — Go/ris Te = liy/loye Pour la positivité de 7, 
il faut alors que r,, soit positif. Mais alors pour que 7, soit positif, 
il faut que soit positif te,, etc. La condition de stabilité peut égale- 
ment être énoncée sous une autre forme : pour assurer la stabilité la 
positivité de @o, Fins lynl'ens lanl'al gp» + + +» lanl'oil 1 + + + ln €St néces- 
saire et suffisante. Mais r,, est la grandeur du premier déterminant 
angulaire À, obtenu à partir du déterminant de Hurwitz 


A=Ilal 


Ensuite, le produit r;,.,r., donne la grandeur du deuxième détermi- 
nant angulaire 


di 3 
do 


ET 


0 r 


A= — 


= Tilt. 


D'une façon analogue, 
A3 = rio 


etc.; enfin, An = rire - + + Fny, C'est-à-dire pour la stabilité du 
polynôme (3.5) il faut et il suffit que le coefficient a, du détermi- 
nant de Hurwitz et tous ses déterminants angulaires soient positifs. 

De la sorte, le critère de Routh-Hurwitz peut être énoncé comme 
suit: pour qu'un polynôme soit stable il faut et il suffit que tous les 
éléments de la colonne nulle du tableau de Routh soient positifs, ou, ce 
qui revient au même, que soient positifs le coefficient a,, le déterminant 
de Hurwitz et tous ses déterminants angulaires. 

À titre d'exemple, obtenons, en utilisant le déterminant de 
Hurwitz, la condition de stabilité du polynôme du troisième degré 


R (p) = @oP° + @P° + GP + üs- 

Composons le déterminant de Hurwitz 

a, a 0 

A3 = &o do 0 . 

0 di, 3 
Développons ce déterminant suivant les éléments de la dernière 
colonne. Puisque dans la dernière colonne tous les éléments, sauf 
le dernier a,, sont des zéros (on voit sans peine que dans le cas géné- 


ral aussi tous les éléments de la dernière colonne de À, sont des 
zéros, sauf le dernier égal à a,), il vient 


As = agde > 0. 
A: > 0 étant nécessaire, on en tire que a; > 0. Puis, 
As = Ajüs — pag > 0. (3.36) 
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Puisque À, = a,, on obtient encore une condition de la positivité 
de a,;, c’est-à-dire la condition de positivité du déterminant de 
Hurvwitz et de ses mineurs angulaires entraîne la positivité des coef- 
ficients a,, a;. Le coefficient a, est positif par définition. Il reste la 
condition (3.36). Notons qu'elle rend nécessaire la positivité du 
coefficient a. De la sorte, les coefficients étant positifs, pour la 
stabilité du polynôme du troisième degré il faut et il suffit que le 
produit des coefficients intérieurs de (3.36) soit plus grand que le 
produit de ses coefficients extérieurs. Ce même résultat a été obtenu 
précédemment en utilisant la décomposition en D suivant deux 
paramètres. 


$ 7. STABILITÉ DES SYSTÈMES À RETARD 


L'étude de la stabilité des systèmes à retard est rendue plus 
compliquée parce qu'il faut appliquer l'analyse de la disposition 
par rapport à l’axe imaginaire des racines d’une équation transcen- 
dante. Soit un système en boucle ouverte à fonction de transfert 


P 
W(p}=e-r 2 E., (3.37) 


c’est-à-dire le signal est transmis avec un retard t. La fonction de 
transfert en boucle fermée s'écrit : 


en P — 
K (p)= TERRE TT (3.38) 
Si 
QU)=2 gp"; P()=2 bip" i, (3.39) 


alors on tire de (3.38) l'équation différentielle qui vérifie le mouve- 
ment du système en boucle fermée : 


> qur 0 (t) + à Dirt) (t — t) — > bytm-Ü (t— +). (3.40) 


Pour étudier la stabilité admettons qu'à l'instant £ — —7+ la pertur- 
bation est supprimée, c’est-à-dire que y (t) = O0 pour t > —r+, et le 
mouvement du système est libre. Ce mouvement est vérifié alors par 
l'équation 


2, gr (6) + 2 bzt-i) (E— T) = 0. (3.41) 


Avant d'analyser sa solution, faisons une remarque. Supposons que 
nous avons une fonction à argument à retard x (t — tv), le processus 
x (t) pouvant avec —Tt< t différer de zéro. Examinons ce cas pré- 
cisément, puisque la perturbation finit d'agir à l'instant £ = +. 
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Effectuons la transformation de Laplace pour z (t — 1): 
0 
L{z(t—t}}=e-r” | e-Pèz (E) dt-Le-P®L {x (t)}. 
—T 
Si, par exemple, le processus z ({) est borné, le premier terme de 
l'équation écrite est une fonction régulière. Examinons maintenant 
la transformée 
0 
L{z(t—Tt)}=e-rt | e-Pix (E) d&—e-Ptr (0) +e-rPtpL {zx (t))}. 


=T 
Ses deux premiers termes sont des fonctions régulières. 
En considérant x (£ — t), z(%) ({ — x), etc., on obtient dans tous 


les cas 
L{r® ( — +)} = q (p) + p'eP*L{z (t}}, 


où o (p) est une fonction régulière qui dépend du comportement de 
2) (£) avec —Tt< t< 0. Pour des valeurs de l'argument p suffi- 
samment grandes en module, il existe l'évaluation 


[pGŒ@)l<etriter, (3.42) 


où &e est un nombre positif quelconque. 
Le passage à la transformée de l’équation (3.41) donne 


ox gp" i)z(p)}+v#(p)+e-rt ox bp"i)z(p)+n(p)=0, (3.43) 


où Ÿ est un polynôme de degré non supérieur à (nr — 1), à coeffi- 
cients dépendants des valeurs z (0), x (0), . .., z*-! (0), et n (p), 
la fonction régulière qui rend compte du comportement du proces- 
sus z (t) et de ses dérivées, lorsque —Tt < { < 0. (3.43) permet de 
déduire la transformée du processus qui nous intéresse : 


z (p) = a —— (3.44) 


mm 
2) gipr-t+e”Pr 3 bpm-t 
i=0 1—0 


En utilisant (3.42), on montre sans peine que, pour calculer l'ori- 
ginal de z (p) avec des t (t >> +) suffisamment grands, on peut appli- 
quer le lemme de Jordan. Il vient 


z = Ajeñi', (3.45) 
où les nombres p; vérifient l’équation caractéristique 
n m 
R(p)= 2 qp""i+ e=pT 2 bp" i=0. (3.46) 
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_=Ÿ(@)=n(P) 
Q(P)+e P*P(p) 
aux points p — p1. L'équation (3.46) étant transcendante, l’ensemble 
des racines p; peut être dénombrable ; aussi, la sommation de (3.45) 
se fait-elle de l'unité à l'infini. Si Re p; 0 avec i = 1, 2, ..., 
le mouvement du système est stable. Dans le cas contraire, le systè- 
me est instable. Ainsi, tout comme dans le cas des systèmes sans 
retard, le système à retard sera stable si et seulement si l’équation 
caractéristique du système 


1+W()=0, (3-47) 


où W, fonction de transfert en boucle ouverte, ne possède pas de 
racines droites. 

Il est clair que pour l'étude de la stabilité de l'équation (3.47) 
on peut utiliser la décomposition en D, puisque tous les raisonne- 
ments du $ 5 du présent chapitre ne 
changent pas. D'autre part, pour de tels 
systèmes on peut appliquer le critère de 
Nyquist; il est vrai que, par rapport 
au $ 4, il faut modifier quelque peu la 
marche des raisonnements. Tout comme 
dans ce paragraphe, examinons la fonc- 
tion 


Les nombres A je” sont les résidus de la fonction 


S@=1+W(), (3.48) 


dont le numérateur est la fonction ca- 
ractéristique en boucle fermée, et le 
Fig. 3.20. Contour T sui- dénominateur, le polynôme caractéris- 
vant lequel se calcule l’ac- tique en boucle ouverte. Examinons 
re y ; argument l'accroissement de l'argument de la fonc- 
: tion S (p) en parcourant le contour F, 
composé de tronçons de l’axe imagi- 
naire à partir de —(2kx/t) j jusqu'à (2kx/v) j, où k est un nombre 
entier, et de circonférence C, de rayon p — 2kx/t, située à droite 
de l'axe imaginaire (fig. 3.20). De plus, si des racines de l’équation 
caractéristique en boucle ouverte 


Q(p)=0 


reposent sur l’axe imaginaire, elles sont contournées suivant les 
demi-circonférences de rayon e. Nous suivrons le contour I' dans 
le sens négatif, c’est-à-dire dans celui de l’horloge. D'après le prin- 
cipe de l'argument, 


À. arg S(p)=2rx(d)—r,)e (3.49) 
sur 


où d, et r, sont respectivement le nombre de racines de Q (p) et 
R (p) à l’intérieur du contour l. La condition nécessaire et suffi- 
sante de la stabilité est l’absence, pour p —+ œ et e — 0, c’est-à- 
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dire dans le demi-plan droit, de racines de R (p) à l’intérieur du 
contour ['. (3.49) permet d'obtenir la condition nécessaire et suffi- 
sante de la stabilité sous la forme: 


A arg S (p) = 2nd, (3.50) 
sur L 
pour p—co, £8—0 


où d est le nombre de racines droites du polynôme Q (p). Mais 


sur 
pour p—oco, £—0 — 00 — 00 pour p—cæ 


A arg S(p)}— À argS*(jw)+ A  argS(p), (3.51) 
w sur Cp 


où S* (jo), tout comme au $ 4 du présent chapitre, est la caracté- 
ristique S (jw) dont les discontinuités sont fermées par les arcs à 
rayons infiniment grands à accroissement (—sx) de l'angle d'arc; 
ici s est la multiplicité de la racine de Q (p), qui repose sur l’axe 
imaginaire, pour laquelle on examine la discontinuité. Considérons 
le deuxième terme. Avec À —+ oc, le rayon p —+ co. Même si n — m, 
il est clair que 


lim S (p)= So» 


sur Cp 


. arg S (p)= 0. 


De la sorte, la condition nécessaire et suffisante de la stabilité devient 


À arg S*(jw) = 2rd. (3.52) 


-0œ—o 


Si S (jw) = S, (w) + jS: (w), alors, comme aux paragraphes précé- 
dents, on montre sans peine que $, (w) est une fonction paire; 
S2 (w), une fonction impaire, c’est-à-dire, lorsque w varie de —o 
à O, la branche S* (jo) est sa réflexion lorsque w varie de 0 à oo. 
Il s'ensuit que 


A argS*(jw)=2 À arg S* (jo). (3.53) 


— 00 — 00 0 —co 


En vertu de (3.52) et (3.53), on obtient la condition nécessaire et 
suffisante de la stabilité sous la forme de 


A [1+W*(jo)]= nd. (3.54) 


0— 
C'est là le contenu du critère de Nyquist. 
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$ 8. STABILITÉE STRUCTURELLE 


Pratiquement, lors de la conception d’un système de réglage, il 
peut s'avérer qu'aucun ensemble des paramètres de réglage ne rend 
le système stable. Dans la plupart des cas ceci s'explique par le 
fait que le système possède une tare organique: il est structurelle- 
ment instable. Soit, par exemple, le système de la forme représentée 
sur la figure 3.21, a. Son équation caractéristique s'écrit 


TT ap° (Tap +1)+k=0. 


Le coefficient de l'équation affecté à p est identiquement nul, 
c’est-à-dire la condition nécessaire de stabilité n’est pas remplie, 
cette condition imposant la positivité de tous les coefficients de 
l'équation caractéristique. Cette circonstance est due à la structure 
du système et non pas aux valeurs de ses paramètres. 


ÿ 


Fig. 3.21. Systèmes structurellement instable (a) et structurellement stable (b) 


Disons que le système est structurellement instable si aucun 
changement de ses paramètres ne permet d'atteindre la stabilité. 

Pour un système sans retard structurellement instable certains 
coefficients de l'équation caractéristique sont identiquement nuls. 
Ceci est le critère de l’instabilité structurelle. 

Si la structure d’un système est réduite à une boucle, sa fonction 
de transfert s'écrit 


n 
Pi(p) 
W«)= II Qi) * 


Si chaque élément à fonction de transfert P; (p})/Q1 (p) est stable, 
l'équation caractéristique en boucle fermée 
ñn n 
[IL P:(p)+ [T Q:(p)=0 
i=1 i=1 
ne possède pas de coefficients nuls et alors le système est structurelle- 
ment stable. Il s'ensuit que l’instabilité structurelle peut être due 
à la présence des éléments astatiques et conservatifs. Comment 
procéder dans le cas où le système est structurellement instable ? 
Ï1 faut modifier les propriétés des éléments qui sont à l’origine de 
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l'instabilité structurelle. Par exemple, si un des éléments intégrants 
du système de la figure 3.21, a est entouré d’une boucle de contre- 
réaction (fig. 3.21, b), le système‘devient structurellement stable. 
En effet, la fonction de transfert de l’élément intégrant à retour 
s'écrit 


1 
WMiE=rT: 


c'est-à-dire une fois que l'élément intégrant est doté de contre- 
réaction, il devient apériodique. 


L'équation caractéristique se met ne 
alors sous la forme : ap (7 P*1) 


Tap (Tip + 1)(Tep + 1) +k=0 


et elle peut être stable si, par 
exemple, # est suffisamment petit. pig. 3.22. Détermination de la 
Ainsi, pour éliminer l'instabilité présence du terme principal dans 
structurelle il faut munir de contre- un système à retard 
réaction les éléments qui provo- 
quent ce phénomène, c'est-à-dire il faut modifier la structure du 
système. 
Le critère de l'instabilité structurelle des systèmes à retard est 
donné par le théorème du terme principal de Pontriaguine. 
L'équation caractéristique des systèmes à retard s'écrit sous la 
forme 


m ñ; 
2 De (CZ at piÀ) = 0, 


en outre, T2 Te >... >> Tm > 0, c'est-à-dire les termes de 
l'équation caractéristique sont répartis en fonction de la diminution 
de l’indice de t. On dit que l'équation possède un terme principal si 
mM>nm(i=2,...,m). 

Par exemple, l'équation caractéristique du système représenté 
sur la figure 3.22 est de la forme: 


PTT ep (Tip + 1) (Tap + 1) + kiks = 0. 


Il contient le terme principal égal à T,T,T.4ertp. Mais si l'équation 
caractéristique ne possède pas de terme principal, le système est 
instable à l'avance. Notons que ce critère est suffisant mais non pas 
nécessaire. 


CHAPITRE 4 


PERFORMANCES 
DES SYSTÈMES ASSERVIS 


$ 1. CRITÈRES DE PERFORMANCES PRINCIPAUX 


Lors de l'étude des systèmes de commande asservis il faut non 
seulement résoudre des problèmes liés à la stabilité, mais encore 
s’efforcer d'assurer l’allure souhaitée des processus stationnaires et 
transitoires dont le système est le siège. L'ensemble des prescriptions 
imposées à la précision, rapidité, régularité du processus de réglage, 
etc., est réuni sous la notion de performance. 

Examinons le schéma fonctionnel généralisé d’un système asservi 
(fig. 4.1). Supposons que W, (p) peut être interprété comme la fonc- 


Fig. 4.1. Structure généralisée d'un système asservi 


tion de transfert de l’objet de réglage, et W, (p), comme la fonction 
de transfert du régulateur. Alors, X (p) sera la coordonnée réglée, 
X, (p), la consigne et F (p), la perturbation appliquée à l’objet. 
Il s’agit, certes, des transformées de ces grandeurs au sens de la 
transformation de Laplace. Puisque l'exploration porte sur un 
système linéaire, on obtient, en appliquant le principe de superpo- 
sition, 


_ W(r)Xo(p)+W:(p) F(p}+ 4 (p) 
où W (p) est la fonction de transfert en boucle ouverte: W (p) = 


— W, (p) W, (p); À (p), le terme qui rend compte des conditions 
initiales non nulles. 

L'expression (4.1) s'appelle fonction de transfert ou transmittan- 
ce généralisée. Si on prend la transformation de Laplace inverse de 
cette expression, on obtient le processus de commande avec les 
critères de performance qui nous intéressent. Lors de l'analyse de la 
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performance d'un système asservi, il faut donc tenir compte non 
seulement des propriétés du système lui-même, mais encore du point 
d'application de l’action extérieure, de la forme de cette action et 
des conditions initiales. Autrement dit, nous nous intéressons aussi 
bien aux zéros qu'aux pôles de la fonction X (p). Rappelons que pour 
étudier la stabilité il fallait analyser seulement la répartition des 
pôles de cette fonction. Il s'ensuit que la performance est bien plus 
difficile à étudier que la stabilité. 

Pour analyser les performances d’un système il importe de conve- 
nir quelles sont les actions extérieures que ce dernier doit subir. 
Dans les cas courants on résout l’un des problèmes suivants: 

les données portent : 

sur une forme concrète de l’action extérieure, par exemple, les 
fonctions de saut, à accroissement linéaire ou harmonique; 

sur la classe des actions extérieures, par exemple, à l’entrée de 
l'objet est appliquée une perturbation sinusoïdale à amplitude limi- 
tée et à marge des fréquences connue ; 

sur les propriétés statistiques de l’action extérieure; dans ce cas 
le processus de commande ne peut être évalué qu'au sens statistique. 

Les deux premiers sont des problèmes déterministes, et le troisie- 


me, stochastique. Notons que la résolution d’un des problèmes posés 
n’assure pas le comporte- 


ment convenable du systè- 
me dans le cas des actions 
d'une autre forme. 

Dans le présent chapi- 
tre nous ne résoudrons que 
le premier problème. La 
forme typique du proces- 
sus de commande due à la 
variation en saut de la ty te É £ 
consigne est représentée 
sur la figure 4.2. On rap- Fig. 4.2. Forme typique du processus de 
porte aux critères de perfor- commande 
mances d’un tel processus : 

le temps de réponse t,, l'instant déterminé à partir de la condi- 
tion telle que pour t >> #,, l'écart de la coordonnée réglée par rap- 
port à la valeur stationnaire de x, ne dépasse pas en valeur absolue 
une zone À choisie à l'avance ; en général, dans les systèmes linéaires 
les processus transitoires durent un temps infiniment long, pourtant 
pour t — t, le processus de commande est considéré comme achevé, 
la variation ultérieure de z à l’intérieur du « tube » de tolérance 
+ A (sur la figure 4.2 ce « tube » est visualisé par le pointillé) n'im- 
porte pas pour l'évaluation de la performance du système ; la valeur 
numérique de la zone À est choisie suivant le problème de commande 
concret entre 3 et 5% de la valeur stationnaire; 

le temps d'établissement t,, l'instant auquel la grandeur de 
sortie x devient pour la première fois égale à la grandeur imposée x; 
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le temps de montée t,, l'instant où apparaît le premier extre- 
mum ; le dépassement ©, la quantité qui caractérise l’excès maximal 
de la coordonnée réglée par rapport à la valeur stationnaire ; généra- 
lement, c’est le premier « pic » de la courbe d’un processus transi- 
toire; la quantité © est souvent calculée en pour cent de la valeur 
stationnaire ; 

la propriété oscillatoire z7 du système, le nombre d'oscillations 
ou de demi-oscillations par rapport à la valeur stationnaire; 

la précision stationnaire déterminée par l'erreur statique àô. 
c’est-à-dire par la différence entre les valeurs affichée et réelle dela 
coordonnée réglée ; 

la forme du régime transitoire; les processus de réglage ou de 
commande peuvent être oscillatoires, apériodiques, monotones, etc. 

Il importe de noter que sans l'analyse de la tâche technologique 
concrète il est impossible de donner la préférence à l’un quelconque 
des critères de performances. De la même façon il est absolument 
impossible d'établir à partir de la théorie de la commande automa- 
tique la valeur désirée de ce critère. Par exemple, lors du réglage de 
la température dans le régénérateur qui fonctionne à des températu- 
res élevées limites. le dépassement est absolument inadmissible 
du fait qu’une température supérieure à la valeur nominale entraîne 
le grillage du cataliseur. Si le même régénérateur fonctionne à des 
températures plus basses et l'écart de la température par rapport à sa 
valeur nominale rend incomplete la combustion des dépôts houillers. 
il est raisonnable d'imposer au temps de réponse une valeur mini- 
male, les valeurs de dépassement admissibles étant très grandes. 
Pour d’autres tâches technologiques le temps de réponse et le dépas- 
sement doivent être inférieurs à certaines valeurs. 

Envisageons l'analyse des performances comme le choix des 
paramètres du système (constantes du temps, gains des éléments 
isolés) dans le cadre de la structure donnée susceptible d'assurer la 
valeur requise des critères de performances. À cet effet. supposons 
que la stabilité est déjà calculée. En règle générale, le calcul statique 
est également déjà fait, c'est-à-dire le gain du système nécessaire 
pour assurer la précision désirée est déjà établi. 

Après avoir construit le régime transitoire, il n'est pas difficile 
non plus de déterminer les autres critères de performances. Pourtant, 
une telle approche directe présente un inconvénient important. Si le 
régime transitoire obtenu est mauvais. il est difficile de dire com- 
ment il faut changer les paramètres du système pour l'améliorer. 
Aussi dans la théorie de la commande a-t-on établi des méthodes 
permettant de déterminer approximativement le temps de réponse. 
le dépassement et d'autres critères sans faire appel aux calculs 
compliqués. les paramètres du système et les évaluations obtenues 
étant associés d'une façon assez simple. 

Par la suite, le choix préalable des paramètres d’un système peut 
être amélioré par la construction exacte du processus de commande. 


« 


L'utilisation à une large échelle dans la pratique de la recherche 
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et de la conception des systèmes asservis des techniques analogiques 
et numériques actuelles permet de résoudre ce problème avec le mi- 
nimum de frais de travail et de temps. On peut évaluer simultané- 
ment l'influence de la non-linéarité, puisque dans le calcul d’un 
système réel le calcul des performances d’un système linéarisé doit 
étre envisagé seulement comme le premier pas, un pas d'essai. 

En principe, les méthodes de l’analyse des performances peuvent 
étre classées en trois groupes: celles qui explorent la répartition des 
zéros et des pôles de la fonction de transfert généralisée, les méthodes 
intégrales et les méthodes fréquentielles. 


$ 2. MÉTHODE DU LIEU DES RACINES 


Cette méthode grapho-analytique permet d'étudier le mouve- 
ment des racines d'une équation algébrique dans le plan p pour la 
variation de tout paramètre du système, généralement, du gain 
total. Dans les problèmes de Ja théorie de la commande, le plus 
d'intérêt présentent les trajectoires des mouvements des racines de 
l'équation caractéristique en boucle fermée. 

Si le lieu des racines est construit, la position de toutes les racines 
de l'équation caractéristique est déterminée pour toute valeur du 
gain k. Alors, le problème de la stabilité du mouvement se résout 
sans peine directement d’après la disposition des racines. Le gain 
critique À .# est alors la valeur de # telle que ne serait-ce qu'une raci- 
ne repose sur l’axe imaginaire, et toutes les racines restantes, dans 
le demi-plan gauche. 

Puisque pour le système d’un ordre quelconque, après la cons- 
truction du lieu des racines, les valeurs numériques des racines 
sont connues, en étudiant la performance d’un système asservi on 
peut faire appel au développement de Heaviside. Les formules 
de ce développement sont ramenées à une forme telle que toutes les 
données nécessaires pour la construction du régime transitoire s’ob- 
tiennent directement du tracé du lieu des racines. Leur analyse 
montre que, lors de l'exploration de la performance. on peut se 
borner dans de nombreux cas à l'examen d'une seule paire de racines 
complexes conjuguées, les plus proches de l’axe imaginaire. Ces 
racines s'appellent pôles dominants du fait qu'elles déterminent 
presque complètement le régime transitoire. Ceci a suggéré l’idée 
de remplacer le système d’un ordre élevé par un système équivalent 
du deuxième ordre. En utilisant la notion de pôles dominants, il 
n'est pas difficile d'obtenir des évaluations très simples et exactes 
du temps de réponse et du dépassement et de trouver les limites de 
leur application. 

L'exactitude de la méthode est définie par la précision des cons- 
tructions graphiques, mais cette précision est suffisante pour la ré- 
solution des problèmes pratiques. 
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Equations des phases et des amplitudes 


Soit l'équation caractéristique en boucle fermée 


Q (p) + kP (p) = 0. (4.2) 
kP (p)Q (p) = —1. (4.3) 


Le premier membre de l'équation (4.3) s'appelle fonction de transfert 
équivalente. Si k est le gain total et le système est à une boucle, 
alors une telle fonction coïncide avec la fonction de transfert en 
boucle ouverte. S'il n’en est pas ainsi, la fonction de transfert équi- 
valente peut ne pas avoir de sens phy- 
sique, et en particulier, l’ordre du nu- 
mérateur peut être supérieur à celui 
du dénominateur. 

Ramenons la fonction de transfert 
équivalente à la forme commode pour 
son utilisation dans la méthode des 
lieux des racines: 


kP (p)/C (p)= 
= k ul (p— P/[] (p— pi}, (4.4) 


où p}? sont les zéros de la fonction; 
Pi, les pôles de la fonction; mm, le 
nombre de Zéros; n,le nombre de pôles: k’, le gain conven- 
tionnel, proportionnel au gain ordinaire, c'est-à-dire k” — k/N. 

Les grandeurs W, m, n, p?, p;: se calculent simplement d’après 
la structure du système. 

Puisque p est une variable complexe, en tenant compte des nota- 
tions *) de la figure 4.3, (4.4) peut être décomposée en deux équa- 
tions : 

l'équation des phases : 


On en tire 


Fig. 4.3. Notations principales 
dans le plan p 


m ñn 


arg kP(pNQ(= ZX p—ÙD m=+(@it+i)n, i=0, 1, 2, 
(4.5) 
et l'équation des amplitudes: 


kP (p}1= 10 (p)1 où & [] = N Li. (&.6) 


Rappelons que la phase du vecteur —1 est un nombre impair de x. 


*) Ici et sur les ne qui suivent la position du pôle est visualisée par 
une petite croix, et celle du zéro, par un petit cercle. D'autre part, la lettre 
dans le cercle indique le caractère du plan complexe. 
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Le lieu géométrique des points dans le plan p qui satisfont à 
l'équation (4.5) s'appelle lieu des racines, dont chaque point, pour 
une certaine valeur du gain k, est une racine de l'équation caractéris- 
tique en boucle fermée. La valeur du gain se calcule à partir de 
l'équation (4.6). Cette opération s'appelle graduation du lieu des 
racines en valeurs de #. Ce qui vient d’être dit entraîne que le ca- 
ractère de la performance du lieu des racines ne peut être déterminé 
qu’à partir de l'équation des phases. 

Exemple 4.1. Construire le lieu des racines et explorer la stabi- 
lité du système de la figure 4.4, a. 

À la chaîne directe du système asservi sont branchés en série les 
éléments intégrant et apériodique; donc 


k k' 
QE P(TP+1)  (p—P1)(P—P3) ? 
où 
= 0; pe= AT; N=T et k'—= Nk. 


Le numérateur de W (p) ne dépendant pas de p, au lieu de > 9! 
de l'équation des phases il faut écrire zéro, et au lieu ide [IA de 


Fig. 4.4. Structure du système asservi (a) et lieu des racines (b) explorés par 
l'exemple 4.1 


l'équation des amplitudes, l'unité. Marquons les pôles p, et Ps 
dans le plan p (fig. 4.4, b) et trouvons par la méthode des approxima- 
tions successives les points qui vérifient l'équation des phases 


P1 + P2 = TA. 


Par exemple, si on élève à partir du point O (milieu du segment 
P1P+<) une perpendiculaire, le point À (et tous les autres points qui 
reposent sur la perpendiculaire) appartient au lieu des racines, 
puisque le triangle p,Ap, est équilatéral. Le gain en À s'obtient à 
partir de l'équation 


k A — Nlilo. 
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Les flèches sur le lieu montrent la direction dans laquelle croît k. 
L'équation des amplitudes montre qu'en B la valeur de k sera plus 
grande qu'en À. Le lieu construit montre que pour de petites valeurs 
de k, les racines sont réelles, avec l'augmentation de k elles se rap- 
prochent et forment en © une racine multiple; lorsque k continue 
de croître elles deviennent complexes conjuguées à partie réelle 
négative constante. Or, cela signifie que le système est stable quelle 
que soit la valeur du gain. Lorsque k est choisi, par exemple, avec 
kA, la valeur numérique des racines de l'équation caractéristique en 
boucle fermée s'obtient sans peine directement à partir de la figu- 
re 4.4, b. En appliquant les équations déduites pour l’étude de l’élé- 
ment oscillatoire, on peut aussi bien évaluer au préalable la perfor- 
mance. que construire le processus transitoire. 

Dans ce problème bien simple des conclusions analogues pour- 
raient être obtenues analytiquement, en cherchant les racines de 
l'équation caractéristique en boucle fermée. Pourtant, pour un 
système d’un ordre plus élevé, l'approche analytique est sans pers- 
pective, alors que dans la méthode du lieu des racines elle ne pré- 
sente pas de difficultés de principe. 

La construction du lieu des racines peut être rendue beaucoup 
plus facile si on met à profit certaines de ses propriétés. 


Propriétés du lieu des racines 


1. Le nombre de branches du lieu est égal à l’ordre de l'équation 
caractéristique. Ceci s’ensuit du théorème fondamental de l'algèbre. 

2. Chaque branche du lieu est une fonction continue du gain #. 
Ceci se déduit de la dépendance continue entre les coefficients de 
l'équation et ses racines. 

3. Les branches du lieu des racines sont symétriques par rapport 
à l’axe réel. Ceci est vrai puisque dans l'équation à coefficients réels 
les racines peuvent être soit réelles, soit complexes conjuguées. 

4. Les branches du lieu des racines commencent avec À — 0 aux 
pôles de la fonction de transfert équivalente et se terminent avec 
k — oc soit aux zéros soit à l'infini. En effet, pour À — 0, l’équa- 
tion (4.2) se ramène à la forme 


Q (p) = 0, 


dont les racines coïncident avec les pôles de la fonction de transfert 
équivalente. Récrivons (4.2) en divisant tous ses termes par «: 


+ Q (p)+ P (p) = 0. 


Pour À — oo, m racines de l'équation tendent vers les zéros de la 
fonction, et n — m racines tendent vers l'infini. 

5. Les tronçons de l’axe réel appartiennent au lieu des racines 
si à droite de chaque point de ces tronçons repose un nombre impair 
de zéros et de pôles. Ceci s'ensuit directement de l'équation des 
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phases si on tient compte que les pôles complexes conjugués, ainsi 
que les pôles et les zéros réels reposant à gauche du point considéré, 
donnent la phase résultante nulle. alors que chaque pôle ou zéro réel 
qui repose à droite, donne la phase x. 

6. Propriétés asymptotiques du lieu. Les asymptotes du lieu des 
racines déterminent son comportement dans le cas de grandes va- 
leurs de k. Pour établir la forme des asymptotes, récrivons l’équa- 
tion (4.2), compte tenu de (4.4): 


Q()+EkP(p) = [ (p—p3+k" [ (p—p)=0 (7 
ou 
p" + Bip“1+... + k" (pt + Apt +...)=0, 
où 
ñn m 
B, — 2 Pi; A = 2 Pi. 
Introduisons 
1 
my—=1/k" et q=mi "p. 
Il vient 
n n-1 m m1 
D + Bt ++ 4 L+...=0. (48) 
mm mi" mir mm 


En multipliant par m,"-" et en admettant que m, — 0, ce qui cor- 
respond à la croissance illimitée de k’, on obtient 


1 
g"+qg"=0, c'est-à-dire gg, —(—1)"" — ei, (4.9) 


peer i —0, 1, 2, ..., (n—m—1). 


n—m 


Par conséquent, la position des racines qui tendent vers l'infini est 


1 
pi =(k)"7" ex. (4.10) 


En écrivant p sous la forme de ©, + pi, portons cette valeur dans la 
formule (4.7) et retenons les termes qui contiennent k’ de degré 
non inférieur à (7% — 1)/(n — m). Après des transformations peu 
compliquées mais lourdes, on obtient 


—N0Ox — B; + mo, + Ai = 0. (4.11) 
On en tire 
Pi P 
is 2, 412 
a n—m n—m : (4.12) 
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Finalement, l’équation des asymptotes peut s'écrire: 
1 


p=0a+(k)" "er i=0,1,2,...,(m—m—1), (413) 


les valeurs de ses 0, et 0; sont calculées dans ce qui précède. L'équa- 
tion (4.13) est interprétée graphiquement comme la somme des 
vecteurs 7 et 2 (fig. 4.5), d'où il s'ensuit que les valeurs de p sur 
l'infini qui appartiennent au lieu des racines, sont déterminées par 
l'extrémité du vecteur 2. Puisque le nombre de racines qui vont à l’in- 
fini est (7 — m), le nombre des asymptotes sera le même. (4.13) 
entraîne que les asymptotes concourent en 
.. © un point sur l'axe réel et forment une 
é À À p étoile d’asymptotes. Ce point, de coordon- 
| 7 nées 6, s’appelle centre de l'étoile d'asymp- 
totes. La pente des asymptotes par rapport 
à l’axe réel est notée G6;. Naturellement, 
les asymptotes sont symétriques par rap- 
port à l’axe réel. Pour À —+ , les branches 
du lieu des racines tendent asymptotique- 
ment vers le vecteur 2. Généralement, 
même pour des valeurs de A relativement peu 
Fig. 4.5. Interprétation grandes, les branches du lieu reposent 
graphique de RUN très près de leurs asymptotes. 
des mproies (6) L'ordre de la construction du lieu 
est le suivant: composer l'équation ca- 
ractéristique en boucle fermée pour déterminer la fonction de 
transfert équivalente; définir ses zéros p?, pôles p et constante 
N; porter sur le plan complexe p les valeurs des zéros et des 
pôles; construire les asymptotes du lieu; déterminer les points de 
l'axe réel qui appartiennent au lieu des racines; choisir un point 
arbitraire dans le plan p et le relier à tous les zéros et pôles. Déter- 
miner d’après le graphique les angles ; et 4. par exemple, à l’aide 
d'un rapporteur. 

Si les valeurs des angles trouvées satisfont à l'équation des 
phases, le point p retenu appartient au lieu des racines; mais si 
les phases sont en excédent ou déficientes, on choisit un autre point p 
en calculant de nouveau les angles. Généralement. pour obtenir le 
résultat désiré, deux ou trois approximations suffisent. 

Notons, que puisque les asymptotes sont construites, la configu- 
ration du lieu est déjà évidente, et dès la première vérification il 
devient clair où doit être déplacé le point p. Bien plus, dans la plu- 
part des cas. il convient de déterminer la position exacte d’un seul 
point, par exemple, celle du pôle dominant. Certaines erreurs com- 
mises lors de la construction d’autres points du lieu n'influent pas 
sur le résultat final. 

Lorsque le lieu est construit, on détermine graphiquement pour 
plusieurs points les modules des vecteurs l; et {, et d’après l'équation 
des amplitudes on établit la valeur de Æ pour chacun de ces points. 
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Autrement dit, on procède à la graduation du lieu en valeurs de k. 
Il est évident que dans ces conditions on détermine également la 
valeur de Æ.. au point d’intersection du lieu avec l’axe imaginaire, 
K,. se calculant précisément suivant la formule (4.6) sans recourir 
à d’autres critères quels qu'ils soient. 

Exemple 4.2. Construire le lieu des racines du système à fonc- 
tion de transfert 


_ k(tTp+1) 
Fe (T1P+1)(TeP+1) ° 


W (p) conduit à 
Pi _— —1/+, P1 = —1/T;, Pe —= —A/T, et N = TEST: 


Les figures 4.6, a, b,c montrent l'influence de la position du zéro 
de la fonction sur la forme du lieu. Examinons la construction du 


nn 


Fig. 4.6. Influence de la position du zéro sur la forme du lieu des racines 


lieu de la figure 4.6, a. L’unique asymptote de ce problème se con- 
fond avec le demi-axe réel négatif. Sur l’axe réel les tronçons qui 
appartiennent au lieu des racines vont de — à À et de B à C. 
On peut démontrer analytiquement que pour les racines complexes 
conjuguées de l'équation caractéristique en boucle fermée, le lieu 
des racines est un cercle de centre en zéro (point À) et de rayon À. 
Pour déterminer R construisons encore un cercle de diamètre AC. 
Aux points de ce cercle, le déphasage produit par le zéro et le pôle 
est égal à —90°. Elevons la perpendiculaire en B jusqu'à son inter- 
section avec le cercle ainsi construit. Le point d'intersection D 
appartient au lieu des racines, donc AD est le rayon R cherché. 
Dans notre cas, il s’est avéré possible de construire Île lieu des racines 
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sans faire appel à la méthode des approximations successives. On 
voit que pour de petites valeurs de k, les racines sont réelles, lorsque À 
augmente elles deviennent complexes conjuguées, et lorsque sa 
croissance se poursuit. elles redeviennent réelles; en outre, une des 
racines tend vers zéro. alors que l’autre tend vers l'infini. La fi- 
gure 4.6. a représente la moitié supérieure du lieu, la partie infé- 
rieure lui est symétrique. 

Les formes typiques des lieux des racines d’autres systèmes 
sont représentées sur la figure 4.7, le triangle désignant la position 


4 


Fig. 4.7. Formes typiques des lieux des racines 


du pôle du système en boucle fermée. On suppose qu’en ces points 
les valeurs du gain À sont les mêmes. Il est aisé de voir que dans 
tous les exemples la paire des pôles complexes conjugués est la 
plus proche de l’axe imaginaire. Les autres pôles, même dans le 
système du sixième ordre, influent peu sur le processus transitoire. 


Construction du régime transitoire et évaluation 
de ses performances par la méthode du lieu des racines 


La transformée au sens de Laplace de la réponse du système 
à un échelon est de la forme: 


X(p)=Æ(p)+=c [[(p—pt)/[[(—pu) (444 
i=1 


i=1 


où X (p) est la fonction de transfert en boucle fermée par rapport 
aux variables qui nous intéressent ; pf: et pri, les zéros et les pôles 
de la fonction X (p); c, le coefficient constant. 
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Pour la structure donnée, le polynôme caractéristique a la même 
forme, indépendamment des variables d'entrée et de sortie. Lors 
de la construction du régime transitoire, tous les paramètres du 
système sont donnés, et donc, les valeurs des racines p,; sont con- 
nues. Elles sont déterminées à partir du lieu des racines. Les Zéros 
pti dépendent du point d'application de l’entrée, et leurs valeurs, 
dans la plupart des cas, sont établies sans peine à partir du schéma 
fonctionnel. En particulier, ils peuvent coïncider avec les zéros 
du système en boucle ouverte. 

Introduisons certaines notations dans le plan p (fig. 4.8, a, b). 
Visualisons la position du pôle pr; par un triangle, celle du zéro, 


Fig. 4.8. Notations principales dans le plan p utilisées pour la construction 
du régime transitoire par la méthode du lieu des racines 


pli par un rectangle et affectons à l'origine des coordonnées l'indice 
zéro (en général, c’est le pôle X (p) engendré par l'échelon unitaire). 
Affectons l'indice k au pôle qui donne lieu à la k-ième composante 
du régime transitoire, en conservant pour les autres pôles la nota- 
tion fi. 

Alors, compte tenu des notations adoptées, l'équation (4.14) 
entraîne 

ñn 


z(t) = K(0) [1 + D Mie VrePa], (4.15) 
k= 
où 
n L m L° 
M= [ ET; (4.16) 
i=1, igh i=1 “0i 
Ÿr — 2 Of — Er O;r — On. (4.17) 


Pour évaluer les performances du régime transitoire extrayons de 
l'équation (4.15) la composante définie par le couple dominant des 
pôles complexes conjugués p, et Pr+:: 


rt = —2Mye"%f sin (Bat + Ya + AO»), (4.18) 
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AG, =D 6f— D 6. (4.19) 
ES | im 1 
ik, h+1 


En analysant cette composante, nous pouvons obtenir des évalua- 
tions très efficaces de la performance. Puisque le lieu des racines 
est construit, nous voyons tout de suite si les pôles dominants existent 
ou non et, par suite, il devient clair dans chaque cas concret si les 
évaluations obtenues sont applicables. Dérivons l’équation (4.18) 
par rapport au temps et annulons la dérivée. En résolvant l'équation 
obtenue, cherchons le temps de montée: 


Le = (x — A6;)/Bx. (4.20) 
En portant t, dans (4.18), on obtient l'évaluation du .dépassement 
o — Be” %rPn, (4.21) 
où 
és L}, ka Loi i e” A6,,/B 
ses | Fr Il Tee ROORIER (4.22) 
TR RE 


Le terme e “*"/x détermine le dépassement dans un système du 
deuxième ordre. L'analyse de cette fonction a été faite lors de l’étude 
de l’élément oscillatoire. Le coefficient de correction B rend compte 
de l'influence des autres zéros et pôles sur le dépassement provoqué 
par les pôles dominants. 
L'évaluation du temps de réponse peut être donnée par l'enveloppe 

du processus oscillatoire 
2Mk 

A 9 


(4.23) 


2 1 
Lr = ru In 
où À est la largeur du « tube » de tolérance. 


$ 3. CRITERE « DEGRÉ DE STABILITE » 


Cette méthode permet de juger seulement d’une performance, 
du temps de réponse. Il est évalué d’après la composante à constante 
d'amortissement la plus petite, le coefficient de cette composante 
étant supposé égal à l'unité 


z(t) = et, (4.24) 


où « est la partie réelle de la racine la plus proche de l’axe imagi- 
naire. 

Si le lieu des racines est déjà construit, les conditions énoncées se 
vérifient sans peine ; dansle cas contraire les résultats obtenus peuvent 
être insatisfaisants. Il est avantageux d'appliquer l’équation (4.24) 
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si la fonction de transfert ne possède pas de zéros. La méthode ne 
tient pas compte du point d'application de la perturbation et des 
conditions initiales. D'autre part, même les valeurs identiques de & 
n'assurent pas des temps de réponse identiques, c’est-à-dire l’évalua- 
tion donnée par la méthode est grossière et peut être plus grande 
ou plus petite que la grandeur réelle. Cependant. sa simplicité lui 
assure une large application. Dans le cas le plus défavorable. les 
erreurs de calcul sont décelées à l’étape de la simulation du système 
et indiquent que les calculs doivent être repris par d’autres méthodes 
d'évaluation du temps de réponse. 

Menons sur le plan p (fig. 4.9, a) une droite en pointillé qui passe 
par la racine la plus proche de l’axe imaginaire et parallele à cet 
axe. Appelons « degré de stabilité » le décalage n. En vertu des pro- 
priétés de l’exponentielle, on a pour une largeur du «tube» de 
tolérance de +5 %: 


ê — 3/1. (4.25) 


Si le temps de réponse désiré est imposé, d’après l'équation (4.25) 
on peut calculer le « degré de stabilité » désiré. Si c’est la répartition 


© 


_ 


Fig. 4.9. Illustration de la notion « degré de stabilité » dans le plan p (a) 
et dans le plan v (b) 


des racines qui est donnée, on détermine d’abord le « degré de stabi- 
lité » pour évaluer ensuite le temps de réponse. 

Cherchons les conditions sous lesquelles il n’existe pas de racines 
à droite de la ligne en pointillé, c'est-à-dire les conditions telles que 
le système possède un « degré de stabilité » non inférieur à celui 
qui est donné. Soit l’équation caractéristique en boucle fermée 


G (p) = 0. (4.26) 
Réalisons la substitution: 
P=y—1n-: 
Il vient, alors, 
Gi (y) = 0. (4.27) 


Si le polynôme G; (y) satisfait aux conditions de Hurwitz, les parties 
réelles des racines y, sont négatives. Par conséquent, les racines p: 
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reposent à gauche de l'axe déplacé, le degré de stabilité du système 
n’est pas inférieur à la valeur donnée, et le processus de réglage se 
termine plus vite qu'il le faut. Si dans les conditions de Hurwitz 
on remplace les inégalités par des égalités, une racine ou une paire 
de racines complexes conjuguées se retrouvent sur l’axe imaginaire 
déplacé. Dans ce cas, le temps de réponse est égal à la valeur imposée. 

On peut également formuler le problème inverse: calculer la 
valeur de n à partir des conditions aux limites de Hurwitz, et, d’a- 
près le « degré de stabilité » trouvé, évaluer la rapidité du système. 
Notons que dans le critère « degré de stabilité » la performance est 
analysée par les méthodes de la stabilité. 

Exemple 4.3. Déterminer pour le système décrit par l'équation 


ao” + at” + 4,7 + a3 z = 1 (t), 


la performance du régime transitoire et évaluer le temps de réponse. 
Ecrivons l'équation caractéristique 


aop° + &p° + a2p + as = 0 


et transformons quelque peu ses coefficients: divisons par a, et 
remplaçons la variable v — Ÿ ao/asp. Alors, on obtient: 


u + Aju° + Av + 1 = 0, (4.28) 


où 

Ar a,/}/ aa; et À — a// agi. (4.29) 
Les coefficients À, et À. s'appellent paramètres généralisés de 
Vychnégradski. Il faut toujours qu'à droite de l’axe parallèle à l’axe 
imaginaire et déplacé de la grandeur n, (fig. 4.9, b) il n’y ait pas 
de racines de l'équation (4.28). Puisqu'on passe dans un nouveau 
plan complexe ?, il faut recalculer la valeur du « degré de stabilité »: 


To = Ÿ Go/a3n. (4.30) 


En introduisant encore une substitution, récrivons l'équation (4.28) : 
Boyr + Biÿo + Boÿr + Ba = 0. (4.31 
où 
Yo = +); 
Bo=1; Bi—Ai—3n; Br— A42—24n+3n% et 
B3 = 1 + Ain — Aono — M 
D'après le critère de Hurwitz, on a 
Bo>0; B>0;, B:>0; B,>0; B,B: — B,B;3 > 0. 
Si pour n. choisi les conditions de Hurwitz sont observées, le « degré 
de stabilité » du système est plus grand que celui qui a été imposé, 


et par suite, la rapidité désirée est assurée. Si les clauses de rapidité 
sont rendues plus rigoureuses, c’est-à-dire si on augmente n,, les 
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Fig. 4.10. Diagramme de Vychnécradski 


conditions de Iurwitz peuvent être compromises. Par exemple, le 
coefficient B, peut devenir négatif, et sans modifier les paramètres 
il est impossible d'obtenir le temps de réponse désiré. 

Dans les systèmes du troisième ordre, il est commode d'utiliser 
pour l’analyse des performances le diagramme de Vychnégradski, 
qui se dresse en coordonnées À, et À, (fig. 4.10). Sur le diagramme 
de Vychnégradski le domaine de stabilité qui repose plus haut que 
l'hyperbole 14,4, = Î est divisé en trois sous-domaines par les 
courbes P, R ct Q. Les sous-domaines dégagés correspondent aux 
régimes transitoires oscillatoires (/). apériodiques (77) et monoto- 
nes (211). La figure 4.10 montre également la position des racines 
de l'équation caractéristique pour chacun des cas. Montrons sur 
l'exemple de la ligne P quelles sont les considérations qui peuvent 
servir pour déduire les équations de ces courbes. On comprend sans 
peine que pour tous les points de la courbe P les racines reposent sur 
la même verticale, sans qu'il y ait des racines multiples. Ceci est 
possible si la condition 


B; = B; Fr — 0 et B3 >= 0 
est remplie. En effet, dans ce cas y, (y5 + B+) = 0 donne les racines 
Yn = O0 et Ys0,3 = j V B:. En y portant les valeurs de B, et B, 
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tirées de la formule (4.31), on obtient 
Ay— 3e = 0; (2.39 
1 + Aino — Aoo — 0 = 0. (4.33) 


En résolvant ensemble ces équations trouvons l'équation de la 
courbe P: 


2Ai — 94,4 + 27 — 0. (4.34) 


Cette dernière n’est vraie que pour B, > 0, c’est-à-dire pour 4: > 
> 4/3. La racine la plus proche de l'axe imaginaire sera réelle si 


Bs=0; B,>0 et Be: > 0; (4.35) 

c'est-à-dire si on observe la condition (4.33). Ceci peut s’écrire 
1 

A = — 0 + Mode (4.36) 


Si on se déplace suivant la droite, déterminée par l'équation 
(4.36) à partir du point W/ qui repose sur la courbe P (pour B, = 0) 
lorsque À, augmente, B, devient positif et il s'avère que les condi- 
tions (4.35) sont respectées. Ainsi, on a démontré que dans le domaine 
au-dessus de la courbe P, la racine la plus proche de l’axe imaginaire 
est réelle, et les deux autres racines sont complexes conjuguées. 
Le développement de Heaviside entraîne qu'à cette répartition des 
racines correspond le régime transitoire monotone. Des raisonne- 
ments analogues conduisent aux équations des courbes R et ©, 
ainsi qu'à la forme qualitative des processus caractéristiques des 
domaines J et ZI. L'équation (4.36) décrit la ligne de degré de sta- 
bilité égal. En faisant varier n,, on obtient la famille des droites qui 
reposent au-dessus des courbes P et Q. L'examen des conditions pour 
lesquelles la paire des racines complexes conjuguées est la plus 
proche de l’axe imaginaire permet d'obtenir l’autre équation des 
lignes de degré de stabilité égal : 


1 
= 7 À Mo (A4— 290); (4.37) 


qui est vraie au-dessous des courbes P et Q. 

Soient ao = 43 = 1; a = 2; a, — 2,1; alors À, = a;,; À: — 
—= 4: et n = 1n,- Portons le point aux coordonnées trouvées À, et 
A, sur le diagramme de Vychnégradski (point T dela figure 4.10). Ce 
pointreposesurlalignen, =0,5. On peutentirerla conclusion que dans 
le problème donné les racines complexes conjuguées sont dominantes, 
le processus de réglage est stable, oscillatoire. L’estimation du temps 
de réponse: {. — 3/0,5 = 6. Sion augmente a,, au début, la rapidité 
du système augmente, puis, lorsque le point 7 tombe dans le domaine 


à stabilité monotone, la rapidité diminue, le temps de réponse de- 
vient de plus en plus grand. 
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$ 4. ESTIMATIONS INTÉGRALES 


Les estimations intégrales de toute sorte se rapportent aux critè- 
res de performance généralisés qui caractérisent non pas les traits 
isolés des processus transitoires, mais le processus de réglage dans 
son ensemble. Le plus souvent on utilise les estimations intégrales 
linéaires et quadratiques. 


Estimations linéaires 


Introduisons un nouveau système de repérage et comptons la 
grandeur réglée à partir de la nouvelle valeur stationnaire. Nous 


la noterons encore x (t). Pour tout système stable la coordonnée x 
tend avec le temps vers zéro. Suppo- 


sons que la consigne change en éche- 
lon à l'instant { — 0. Si le système 
était idéal, il réagirait instantané- 
ment à la modification de la consigne, 
et la coordonnée réglée changerait sui- 
vant la ligne J (fig. 4.11). Or, dans 
un système mécanique réel, la pré- 
sence des masses, du frottement vis- Fig. 4.11. Détermination de 
queux (dans d’autres systèmes leurs l'estimation intégrale linéaire 
analogues) font que la coordonnée 

réglée ne passe pas instantanément au nouveau état stationnaire, 
mais que s’amorce un certain processus de réglage qui a, par exemple, 
la forme de la courbe 2. La différence entre le processus idéal et le 
processus réel peut être caractérisée par l'estimation intégrale linéaire 
(ou l’aire de réglage) J, 


= | z (0 dt. (4.38) 


0 


Sur la figure 4.11 cette aire est hachurée. L’estimation J, définit le 
processus dans son ensemble, mais sa valeur ne permet pas de juger 
des valeurs numériques d’autres performances. Par exemple, dans 
les systèmes de même aire de réglage, le temps de réponse peut 
s'avérer bien différent. Le domaine d'application de l'estimation J, 
est très borné; on peut l’utiliser, en particulier, seulement pour 
des processus faiblement oscillatoires. En effet, si le processus de 
réglage s'amortit mal, J, sera petite et la performance du système 
insuffisante. 

Si on veut approcher le processus de réglage réel au processus 
idéal, il faut minimiser l'estimation intégrale linéaire J, par le 
choix correspondant des paramètres de réglage du système. Notons 
que puisqu’aucune contrainte n’est imposée aux dérivées du signal 
z (t), le système synthétisé par minimisation de l'estimation J, 
peut donner lieu à des vitesses ou des accélérations inadmissibles 
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du point de vue pratique. Ceci témoigne du fait que la modification 
instantanée de la grandeur réglée peut ne pas toujours être, loin de 
là, considérée comme étalon de comportement d’un système asservi 
industriel. Exprimons J, comme fonction des paramètres du système 
et des conditions initiales. A cet effet considérons la transforma- 
tion de Laplace de la grandeur x (t) et passons à la limite pour p —+ 0. 
Le passage à la limite est admissible, puisqu'on examine les proces- 
sus stables, autrement dit, on observe la condition 


| Iz (Old < M. (4.39) 
0 


Alors, on obtient 
p—0 


De la sorte, pour déterminer l'estimation intégrale linéaire il faut 
trouver la transformée de Ja coordonnée zx (t) et annuler p. Après 
l'avoir effectué, on obtient pour les conditions initiales fixées J, — 
— J, (a), où a est le vecteur des paramètres de réglage du système. 
Il est souvent permis (d’après des considérations conceptuelles} 
de faire varier seulement un ou deux des paramètres du système. 
Ces paramètres sont choisis d’après la condition de minimisation 
de J, sous certaines contraintes supplémentaires. En particulier, 
on peut imposer que les racines de l'équation caractéristique soient 
seulement réelles. Ceci assure l'absence des composantes oscillatoires 
du régime transitoire. 

Exemple 4.4. Supposons que la fonction de transfert de l’objet 
de réglage (cf. fig. 4.1) est W, (p) = P (p}/Q (p); d'autre part, 
P (0) = Q (0) = 1. Comme régulateur choisissons le régulateur à ac- 
tion proportionnelle et intégrale à fonction de transfert W, (p) — 
= k (tp + 1)/tp. Il faut choisir les paramètres de réglage du régu- 
lateur (gain k et durée de flottement +) tels que, lors de la variation 
en échelon de la consigne, l’aire du réglage soit minimale. Dans ces 
conditions, il est nécessaire d'assurer aux composantes oscillaloires 
du processus de réglage un bon amortissement. 

Cherchons la fonction de transfert en boucle fermée par rapport 
à l'erreur de réglage e (e = zx) — x): 

Q(r)+p 
Ke) = Giprrtk Gt 0 Pt: 
Puisque, lorsque la consigne varie en échelon. l'erreur stationnaire 
du système donné est nulle, la formule (4.40) est vraie 


O9 


Fe Jet dt = lim E (p) . 


0 
0 P 


E (p) = KE (p)/p. 
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Ainsi, on a 


_ }; Q(P)TP _T 

Jo Pr (Q(r)Tr+k(tp+1)P (pp  k° 

La valeur minimale de l’estimation intégrale linéaire s'obtient pour 
la valeur maximale du rapport entre le gain et la durée de flottement 
ou temps d'intégration (pour max X/t). Comme l'estimation 
J, n’est applicable qu'aux processus faiblement oscillatoires, 
en choisissant le rapport k/* il faut chercher à satisfaire à certaines 
contraintes supplémentaires, par exemple, exiger que l’indice d’'oscil- 
lation (cf. $ 9 du présent chapitre) ne soit pas plus grand que sa 
valeur donnée à l’avance. Il convient également de tenir compte des 
contraintes imposées aux valeurs limites des paramètres de réglage 
des types concrets des régulateurs industriels. 


Estimations quadratiques 
Ecrivons l'équation du système asservi stable sous une forme 
matricielle : 
z' = Az. (4.41) 
Les conditions initiales sont données par le vecteur z (0). A titre 
d'estimation du fonctionnement du système choisissons l'intégrale 
de la forme quadratique: 


j= | TC dt, (4.49) 
0 


où C'est la matrice symétrique des coefficients de pondération. Intro- 
duisons 


t 
w (1) = w (0) + | x TCrat. (4.43) 
Ô 
Il est aisé de montrer que 
w (t) = 2TBx. (4.44) 
Les équations (4.42) et (4.43) entraînent que 
= Lu uw (t) — 1 (0). (4.45) 


Pour un système stable, lorsque t — co, x (t) — 0; par conséquent, 
u (t) — 0. Il vient 


J = —w (0) = —27 (0) Bz (0). (4.46) 


De la sorte, l'estimation intégrale quadratique dépend du vecteur 
des conditions initiales et de la matrice B qui pour le‘moment est 
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inconnue. En dérivant les équations (4.43) et (4.44) par rapport 
au temps et en tenant compte de l'équation (4.41) du système, on a 


Si w" (t) = xTCx = (27) Bz + 2xTBz' = 2T [ATB + BA]jzx. (4.41) 
Il vient immédiatement 
ATB + BA = CC, (4.48) 


dont la résolution permet de calculer B. En portant les conditions 
initiales données et la matrice B obtenue dans la formule (4.46) 
on calcule définitivement l'estimation intégrale quadratique comme 
fonction des paramètres du système et des conditions initiales. No- 
tons que B est une matrice symétrique. En effet, en transposant 
l'équation (4.48), on obtient 

BTA + ATBT = CT =cC. (4.49) 


B et BT étant les solutions d'une même équation, B = BT, 
c'est-à-dire B est une matrice symétrique. 

Exemple 4.5. Pour le système du deuxième ordre décrit par 
l'équation 


zx” — @z — 07 = 0 (4.50) 
calculer, sous les conditions initiales x (0) Æ 0; zx’(0) = 0: 
pe | Er? + 1° (x')]° dé (4.51) 


0 


comme fonction des conditions initiales et des paramètres du syste- 
me, ainsi que choisir la valeur de &, minimisant l'estimation quadra- 
tique J. L'introduction dans l’intégrande (4.51) du carré de la 
vitesse d'écart de la coordonnée réglée est due au désir d'éliminer 
les pics accusés du diagramme du régime transitoire, c'est-à-dire les 
vitesses élevées inadmissibles de la variation de la grandeur réglée. 
Examinons cette question de plus près. 

La fonction x (t) minimisant la fonctionnelle J en l'absence de 
contraintes quelles qu’elles soient, par exemple, du type (4.50), 
s’appelle extrémale. Dans la théorie de la commande automatique 
l’extrémale détermine le régime transitoire du système sous la con- 
dition que le minimum absolu de l'intégrale Jin min Soit assuré. La 
minimisation de la fonctionnelle, compte tenu des contraintes du 
type (4.50), donne la valeur Jin > Jmin miu- AUSSi, dans un systè- 
me de commande automatique même la forme des processus réels 
peut différer de celle de l’extrémale. Pourtant, on peut être sûr 
que le processus réel repose dans une certaine zone au voisinage de 
l'extrémale, dont la largeur est d'autant plus petite que la diffé- 
rence € = Jinin — Jmin min est moins importante. Par conséquent, 
l’extrémale est un étalon auquel nous voulons nous approcher en 
sélectionnant les paramètres de réglage qui minimisent la fonction- 
nelle, (l’estimation intégrale quadratique). En comparant l'extré- 
male obtenue avec la forme désirée du processus de réglage, on peut 
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conclure sur l’applicabilité de l'estimation intégrale retenue au 
cas concret, et au besoin modifier la matrice des coefficients de pondé- 
ration C. : 

Dans le calcul variationnel on démontre que l’extrémale est 
solution de l'équation d’'Euler qui, pour la fonctionnelle (4.51), 
est de la forme 


CS PR (4.52) 


o= zx (t) + 1° [zx (t)X. 


De plus, z (t) doit satisfaire aux conditions x (0) 0, x (oo) = 0. 
Calculons 
0@_ _ . 0 _9.2,7 
7 — 27 (t) : ar = 2t u A (£) et 
d op 
‘dt ôx' 


— 21°r" (£) : 


En portant ces valeurs dans l’équation d'Euler, on obtient 
tx” ()—z(t) = 0. 


L'équation caractéristique t*À* — 1 — 0 possède les racines À, — 
= æ+1/t. Par conséquent, la solution s'écrit 


x(f) = ce + celft, 


Pour les conditions aux limites données, c, = x (0); c, = 0. 
Finalement, on obtient que pour la fonctionnelle considérée 


L.] 


l'extrémale est une exponentielle à constante de temps + 
x (t) {x (0)e-t/". (4.53) 


Maintenant le sens physique du coefficient de pondération T° de 
l'estimation intégrale quadratique donnée est clair, et on peut indi- 
quer les recommandations sur le choix de sa valeur numérique. Le 
régime transitoire exponentiel se termine en 3 ou 6 constantes de 
temps. Il est donc avantageux de choisir + à partir de l'intervalle des 
valeurs £,/6 < t <1,/3, où t, est le temps de réponse désiré. 

En portant l’extrémale (4.53) dans la formule (4.51), on trouve 
le minimum absolu de la fonctionnelle : 


Jim mn = | {x (Oe-+r] — IQe-ts |} dt=22(0)r. (4.54) 
0 


Pour passer à la forme matricielle de l'écriture des équations, 
introduisons la notation: 
dhx 
dth ? 


k =0, 1. 


Th — 
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O 1 
Œo À 


To (£) 1 0 
Ti (6) O0 +: 


Récrivons l'équation (4.48) compte tenu de la forme concrète des 
matrices À et C de l'exemple à résoudre: 


bo bo: ah: PA 
bio Dis bio is Œo : 


et —= 


z (1) = pu A= 


;  Z(0) — 


1 0 
O 7+° 


0 EL 


1 a, 


Puisque la matrice B est symétrique, il suffit d'écrire sous la forme 
explicite seulement le système de trois équations: 
o010 + Voito = 1; 
Doi + Gadi1 + bio + bu = T; (4.55) 
or + oo + boit = 0, 


dont la résolution amène 


ls sd À in ol 1 
Se 70 Re Emi us Re 
Pour les conditions initiales données, la formule (4.46) se met sous 

la forme: 
— —hb,,7° (0) = Gi 4 Go fr 1 
J = — 907 (0) = 0,52: (0) [ + (* . ) |: (4.56) 


Calculons la valeur de &, minimisant l’estimation J. La relation 


= 05% 0 [ (#2) ]=0 


Go Gi 
amène 
Xi opt — V ait? — age (4.57) 
En portant la valeur] optimale &;,pe dans l’équation (4.46), on a 
Juin = 25 (0) + V1—1/art. (4.58) 


On en tire, compte tenu de l'expression (4.54), 
E = J min — min min = (0) t [V1 —1/œor° — 1]. (4.59) 


Il est démontré que dans notre cas l’écart du processus transitoire 
réel de l’exponentielle (extrémale) ne dépasse pas la zone À, égale 


à Ve/t. De cette façon, 
A = x9(0) J/ V1— Tati —1. (4.60) 


Pour un système stable & << 0; la diminution de +t conduit donc 
à l'augmentation de la zone A. Lorsque la valeur de + choisie est 
excessivement petite, c'est-à-dire lors de l’augmentation injustifiée 
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des contraintes de rapidité imposées au système asservi, la zone A 
devient si large que l'application de l'estimation (4.51) devient 
absurde. | 

En généralisant les résultats obtenus dans ce paragraphe, on peut 
ébaucher l’ordre du calcul d’un système de commande automatique : 
choisir la forme de l’estimation intégrale quadratique J, déterminer 
son extrémale et la valeur du minimum absolu; établir la relation 
entre J et les conditions initiales du système; sélectionner les para- 
mètres de régulation assurant la valeur minimale de J sous la con- 
dition que les contraintes imposées par les équations du système 
soient satisfaites ; évaluer la différence entre le processus transitoire 
réel et l’extrémale. 


$ 5 MÉTHODE FRÉQUENTIELLE 


En utilisant les méthodes intégrales, la méthode du lieu des 
racines, nous avons supposé connues les équations différentielles 
du système ou ses fonctions de transfert. Mais dans certains proble- 
mes les éléments de départ du calcul s’obtiennent sous la forme des 
caractéristiques ou réponses fréquentielles. Il est possible en prin- 
cipe d'obtenir à partir de ces dernières des fonctions de transfert, 
mais les méthodes fréquentielles sont le plus efficaces lors de leur 
utilisation directe. Leur application à l’analyse des performances 
est rendue possible par le fait qu’il existe une relation univoque entre 
les réponses fréquentielles et les régimes transitoires dont le système 
est le siège. Elucidons le caractère de cette liaison. Le plus grand 
intérêt présentent les régimes transitoires dans des systèmes bouclés ; 
nous utiliserons donc dans les équations la fonction de transfert 
K (p). Rien ne changera au fond, si aul lieu de X (p)on emploie 
W (p) et on étudie les régimes transitoires des éléments isolés du 
système. 

La définition de la fonction de poids entraîne 

i c+J00 
k (= K (p) e°t dp. (4.61) 
C— 700 
L'intégration de p dans le plan complexe p se fait suivant un axe 
parallèle à l’axe imaginaire. Puisque le système étudié est stable, 
K (p) ne possède que des pôles gauches et, par conséquent, on peut 
poser c = 0, c'est-à-dire intégrer le long de l'axe imaginaire. En 
remplaçant p par jo, récrivons l'équation (4.61): 
1 © 
kO=— | K (jo) et do. (4.62) 


En représentant Æ (jw) comme la somme des parties réelle et imagi- 
naire ÆÀ (jo) = U (w) + jV (w) et en développant e’*! suivant la 
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formule d’Euler, on obtient 
+ 
k (1) — — | [U (w) -- jV (w)] [cos wt + j sin wt] do. 


— © 


Ouvrons les parenthèses de l’intégrande et groupons les termes en j: 


+ oo 
k (= | IU (w) cos wt —V (w) sin wt] dw+ 


+oœ 
+ DE | [U (w) sin wt + V (w) cos wt] do. 


— 


L'intégrande de la première intégrale est une fonction paire de la 
fréquence w et de la deuxième, une fonction impaire. Dans les limites 
symétriques par rapport à la fonction impaire l'intégrale est nulle, 
et dans celles par rapport à la fonction paire, elle est égale à la double 

valeur de l'intégrale à limite inférieure zéro. Il vient 
k (D = + | [U (w) cos wt — V (w) sin w!] do. (4.63) 

(Ù 
Pour les valeurs négatives du temps, l'équation (4.63) se récrit 
k(—1) =0 = + | [U (w) cos wt + V (w) sin wt] dw, (4.64) 
0 

puisqu’avec le changement du signe de f, sin wf acquiert le signe 
opposé, alors que cos œwf ne change pas de signe. Pour { 0, la 
fonction de poids est identiquement nulle du fait que l’origine du 


temps est l’instant d'application au système de l'action extérieure. 
Additionnons les deux dernières équations: 


k( =<+ | U (w)coswtdw, 1>0. (4.65) 
0 


Ainsi, nous avons trouvé la relation entre la fonction de poids 
et la réponse en fréquence réelle du système. 

La transformée de la grandeur réglée lors de la variation en éche- 
lon de la consigne est 


X Gp) = K (p)/p. (4.66) 


D'après la théorie d’intégration dans le domaine réel (théorie de la 
transformation de Laplace) on a, compte tenu de l’expression (4.65), 


t © 


T(t) = | [LE] U (w) cos wt du | dt. 


0 


136 


En changeant l’ordre d'intégration et en calculant d’abord l’inté- 
crale par rapport au temps, on obtient finalement 


z()=+ | U(u) do, 1>0. (4.67) 
0 


L'intégrale de l'équation (4.67) associe le régime transitoire produit 
par l’échelon unitaire de la consigne à la réponse en fréquence réelle 
en boucle fermée. 


$ 6. MÉTHODES DE CONSTRUCTION DES RÉPONSES 
EN FRÉQUENCES RÉELLES EN BOUCLE FERMÉE 


Comme nous l'avons noté au $ 1, les paramètres du système 
doivent être choisis de façon que les performances du processus de 
réglage satisfassent aux prescriptions imposées. Nous avons montré 
au $ © que ce problème peut être résolu en principe à l’aide de la 
réponse en fréquence réelle. Les méthodes de la construction de cette 
dernière doivent être établies en assurant entre la forme de la réponse 
ou ses points les plus caractéristiques et les paramètres du système 
une liaison suffisamment simple. Si le choix initial des paramètres 
de réglage n'assure pas une forme convenable du point de vue des 
performances du système, on voudrait qu'il soit clair comment il 
faut les changer. Une nouvelle construction de la réponse ne doit 
pas demander beaucoup de travail et de temps. En général, on 
pourrait composer la fonction de transfert X (p) en boucle fermée, 
poser p — jo et extraire la partie réelle. Cependant, ce mode de 
construction ne correspond pas aux exigences énoncées. Les méthodes 
de la construction de la réponse à partir des courbes de la décomposi- 
tion en D ou des lieux de transfert en boucle ouverte s'avèrent plus 
prometteuses. Notons que dans de nombreux cas, l’une quelconque. 
de ces courbes est déjà construite lors de l'exploration de la stabilité 
du système. En cherchant la liaison entre la décomposition en D 
(ou le lieu de transfert) et la réponse en fréquence réelle en boucle 
fermée, on peut obtenir les estimations des performances directe- 
ment à partir de ces courbes. 


Construction de la réponse en fréquence réelle 
à partir du lieu de la décomposition en D 
d’après le gain total des structures à retour unitaire 


La structure d’un tel système est représentée sur la figure 4.12. 
Mettons la fonction de transfert en boucle ouverte sous la forme 


W () = kP (p)/Q (), (4.68) 
où À est le gain total. Alors, 
_ _W(p) __ kP(p) 
K (p) 1+W(P)  Q(P)+kP(p)° 6-09 
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En divisant le numérateur et le dénominateur par P (p) et en rem- 
plaçant p par jo, on obtient 


K (jo) = 5 


k+Q(jo)/P (jo)° 
L'’équation de la décomposition en D s'écrit 
D (k) = —Q (Ga)/PGo). (4.71) 


En portant (4.71) dans l'équation (4.70), on obtient le lieu de trans- 
fert en boucle fermée : 


(4.70) 


k 


KGo)= 5x - 


‘On voit donc nettement pour la valeur choisie du gain k la liaison 
qui existe entre Æ (jw) et D (k). 

Supposons que D (k) est de la forme représentée sur la figure 4.13. 
Choisissons une certaine valuer de À dans le domaine de stabilité 


Fig. 4.12. Système à retour Fig. 4.13. Construction de la réponse en fré- 
unitaire quence réelle à partir de la courbe de la 
décomposition en 2 par rapport à k 


{point b). Plaçons-nous dans le cas d’une fréquence arbitraire Qi 
(point c) et menons un vecteur du point c au point b (vecteur cb). 
Puisque le vecteur ob est le vecteur k, le numérateur du lieu de trans- 
fert, et oc, le vecteur D (k), alors cb est le vecteur [4 — D (k)], 
dénominateur du lieu de transfert dans l’équation (4.72). Cherchons 


le module de XÆ (jw) pour une fréquence w:, en utilisant les notations 
de la figure 4.13: 


k ob 
Mo)= Tr = (4.73) 
En se donnant une série de fréquences w; et en déterminant graphique- 
ment la longueur des segments ob et cb, on peut construire le lieu 


de transfert en boucle fermée. La phase X (jw:) s'écrit 


D (w:) — —@. 
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On sait que 


U (w;) = M (oi) cos O (w;) — _ COS %. 


La figure 4.13 montre que db = ob cos &. Alors, 
| U (wo) | = db/cb. (4.74) 


La formule (4.74) ne rend pas immédiatement compte du signe de la 
réponse en fréquence réelle. Il convient de le déterminer d'après 
le signe de cos a. Il est clair que, lorsque & varie de 0° à 90°, la 
réponse est positive, et de 90° à 270°, elle est négative, etc. Dans de 
nombreux cas la marge de 0° à 
270° suffit pour qu’en se don- 
nant plusieurs pulsations et en 
déterminant graphiquement les 
segments db et cb, on construit 
d'après la formule (4.74) la répon- 
se en fréquence réelle en boucle 
fermée. 

Appelons la pulsation à la- 
quelle la réponse en fréquence Fig. 4.14. Détermination de la pulsa- 
réelle s’annule pour la premiè- tion de positivité wp et de la pulsa- 
re fois pulsation de positivité tion substantielle œsub 
©, (fig. 4.14). Pour calculer 
©, d'après la décomposition en D il faut élever en b la per- 
pendiculaire jusqu’à son intersection avec la frontière de la 
décomposition en D. Le point d'’intersection donne la pulsation de 
positivité. Introduisons encore une pulsation caractéristique de la 
réponse en fréquence réelle, la pulsation substantielle wo, (fig. 4.14), 
telle que pour © > @sun, | VU (@) | 0,1 U,. La partie de la 
réponse en fréquence réelle qui repose dans le «tube» de tolérance 
de +0,1 U, n'influe pratiquement pas sur le régime transitoire et. 
de ce fait, peut ne pas être prise en considération. On voit sans peine 


que plus l'accroissement du vecteur cb est rapide avec la croissance de 
la pulsation, plus ©. est petite. 

En faisant varier le gain du système, on peut, sans recourir à des 
constructions détaillées, analyser comment change la forme de la 
réponse en fréquence réelle, et notamment, comment change la pul- 
sation de positivité. Naturellement, on peut résoudre le problème 
inverse : d’après la pulsation de positivité retenue choisir le gain 
total À. Si lors de la construction de la réponse en fréquence réelle 
la première approche s'avère insuffisante, le volume de travail néces- 
saire pour construire la réponse relative à une autre valeur de k 
n'est pas grand. De la sorte, la méthode proposée répond aux pres- 
criptions qui lui sont imposées. La réponse en fréquence réelle peut 
être construite également à partir de la décomposition en D suivant 
un 1 M quelconque. La technique de cette opération est décrite 
par [12]. 
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Construction de la réponse en fréquence réelle 
à partir du lieu de transfert en boucle ouverte 
pour des structures à retour unitaire 


Portons p = jo dans la fonction de transfert en boucle fermée: 
K (Go) W Go)/[1 + W (Go)l. (4.75) 


Ici Æ (jw) est le lieu de transfert en boucle fermée et W (jo), en 
boucle ouverte. 

Mettons le lieu de transfert (en boucle fermée aussi bien qu’en 
boucle ouverte) sous la forme de la somme des parties réelle et ima- 
ginaire : 


U (©) + jV (o) = {u (wo) + ju (w)l/[1 + u (wo) + jv (w)l. (4.76) 


Pour abréger l'écriture, nous omettrons dans les calculs ultérieurs 
la dépendance fonctionnelle de w. Pour éliminer j dans le dénomina- 
teur de la formule (4.76), multiplions et divisons son deuxième 
membre par le complexe conjugué 


+ UÙU + jV = [(u + jo) ( + u — jv){( + u}° + v*]. 


Egalons les parties réelles des premier et deuxième membres de 
l'équation : 


U = {u° + u + 1J/[(1 + u}° + v°]. 
Réduisons au dénominateur commun et groupons les termes: 
(U — 1)u° + QU — 1j)u + (U — 1) + U = 0. 
Divisons par (U — 1) et complétons jusqu’au carré complet : 


QU — QU — 1 —1 \2 
ue 49 Ut U—1 U ee ) 


1  . Le 
2(U—1) u+T | U —1 PSS Lao 


Après des transformations arithmétiques peu compliquées, obtenons 
définitivement: 


u—D}ÿ+w=R, (4.77) 
où 
14 1—2U 1 = 
D=—-s et R= GT: (4.78) 


De la sorte, les courbes d’égale valeur de la réponse en fréquence 
réelle en boucle fermée constituent des cercles de rayon À dans le 
plan complexe W (jw), dont les centres reposent sur l’axe réel à la 
distance D de l’origine des coordonnées. La famille de tels cercles 
s'appelle souvent diagrammes circulaires (fig. 4.15). Les indices 
marqués sur les cercles donnent les valeurs numériques de la réponse 
en fréquence réelle. Comme le montre la figure, tous les cercles pas- 
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sent par le point (—1, j0). Pour U = 1, le cercle se transforme en 
ligne droite. Les cercles qui correspondent aux valeurs de la réponse 
supérieures à l'unité, reposent à gauthe de la ligne en pointillé verti- 


Fig. 4.15. Diagramme circulaire U (w) — const 


cale, et les cercles à indices inférieurs à l’unité, à droite de cette 
ligne. Les centres des cercles à indices négatifs reposent sur le tron- 
çon de l’axe réel compris entre —1 et —0,5. 

Pour construire la réponse en fréquence réelle il faut porter sur 
le réseau des diagrammes circulaires le lieu de transfert en boucle 


ouverte. D'après les points d'in- 
tersection du lieu de transfert 
avec les cercles d'égale valeur 
des réponses en fréquence on 
construit la caractéristique en 
boucle fermée. La valeur numé- 
rique de la réponse en fréquence 
réelle est déterminée par l'indice 
de cercle, et la valeur de la fré- 
quence, par la graduation en 
fréquences du lieu de transfert. 

La réponse en fréquences réel- 
le peut aussi être construite sans 
recourir au réseau des diagram- 
mes circulaires. Supposons qu'il 


de transfert 


Fig. 4.16. Construction de la réponse 
en fréquence réelle suivant le lieu de 
transfert 


faut trouver la valeur de la réponse pour la pulsation w:i, si l’on 
connaît le lieu de transfert en boucle ouverte. Le lieu de transfert 
et les constructions nécessaires sont représentés sur la figure 4.16. 
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Comme il a été démontré le cercle U = const (pour le moment la 
valeur de Ü est inconnue) passe nécessairement par les points À 
et B. Relions-les par une droite, et du milieu du segment AB (point C) 
élevons la perpendiculaire jusqu’à son intersection avec l’axe réel. 
Des considérations géométriques simples entraînent que le point 
O est le centre du cercle. La distance entre ce centre et l’origine 
des coordonnées est notée D. La grandeur D est liée à U par la rela- 
tion (4.78). En résolvant l’équation par rapport à U, on obtient 


= (4.79) 


Ainsi, on a trouvé la valeur de la réponse en fréquence réelle 
pour la pulsation considérée. Notons que dans la formule (4.79) 
il faut tenir compte du signe de D. En principe, en se donnant un 
certain nombre de pulsations, on peut construire la réponse toute 
entière. 

Les diagrammes circulaires rendent facile la détermination de 
la pulsation de positivité ©, : c’est la pulsation au point d'intersec- 
tion du lieu de transfert avec le cercle d'indice nul. S'il existe plu- 
sieurs points de cette sorte, celui-ci est le premier d’entre eux. 


$ 7. MÉTHODE APPROCHÉE DE LA CONSTRUCTION 
DES REGIMES TRANSITOIRES : METHODE DES TRAPEZES 


La liaison entre le régime transitoire, engendré par la variation 
en échelon de l’action extérieure, et la réponse en fréquence réelle 
du système est déterminée par l’intégrale (4.67). Même lorsque la 
forme de la réponse est simple, l’inté- 
gration présente des difficultés impor- 
tantes. La résolution analytique est 
généralement impossible. Si la réponse 
réelle a une forme strictement trapé- 
zoïdale (fig. 4.17), la solution de (4.67) 
peut s’obtenir sous une forme expli- 
cite. ; 

Ecrivons l'équation d’une réponse 

SR réelle trapézoïdale. Dans la marge 

Fiu. 4.17. Forme trapézoïdale des pulsations de O0 à w4 la réponse 

de la réponse en fréquence ne dépend pas de « et est égale à la 

(réelle valeur initiale U (0); dans la marge 

des pulsations de w4 à ©, la réponse 

est une droite dont la pente dépend du rapport entre les pulsations 

©, et wo, et dans la marge des pulsations de ©, à co, la réponse est 
nulle. Donc, il est vrai que 


U (0) pour 0<o<oa, 
U (w) — U(0)-2—== pour LVL (4.80} 


O9 — Od 


LU 


0 pour (_>(p- 
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La deuxième ligne de l'équation (4.80) résulte de la similitude des 
triangles abc et dfc. Portons (4.80) dans l'intégrale (4.67) et divisons 
cette dernière en deux intégrales: : 


sin of Wy—W sinwt 
0 (| U (0) 22% do +[ U (0) SE do}. (4.81) 

4 

En introduisant la notion de sinus intégral : 
wo 

sin (w;t) = | 2 do 
0 

et en intégrant l'équation (4.81), on obtient 


{si (wot) — Si (œut)] + 


re 1 COS Wpf— cos ee} : (4.82) 


Dp—0a t 


z(t) = C0 {si (wat) Er 


Introduisons les notations x = wy/w, et t = wot, où x détermine 
la pente de la droite bc, alors que + est le temps réduit. x,aussi bien 
que t sont des grandeurs sans dimension. Récrivons l'équation 
compte tenu des notations introduites 


TZ (T) = UV (0) k (x, T), (4.83) 

où 
RETE=E {si OL Dar ver — [si (t)— si {x T) + SE |) SA 
(4.84) 


h (x, +) s'appelle fonction h. Elle dépend seulement de deux para- 
mètres sans dimension %x et t. Ses valeurs sont calculées à l'avance 
et données dans l'annexe. La connaissance de la fonction À rend 
bien simple Ja construction du régime transitoire. A cet effet, il 
faut multiplier les ordonnées de la fonction À par U (0) et passer 
à l échelle réelle du temps suivant la formule 


t — T/©9. (4.85) 


En réalité, même pour des systèmes très simples, la réponse en 
fréquence réelle n’est pas trapézoïdale. On ne peut que l'approximer 
par un trapèze ou la somme des trapèzes. C’est ce qui fait que la 
méthode des trapèzes est une méthode approchée 

En approximant la réponse il faut observer deux conditions. 
I faut que la somme des aires de tous les trapèzes soit égale à la 
surface délimitée par la réponse en fréquence réelle et les axes des 
coordonnées, compte tenu des signes, ainsi que chaque axe vertical 
de chaque trapèze adhère à l’axe des U (w). 
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Considérons la réponse de la figure 4.18, a. Naturellement, l’ap- 
proximation par un trapèze est inadmissible. Introduisons deux 
trapèzes : 1 2 3 4 avec le signe plus et 1 5 6 7 avec le signe moins. 


® 
® 
Q) 
e 
Re 


RS 
RS 
Te 
RS 
® 
NZ 


Fig. 4.18. Approximation de la réponse en fréquence réelle par plusieurs trapèzes 


Les prescriptions imposées aux trapèzes sont remplies. Comme le 
montre la figure, l’un des côtes de chaque trapèze adhère à l'axe des 
UTJ(w), alors que l'aire à double hachurage est évaluée par un trapèze 
de signe plus et par l’autre tra- 
pèze, de signe moins, c'est-à-dire 
elle n’influe pas sur l'aire globa- 
le. Pour la commodité, sur la 
figure 4.18, b chaque trapèze est 
montré séparément (cf. les tra- 
pèzes Z et ZT). Notons que la 
valeur initiale du premier tra- 
pèze est égale à toute la lon- 
gueur du tronçon 1 2. Pour cha- 
Fig. 4.19. Courbe résultante du régi- que trapèze on construit la com- 
me transitoire x (t) posante du régime transitoire 
z\ (t) et x, (t) suivant la métho- 
dologie décrite dans ce qui précède. Le régime transitoire s'obtient 
dans le système par addition algébrique de toutes les composantes 
obtenues (fig. 4.19). La solution du problème ne change pas si, pour 
une approximation plus précise, on introduit un plus grand nombre 
de trapèzes ou de triangles. Il est clair qu'un triangle est le cas 
particulier d'un trapèze avec x = 0. 


$ 8. ESTIMATION DES PERFORMANCES 
À L'AIDE DES MÉTHODES FRÉQUENTIELLES 


Les estimations approchées des performances d’un système peu- 
vent s’obtenir à partir de l'intégrale (4.67). Certaines d’entre ces 
estimations sont déterminées par des points isolés ou la forme de la 
réponse en fréquence réelle, c’est-à-dire les critères de performances 
sont évalués à l’avance, avant l'établissement du régime transi- 
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toire. Puisqu'on connaît à l'avance la liaison entre la réponse en 
fréquence réelle et les caractéristiques fréquentielles telles que la 
décomposition en D et le lieu de ‘transfert en boucle ouverte, les 
résultats obtenus pour la réponse peuvent être extrapolés à ces 
caractéristiques-là aussi. 


Estimations de la précision statique 


La valeur stationnaire de la coordonnée réglée se chiffre en ap- 
pliquant le théorème des valeurs finales de la transformation de 
Laplace 

limz(t) = lim pX (p) = lim pX (p) L im X (p). (4.86) 
t 00 p—0 p—0 P p—-0 
Remplaçons p par jo et divisons le lieu de transfert en boucle fermée 
en parties réelle et imaginaire 


lim z(t) = lim [U (wo) + jV (w)] =U (0), (4.87) 


puisque V (0) = 0. Ceci est vrai du fait que V (w) est une fonction 
impaire de la pulsation et, par suite, compte w facteurs. 
a 


89 : 


Fig. 4.20. Courbes de la réponse en fréquence réelle du régime transitoire, du 
lieu de transfert et de la décomposition en D des systèmes statique et astatique 


L'examen qui précède montre que la valeur stationnaire de la 
coordonnée réglée est déterminée par un point de la réponse en fré- 
quence relle, qui est sa valeur à la pulsation nulle. Si on connaît 
la valeur numérique de U (0) et si l’action imposée change par éche- 
lon, on peut conclure sur la valeur de l'erreur statique 


6 = 1 — U (0). (4.88) 


La figure 4.20, a (cf. le schéma J) représente la réponse en fré- 
quence réelle d’un système statique. L'erreur statique est de 10 %. 
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Notons que, d'une manière générale, la forme de la réponse dépend 
du point d’application de l’action d'entrée, puisque c’est de ce point 
que dépend le numérateur de la fonction de transfert. La forme quali- 
tative du régime transitoire est donnée par le schéma Z/. Le lieu de 
transfert et la décomposition en D sont représentés sur les schémas 771 
et IV. Le point initial du lieu de transfert repose, pour w = Ü, 
sur l’axe réel. Ceci résulte des diagrammes circulaires (cf. fig. 4.15). 
L'indice du cercle Ü = const est égal à 0.9. Pour le point initial 
de la décomposition en D la formule (4.74) donne 


6 = 1/1 + DH), 


formule bien connue de l'erreur des systèmes de régulation statiques 
a retour unitaire. 

Les courbes analogues pour des systèmes astatiques sont repré- 
sentées sur la figure 4.20, b. Si ce n’est pas la consigne qui varie en 


æ b 
U 64 


g t 


Fig. 4.21. Courbes de la réponse en fréquence réelle (a) et du régime transitoire 
(b) dans le cas de la variation de la perturbation par saut 


échelon, mais l’action perturbatrice, alors la réponse en fréquence 
réelle et le régime transitoire peuvent avoir la forme de la figure 
4.21. La figure montre que ce système est astatique por rapport à la 
perturbation en échelon. 

De la sorte, lors de l’approximation de la réponse en fréquence 
réelle par les trapèzes, la somme des ordonnées de ces derniers pour 
wo = 0 doit être nécessairement égale à U (0). Quels que soient les 
arrondissements, ils peuvent rendre incorrect le calcul du régime 
stationnaire. 


Estimations du dépassement 


4. Critère nécessaire mais insuffisant de l’allure monotone d’un 
régime transitoire 

| U (6) 1& U (0), (4.89) 

c'est-à-dire la valeur absolue de la réponse en fréquence réelle pour 


une fréquence arbitraire -ne doit pas dépasser sa valeur pour la fré- 
quence nulle. 
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La figure 4.22, a visualise les réponses des deux systèmes. Pour 
le premier on peut affirmer que le dépassement aura nécessairement 
lieu, puisque la condition (4.89) n’est pas observée. Pour ce qui est 
du deuxième, on ne peut rien dire de précis sur le dépassement, puis- 
que le critère envisagé est seulement nécessaire. Cherchons à établir 
Ja forme que doit avoir la frontière de la décomposition en D pour 
que la condition (4.89) soit remplie. Traçons le cercle (fig. 4.22, b) 


Fig. 4.22. Estimation du dépassement 


de centre reposant sur l’axe réel, tel que pour une certaine marge des 
pulsations initiale il coïncide avec la frontière de la décomposition 
en D. Retenons la valeur du gain total 4, celle qu'il a au point d'inter- 
section du cercle et de l’axe réel. Par conséquent, pour un système 
statique le centre du cercle est déplacé de 0,5 (k, — 1), et son rayon 
est égal à 0,5 (ko + 1). Choisissons le point c qui appartient simul- 
tanément au cercle et à la frontière de la décomposition en D, et 
traçons les courbes représentées sur la figure. << abc est un angle 
droit puisqu'il repose sur le diamètre du cercle. La similitude des 
triangles abc et adb entraîne 


db ob 
he — ab: x (4.90) 


La formule (4.74) montre que le premier membre de cette équa- 
tion est la valeur de la réponse en fréquence réelle qui correspond 
à la pulsation relative au point c, et le deuxième membre, sa valeur 
qui correspond à la pulsation nulle. De cette façon, pour tous les 
points où le cercle considéré et la décomposition en D coïncident, 
il est vrai que 


U (w) = U (0). 


La réponse en fréquence réelle qui correspond à une telle décom- 
position en D constitue dans la marge initiale des pulsations une 
droite parallèle à l’axe des pulsations. Avec la croissance des pulsa- 
tions la réponse diminue, mais si le cercle coupe la décomposition 
en D (fig. 4.23) dans la marge des pulsations de 0 à w,, le tronçon 
c'b est plus long que cb et, par suite, U (0) < U (w). Donc, dans 
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la marge des pulsations considérée, la réponse réelle possède un 
extremum, c'est-à-dire la condition (4.89) n'est pas observée. Pour 
un tel cas du choix de x, le système donne lieu, à l’avance, à un 
dépassement. 

Revenons à la figure 4.22, b. Si dans un système, des considéra- 
tions technologiques rendent inadmissible le dépassement, k ne 


| 


Lieu de transfert 


Fig. 4.23. Choix du gain désiré Fig. 4.24. Estimation du dépassement 
par rapport au lieu de transfert 


doit pas être choisi supérieur à k,. De cette façon, on peut en n'uti- 
lisant que la frontière de la décomposition en D, donner des recom- 
mandations pour le choix des paramètres du système assurant sa 
performance souhaitée. Portons no- 
tre attention sur les contradictions 
que fait apparaître dans ce pro- 
blème le choix du gain, et qui, en 
général, sont caractéristiques des 
problèmes de régulation. En vou- 
lant améliorer la précision du sys- 
tème, on s'efforce d'augmenter le 
gain; or ceci fait apparaître le dé- 
passement. Aussi, en concevant un 
| système doit-on chercher un com- 
Fig. 4.25. Courbes de la réponse en promis. 


fréquence rl QU SU) Maintenant, élucidons quelle for- 

fisante de l'allure monotone du me doit prendre le lieu de trans- 

régime transitoire fert pour observer la condition 

(4.89). Les diagrammes circulaires 

amènent que ce lieu doit reposer à droite de la ligne marquée par 
les hachures sur la figure 4.24. 

2. Critère suffisant mais non pas nécessaire de l'allure monotone 
d'un régime transitoire. 

Si U (w) est une fonction continue positive de la pulsation à dé- 
rivée croissante monotone négative dU (w)/dw, le processus de régu- 
lation sera monotone. 

La réponse en fréquence réelle Z (fig. 4.25) vérifie les clauses 
énoncées, et on peut donc affirmer que dans le système le dépasse- 
ment n'aura pas lieu. Pour la courbe 2 les clauses ne sont pas obser- 
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vées, mais le critère n'étant que suffisant, on ne peut rien dire de 
défini sur le dépassement. 

3. Conditions suffisantes sous: lesquelles le dépassement n'est 
pas supérieur à 18 % : 


U(o)>0 et 


dU 
€ 0. (4.91) 


Pour la démonstration, utilisons l'équation (4.67): 


2()=—+ | U D LLIER sin of 
) 


Introduisons la substitution et partitionnons l'intégrale de la façon 
suivante : 


to 
A 


z()=<+ 


In! 2 in! 
UE dy+ UD dy+... (4.92) 


T 


Etant donné que U (0) > > 0,et que, lorsque y varie de 0 à x, sin y 
est positif, et lorsqu'il varie de x à 2x, sin y est négatif, etc., la 
série (4.92) est alternée. La condition aU (o)/dw < 0 entraîne que 
U (wo) < U (0), c'est-à-dire la réponse en fréquence réelle ne possède 
pas d’extremum. Puisqu'on étudie des processus stables, la conver- 
gence de la série est assurée. 

La théorie enseigne que la somme d'une série alternée convergente 
ne peut dépasser la valeur de son premier terme. Si dans ce terme 
on remplace U (y/t) par U (0), l'inégalité ne peut que devenir plus 
forte : 


b14 
AU (0) sin # 
= | Edy. (493 


0 


20< [Ur 4 
0 


Puisque si (x) — 1,85, le facteur constant du deuxième membre de 
l'inégalité (4.93) est égal à 1,18. Par conséquent, il est vrai que 


z ( 1,18 U (0). (4.94) 


Compte tenu du fait que la valeur stationnaire de la coordonnée 
réglée zx () est égale à la valeur initiale de la réponse en fréquence 
réelle LU (0) et que l’inégalité (4.94) est vraie pour tout instant, on 
obtient l'estimation définitive du dépassement : 


= 2e) 200) 400% <18%, (4.95) 


x (oo) 


ce qu'il fallait démontrer. 
Pour observer les conditions (4.91), par rapport au gain total, 
la frontière de la décomposition en D doit être de la forme repré- 
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sentée sur la figure 4.26, a. Avec la croissance de la pulsation, la 
valeur absolue du vecteur oc doit augmenter et le cercle construit 
sur le diamètre ab ne doit pas couper la frontière de la décomposi- 
tion en D. Ceci est équivalent à la condition de la dérivée dU (w)/de 
négative. D'autre part, la projection du vecteur oc sur l'axe réel 
ne doit pas dépasser la valeur obtenue du gain #,. Ceci est équivalent 
à la condition de la réponse réelle positive (fig. 4.26, b). 


(7 


Fig. 4.26. Courbes de la décomposition en D et de la réponse en fréquence réelle 
pour le cas où le dépassement n'est pas supérieur à 18 % 


L'existence d’un lieu de la décomposition en D qui vérifie ces 
contraintes est très rare. Pourtant, si Op > Oups AlOTS, pour © > 
> &?, la forme de la frontière de la décomposition en D n'influe 
pas sur l’allure du régime transitoire, et les conditions énoncées 
pour lesquelles le dépassement n'est pas supérieur à 18 % peuvent 
être extrapolées sur un ensemble des problèmes sensiblement plus 
grand. 

Examinons quelle forme doit avoir le lieu de transfert en boucle 
ouverte pour que les conditions (4.91) soient respectées. Les diagram- 
mes circulaires entraînent que le lieu de transfert ne doit couper une 
fois (alors que s’observe la condition dU/do < 0) que ceux des 
cercles dont les indices reposent entre zéro et l’unité (dans ces condi- 
tions, U (w) > 0). De cette façon, le domaine à droite de la ligne 
hachurée de la figure 4.27 peut se nommer, par convention, domaine 
de petits dépassements. 

4. Estimation du dépassement pour le cas d’une réponse en 
fréquence réelle possédant un seul extremum. 

La caractéristique visualisée sur la figure 4.28 peut être présen- 
tée comme la différence de deux fonctions de fréquence non crois- 
santes positives U, (w) et U, (w). De plus, U; (0) = Umax- Puis- 
que U; (w) satisfait aux prescriptions (4.91), il vient 


C1 (1) 1,18 Unax- (4.96) 
Il est clair que 
z(t) = x (t) — xs (t). (4.97) 
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Alors, les conditions (4.96) et (4.97) entraînent 


x (1) < 2 (D LS 1,18 Urnax- (4.98) 
On en déduit l’estimation du dépassement 
__ z(le)—z(o) 1,18U max —U (0) 
O:- nr — 100 % << To — 100 %. (4.99) 


l'ar exemple, si le rapport entre la réponse en fréquence réelle et sa 
valeur initiale ne dépasse pas 1,25, on peut affirmer que le dépas- 
sement ne sera pas supérieur à 950 %. 

En généralisant les résultats, notons que la présence des extre- 
mums sur les réponses en fréquence réelles est indésirable. Ils indi- 


Y Umaz 


Vo 


(4 
ré PA) 


Fig. 4.27. Domaine de faibles dépas- que 4.28. Courbe de la réponse en 
2 sements : fréquence réelle à extremum unique 


quent que le dépassement est possible. Il est surtout indésirable que 
sur la réponse apparaissent des pics pointus témoignant de l’amor- 
çage éventuel des processus de régulation faiblement amortis. Ceci 
résulte, par exemple, du fait que l’existence des racines purement 
imaginaires de l’équation caractéristique (pour lesquelles le proces- 
sus de régulation ne s’amortit généralement pas) produit des discon- 
tinuités dans les réponses en fréquence réelles. 


Estimations du temps de réponse 


L'analyse détaillée des fonctions k permet de formuler les esti- 
mations du temps de réponse: 
1. Pour une réponse en fréquence réelle de forme arbitraire: 


tOp > Te (4.100) 
2. Pour une réponse de forme trapézoïdale : 
4n > Op > Te (4.101) 


3. Pour une réponse en fréquence réelle qui satisfait aux condi- 
lions suffisantes du régime transitoire monotone: 
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4. Pour une réponse en fréquence réelle type dont le lieu est 
représenté sur la figure 4.29, a: 


Lo) = Na. (4.103) 


La courbe du rapport entre V et Un,, (fig. 4.29, b) est vraie 
si x [og/o,] L0,8; 44 = [o4/oi]l > 0,4; À = [or/o,l > 0,5 et 
Umin & œ 1 — Una 

Sous les conditions (4.100) et (4.103) le temps de réponse est dé- 
terminé pour un tube de tolérance de 5 %. Ces conditions rendent 
bien claire la liaison entre le temps de FLO nee t. (ou ses estimations) 
et la pulsation de positivité w,. Si l’estimation (4.103) est appli- 
cable et si, de plus, Unax ne change pas avec la variation de la pul- 
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Fig. 4.29. Courbes de l’approximation type de la réponse en fréquence réelle 
et de la dépendance du nombre N par rapport à Urmax 


sation &p, on peut affirmer que le temps de réponse diminue avec 
la croissance de la pulsation de positivité w,. Pourtant, pour la con- 
dition (4.100) l'augmentation de la pulsation de positivité ne té- 
moigne que de la diminution de la limite inférieure de l'estimation 
du temps de réponse; il n’est pas exclu que dans ces conditions le 
temps de réponse réel augmente. 

Examinons quelques exemples. Supposons que dans tous les cas 
le temps de réponse ne doit pas dépasser 1 s: 

la forme de la réponse en fréquence réelle est arbitraire, w, — 
— 0,1 x rad/s; alors, d’après l'estimation (4.100), #, => 10 s; le 
temps de réponse est plus grand que les valeurs de consigne et le 
système ne satisfait pas aux prescriptions de rapidité; 

la réponse en fréquence réelle est une fonction positive à dérivée 
négative monotone croissante par rapport à w, — 0,1 x rad/s; 
alors, d’après l’estimation (4.102), £, > 40 s; le temps de réponse 
est plus grand que la valeur imposée, le système ne satisfait pas à la 
prescription de rapidité; 

la réponse en fréquence réelle est d'une forme es 

— 21 rad/s; alors, d'après l'estimation (4.101),2 s>t, > 0,» 5; 
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ceci ne rend pas clair si le système satisfait aux clauses de rapidité ; 
il faut procéder à une exploration supplémentaire; 
la réponse en fréquence réelle est d’une forme ce 
— 4x rad/s; alors, d'après l'estimation (4. 101).1s 2 t. > 0,255; 
te temps de réponse ne dépasse pas la valeur imposée, 1e: système 
convient quant à la rapidité; 

la réponse en fréquence réelle est de la forme représentée sur la 
D 420, a: A %; == 059: Use 1,25 Us —= 0,2: 

— 47 rad/s: alors, d’après l'estimation (4.103) pour laquelle 
N = 4 (cf. fig. 4.29, b), t = 1 s. 

Elucidons quelle forme doit avoir la décomposition en D par 
rapport au gain tel que le temps de réponse puisse être évalué d’après 
l'inégalité (4.101). A cet effet, il faut que dans sa partie initiale la 
frontière de la décomposition en D coïncide avec l’arc de cercle de 
rayon 0,5 (k, + 1) centré au point 0,5 (k, — 1) et que la distance 
entre le cercle et la décomposition en D augmente continüment 
lorsque la pulsation croît. D'autre part, la pulsation de positivité 
doit être plus grande que la pulsation substantielle. Du point de vue 
qualitatif. cette forme est celle de la décomposition en D de la 
figure 4.22, b. 

Les questions relatives à la détermination de la pulsation de posi- 
tivité pour les paramètres du système donnés ou au choix des para- 
mètres en fonction de la pulsation de positivité désirée ont été exa- 
minées au $ 6. Lorsqu' on choisit 4 > k, (cf. fig. 4.22, b), la pulsa- 
tion de positivité ©, croît. Pourtant, l'estimation (4.101) cesse 
alors d’être justifiée, et bien que la minoration de x/w, diminue, 
le temps de réponse réel peut augmenter. Rappelons que, dans ces 
conditions, le système devient également Île siège du dépassement. 
Avec la croissance ultérieure de k, la pulsation de positivité w, 
tend vers la pulsation critique «.- et le processus de régulation 
s’amortit suivant une allure de plus en plus faible. Pour k = X,. 
le régime transitoire ne s’amortit en général pas; le système se 
trouve à la frontière de stabilité, on dit qu'il est juste oscillant. 


$ 9. ESTIMATIONS DE LA PERFORMANCE 
BASÉES SUR L'HYPOTHESE DU SYSTÈME ASSERVI 
ÉQUIVALENT DU DEUXIÈME ORDRE 


En étudiant les propriétés du lieu des racines on a établi que 
dans de nombreux cas le régime transitoire est déterminé par une 
paire de racines complexes conjuguées qui sont dites dominantes. 
Si dans un système d’un ordre suffisamment élevé il existe des pôles 
complexes conjugués dominants, on peut le remplacer par un système 
équivalent du deuxième ordre. Pour une telle substitution on admet 
que le gain est fixé et que le nouveau modèle n’est prévu que pour 
l'analyse des performances. Cette substitution est loin d'être tou- 
jours justifiée; par exemple, la présence d’un zéro proche de l’ori- 
gine des coordonnées change sensiblement la marche des choses. 
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C'est ce qui fait qu’on n’examine que l'hypothèse du système asservi 
équivalent du deuxième ordre, qui doit encore être justifiée. Si le 
lieu des racines est construit, ceci ne présente pas de difficultés. 
mais si on ne dispose que des courbes des réponses en fréquence, il 
est bien plus difficile de le faire. Dans ce cas on a intérêt à combiner 
les estimations obtenues avec celles du & 8. Si la structure du système 
est donnée, il serait également utile de visualiser ne serait-ce que 
l'allure qualitative du lieu des racines. Dans le pire des cas, l’injus- 
tification de l'hypothèse se révélera lors de la construction du régime 


a 
Ont .. 
> /0 


£ 


Fig. 4.30. Dépendance du temps de réponse (a) et du dépassement (b) par rap 
port au coefficient d'amortissement et disposition des racines de l'équation 
caractéristique (c) du système du deuxième ordre 


transitoire, et alors, le choix des paramètres du système asservi 
devra se faire par d’autres moyens. 

Dans l'exposé qui suit, nous supposerons que l’hypothèse est 
justifiée, sans faire mention chaque fois du résultat incorrect éven- 
tuel. 

Puisque pour analyser les performances nous nous bornons aux 
pôles dominants, nous pouvons appliquer dans la pleine mesure les 
résultats fournis par l'étude de l'élément oscillatoire. Comme nous 
l'avons montré, le dépassement © et le temps de réponse relatif {.œ,, 
sont déterminés par le facteur d'amortissement £; de plus, & — 
— cos y (fig. 4.30). Par conséquent, en connaissant & et la fré- 
quence des oscillations non amorties ©, on trouve sans peine d’après 
les courbes de la figure 4.30 les estimations des critères de perfor- 
mances © et f.. 


Estimations des performances 
d’après la pulsation de coupure et la marge de phase 


Si dans le plan W (jw) on mène le cercle de rayon unitaire de 
centre en origine des coordonnées, la pulsation au point d’intersec- 
tion du cercle avec le lieu de transfert en boucle ouverte (point À) 
s'appelle pulsation de coupure «&. (fig. 4.31). L’angle que le rayon 
OA forme avec le demi-axe réel négatif s'appelle déphasage margi- 
nal où angle de marge de phase Pnar- La notion de marge de phase 
a été utilisée au chapitre 3 dans l’étude de la stabilité des systèmes 
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réels. Ici cette grandeur est introduite pour évaluer la qualité du 
réglage. Naturellement, les valeurs de we et @Pmar peuvent égale- 
ment se calculer d’après les réponses en fréquence logarithmiques. 
Notons, qu’en principe, les notions de pulsation de coupure «, et 
de pulsation de positivité w, sont dif- 


férentes, bien que dans certains cas i 
elles peuvent être très proches. 

Il est démontré que si l'angle AT) 
Pmar repose dans la marge 0O<Œyar < LL f Lieu @ transfert 
< 40°, alors 1 AN 


Ona = OC et 6 = 255 Pmar- (4.104) Ava 


En calculant œ,,- et @. à partir 
du lieu de transfert, et onu et à 
d'après la formule (4.104), on trouve 
Bo le système, d'après les courbes Fig. 4.31. Détermination de la 
de la figure 4.30, les estimations du  pbulsation de coupure & et de la 
temps de réponse et du dépassement. marge de phase par rapport au 

Le problème inverse est égale- lieu de transfert 
ment évident. En connaissant les va- 
leurs imposées de &, et o (ou la valeur nécessaire de l'un de ces 
critères de performance) on peut trouver les valeurs désirées de 
Oe et Pmar- En sélectionnant les paramètres du système nous nous 
efforcerons de modifier le lieu de 
transfert de façon à obtenir ces 
valeurs prévues. 

On peut aboutir à des résultats 
analogues en analysant les fron- 
tières de la décomposition en D 
(fig. 4.32). Menons un cercle de 
rayon ko (ko est le gain retenu) et 
de centre à l’origine des coordon- 
nées. Le point d’'intersection du cer- 
Fig. 4.32. Détermination de la pul- Cle avec la frontière de la décom- 
sation de coupure &. et de lamarge position en D donne la fréquence 
de phase par rapport à la décom- 4, alors que l'angle entre le 
position en D suivant le gain total — . ; ! 

vecteur oc et le demi-axe réel posi- 

tif est celui de o,.. La figure 4.32 
montre qu en faisant varier le gain on ne peut obtenir qu'une des 
grandeurs désirées (soit la marge de phase, soit la fréquence de cou- 
pure). À titre de critère indirect de la justification de l'hypothèse 
sur le système équivalent du deuxième ordre, on peut utiliser la 
marge de stabilité en module 


Mmar —= [Ker/kol. 


Pour un k, suffisamment grand, la marge en module doit être 
également grande. 
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Estimations des performances 
d’après le facteur de résonance et la pulsation de résonance 


Le rapport entre la valeur maximale du lieu de transfert et sa 
valeur initiale s'appelle facteur de résonance, ou indice d'oscilla- 
tion, ou encore surtension M, (fig. 4.33, a). La pulsation qui cor- 
respond à ce critère s appelle pulsation de résonance ,. Lors de 
l'étude de l'élément oscillatoire on a établi les relations entre le 
facteur de résonance et la pulsation de résonance relative u,, — 
= [w,/@n), d'une part, et le facteur d'amortissement relatif, de 
l’autre (fig. 4.33, b, c). Après avoir chiffré les valeurs de M, et © 
du système analysé, trouvons d’après la courbe de la figure 74. 33, b 


a 
M Mp 


co CO 


Fig. 4.33. Courbes de la réponse fréquentielle en amplitude, des dépendances 
du facteur de résonance ct de la pulsation de résonance par rapport au facteur 
d'amortissement du système du deuxième ordre 


la valeur de &. Ensuite, d’après la courbe de la figure 4.33, c, cher- 
chons u,,. u, et w, étant connus, il n'est pas difficile de calculer la 
fréquence des oscillations non amorties w,,. Finalement, en utilisant 
les courbes de la nee 4.30, déterminons les estimations des critères 
de performances © et #, 

Le problème inverse se résout d’une façon analogue: on calcule 
d'après les valeurs imposées de © et t,, les valeurs souhaitées de 
M, et de w,, qu ’il faut assurer par la Sélection des paramètres du 
système asser vi. 

Montrons comment on peut trouver À, et o,, d après le lieu 
de transfert en boucle ouverte. Bornons- _nous seulement à l'examen 
des systèmes à relour unitaire. Dans ce cas. 


K Go) = W Go)/l1 + W (jo)l. (4.105) 


où W (jo) est le lieu de transfert en boucle ouverte. 
Pour calculer la réponse amplitude-fréquence en boucle fermée 
prenons le module des premier et deuxième membres de l’équation 


(4.105) : 


__ _ [W(jo)| 
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ou en représentant le lieu de transfert en boucle ouverte comme 
la somme des parties réelle et imaginaire, on obtient 


Lu (&)+ jv (w) | Vu? (w) + v* (w) - 
à > SE + . 
T@)= to jvto)1 V Hu) + v: (u) A0 


Réduisons au dénominateur commun et effectuons les mêmes trans- 
formations algébriques que lors de la recherche des lignes d’égale 
valeur de la réponse en fréquence réelle. Il en résulte 


[u (&) + DF + v* (w) = R°, (4.108) 


_ 


Dear R=|5 |. (4.109) 


De la sorte, les lignes d’égale valeur de la réponse fréquentielle 
en amplitude en boucle fermée sont également des cercles dont le 
centre et le rayon sont dé- 
finis par l’équation (4.109). 

La famille des cercles 
M = const qu'on peut éga- 
lement nommer diagram- 
me circulaire, est représen- 
tée sur la figure 4.34. Pour 
M = 1, le cercle se trans- 
forme en droite parallèle 
à l’axe imaginaire et pas- 
sant par le point —0,5. Si 
on porte sur le diagramme 
circulaire le lieu de trans- 
fert en boucle ouverte, on 
peut construire, d’après les 
points, la réponse fréquen- 
tielle en amplitude en bou- 
cle fermée, dont la valeur 
est donnée par l’indice du 
cercle au point de son inter- ( 
section avec le lieu de 
transfert. et la fréquence, Fig. 4.34. Diagramme circulaire 4{ = const 
d'après la graduation en 
fréquences du lieu de transfert. Au point de contact du lieu de 
transfert avec l’un des cercles (point À de la figure 4.34) corres- 
pond l’extremum de la réponse. Dans l’exemple donné (on considère 
un système asservi astatique), la valeur du facteur de résonance 
M, = : ,3, et la fréquence de résonance est égale à la fréquence au 
point À. 


Lieu de transfert 
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La réponse fréquentielle en amplitude peut étre construite sans 
recourir à la construction des lignes d’égale valeur de À. La figure 
4.35 montre que dans la formule (4.105) le vecteur OA est son numé- 
rateur, et le vecteur BA, son dénomina- 
teur. Après avoir déterminé graphique- 
ment, pour certaines fréquences, les 
modules de ces vecteurs et les avoir 
divisé l’un par l’autre, on trouve la 
dépendance de À par rapport à «. 

L'un des problèmes posés a été ce- 
lui du choix du gain tel que soit assuré 
le facteur de résonance M,. Avant de 
Fig. 4.35. Construction de la procéder à la résolution de ce problème, 
réponse fréquentielle en am- à 5 : SERRE 
plitude suivant le lieu de Établissons certaines relations géométri- 
transfert en houcle ouverte ques de la figure 4.36, a. Menons la 

tangente ob au cercle À = const et 
abaissons du point b la perpendiculaire sur l’axe réel. La formule 
(4.109) entraîne que 


Lieu ge 
transfert 


2 M 
Mat CS 
Alors, 
M : 1 
DEF et sin F— FT? (4.110) 
ainsi que 


M VE _, 
V M:—1 M ° 
_ De cette façon, la longueur du tronçon oc ne dépend pas du choix 
de A et est égale toujours à l'unité. 


oc — ob-cos 1 = 


Lieu de transfert pour k=-1 


Fig. 4.36. Choix du gain assurant la valeur imposée du facteur de résonance 


Maintenant revenons au problème du choix de 4. Construisons 
le lieu de transfert pour k — 1 et menons la droite ob sous un angle 
vw (fig. 4.36, b). L’angle se calcule suivant la formule (4.110), 
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a valeur de À étant donnée. Choisissons le cercle (dont le centre 
repose sur l’axe réel) de façon qu’il touche aussi bien le lieu de 
transfert que la ligne ob. Du point b abaissons la perpendiculaire et 
calculons la valeur de /. Pour que le cercle construit soit le cercle 
M — const, la grandeur ! doit être égale à l'unité. Ceci peut être 
assuré en rendant l'échelle des 
axes L fois différente, ou ce 
qui revient au méme, en choi- 
sissant le gain suivant ]a 
formule 


k = 1/1. 


Notons que dans un tel C; Op 
calcul de k, la pulsation de 
résonance s'établit automati- 
quement. Ï1 n'y a donc aucun fig. 4.37. Détermination du facteur de 
sens de lui imposer des con- résonance d'après la décomposition en 
traintes supplémentaires quel- D par rapport au gain total 
les qu'elles soient. A cet effet, 

il faut modifier non seulement le gain £,, mais encore l’un quelcon- 
que des autres paramètres du système. 

Examinons la décomposition en D par rapport à k. Si on a choisi 
la valeur de k, (fig. 4.37), pour déterminer M, il suffit de mener le 
cercle centré en k, en contact avec la frontière de la décomposition 
en D. I] vient 


M, = ob/cb, (4.111) 


et la pulsation de résonance o. se chiffre comme la pulsation en c. 
Ceci s'ensuit de la formule (4.73) du fait qu’au maximum de la ré- 
ponse fréquentielle en amplitude correspond la valeur minimale 


du module du vecteur cb. 

Les prescriptions à présenter à la forme de la réponse fréquen- 
tielle en amplitude peuvent être également énoncées à partir d’autres 
considérations. En représentant le signal d'entrée comme la somme 
des harmoniques. on peut imposer aux composantes à spectres de 
fréquence différents de s’amortir suivant des allures différentes. 
Autrement dit, on peut formuler les prescriptions à imposer à Ja 
bande passante des fréquences. 


CHAPITRE 5 


CERTAINES QUESTIONS DE LA SYNTHÈSE 
DES SYSTÈMES ASSERVIS 


$ 1. PROBLÈME DE LA SYNTHÈÊSE 


Dans la littérature moderne sur la régulation automatique et 
les questions connexes le problème de synthèse est envisagé dans 
un sens large et restreint. Par synthèse, dans le sens restreint, on 
entend la sélection des paramètres du système à structure donnée. 
Dans le sens large, la synthèse prévoit la détermination de la struc- 
ture susceptible d'assurer l'obtention des propriétés du système re- 
quises. Dans le cadre de la structure donnée, le problème du choix 
des paramètres du système est en principe, un problème de calcul. 
Si l’on tient compte qu'on ne peut pratiquement changer qu’une 
petite partie du nombre total des paramètres et qu'on peut pour les 
calculs, faire appel aux ordinateurs, le problème de synthèse envi- 
sagé dans le sens restreint ne présente pas de difficultés de principe. 
Pour le problème de synthèse dans le sens large, c'est tout à fait 
différent. L'établissement de la théorie des systèmes asservis à struc- 
tures rationnelles est une tâche plus compliquée et d’un plus grand 
intérêt. Puisque le calcul des paramètres est rendu plus facile par 
l'utilisation des ordinateurs, le choix correct de la structure acquiert 
une importance capitale. La synthèse des structures des systèmes 
asservis appartient à la branche la plus jeune de la théorie de regu- 
lation automatique. 

Les systèmes asservis doivent être stables tout en assurant cer- 
taines rapidité et précision minimales. Cette dernière prescription 
concerne aussi bien le régime stationnaire que transitoire. En régime 
stationnaire la précision est déterminée par l'erreur stationnaire, et 
en régime transitoire, par l'écart entre la grandeur réglée réelle et 
celle qui a été imposée (dans certains cas, par la valeur du dépasse- 
ment). On sait que l'erreur stationnaire d’un système est d'autant 
plus faible que son gain est plus grand. On a donc intérèt, du point 
de vue de la précision stationnaire, de rendre le gain le plus grand 
possible. On sait également que les propriétés dynamiques d’un 
système elles aussi dépendent du gain. Il est donc avantageux de 
pouvoir faire varier le gain dans de larges limites (y compris jusqu’à 
une valeur aussi grande que l’on veut). 
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Or, dans les systèmes à une boucle les plus simples l’augmenta- 
tion du gain compromet inévitablement leur stabilité. C’est ce qui 
a imposé l'élaboration de la théorie de la synthese des structures 
affranchies, en principe, de contradictions entre la précision et la 
stabilité. 

Comme nous l’avons déjà souligné, la stabilité n'est que l’une 
des contraintes auxquelles doit satisfaire un système de régulation. 
C'est ce qui fait que l’élimination de la contradiction entre la pré- 
cision stationnaire et la stabilité, bien que très importante, ne suffit 
pas pour considérer que la structure obtenue est rationnelle. On 
a donc vu se poser le problème de certaines conditions structurales 
des performances, c’est-à-dire de la synthèse des structures telles 
que la performance requise du système puisse en principe être obtenue. 

Les mêmes éléments et organes correcteurs permettent d obtenir 
des systèmes asservis qui diffèrent quant à leurs propriétés dynami- 
ques. Naturellement, la question se pose de réaliser le couplage le 
plus avantageux des éléments donnés du système. Ce problème 
demande une certaine mise au point. En effet, si on compare les 
différentes formes de couplage, il faut admettre, évidemment, que 
les valeurs quantitatives des paramètres des éléments couplés sont 
les mèmes. Mais lorsque le caractère du couplage des éléments est 
différent, il peut s'avérer que les meilleures caractéristiques dyna- 
miques peuvent s’obtenir justement pour des valeurs quantitatives 
différentes de leurs paramètres. On obtient ainsi une position du 
problème insuffisamment définie. D'après les auteurs, la position, 
correcte du problème du choix des structures est déterminée par les 
faits suivants. Pour tout système asservi la structure initiale est celle 
à une boucle. composée d'éléments principaux. Ses éléments sont 
choisis de façon à satisfaire aux clauses techniques imposées 
aux propriétés statiques. Ensuite, il faut trouver les plus simples 
correcteurs et les intercaler dans le système à une boucle de départ, 
de façon qu’en présence des paramètres à valeur quantitative bien 
définie les contraintes dynamiques prévues (qui peuvent être les 
plus différentes) soient également satisfaites. Par exemple. dans 
un système stable, le processus de régulation ne doit pas durer 
plus que le temps imposé et doit pouvoir assurer un dépassement 
de valeur admissible. D'autre part, une des prescriptions très impor- 
tantes que doivent respecter les systèmes asservis est que leurs carac- 
téristiques dynamiques et statiques soient peu sensibles aux pertur- 
bations « intérieures » et « extérieures ». Par perturbations « exté- 
rieures ». on entend la modification des caractéristiques de l’objet 
sous l’action des facteurs extérieurs, et par perturbations « intérieu- 
res ». la modification de ses paramètres pendant le fonctionnement. 
Ces prescriptions sont justement à la base du choix de la structure 
la plus rationnelle. Ceci nous fait considérer que la structure la 
plus rationnelle est : 1) structuralement stable; 2) admet structura- 
lement la croissance illimitée du gain total sans compromettre ]la 
stabilité; 3) permet d'obtenir structuralement un domaine de posi- 
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tivité de la réponse en fréquence réelle en boucle fermée, ainsi que 
de diminuer les valeurs du dépassement jusqu’à des limites définies, 
y compris jusqu'à une allure monotone du processus; 4) structurale- 
ment stable aux perturbations. Le terme « structuralement » signi- 
fie que les caractéristiques mentionnées ne peuvent être obtenues 
que dans le cas déterminé des valeurs quantitatives des paramètres. 
Ce qui importe, c’est que pour la structure donnée, ces valeurs des 
paramètres existent, et que nul besoin n’est d'introduire dans le 
système des éléments supplémentaires quels qu'ils soient. 


$ 2. SYSTÈMES ADMETTANT 
UNE CROISSANCE ILLIMITÉE DU GAIN 


La figure 5.1 représente un système de réglage automatique de 
la tension d’un générateur à courant continu. Ses organes principaux 
sont: amplificateur électronique AE; amplificateur rotatif AR; 
excitateur E ; générateur G qui fonctionne sous charge alternative 
R,. Comme correcteur, on utilise le transformateur Tr. Supposons 
qu’une des constantes de temps de l’amplificateur rotatif AR peut 
être négligée. Alors, dans le sens structural, l’amplificateur rotatif 
AR, l'excitateur E et le générateur G sont des éléments apériodiques 
dont les paramètres sont donnés par la figure 5.1, b, alors que l’am- 
plificateur électronique AE peut être représenté comme un élé- 
ment amplificateur à gain k,. 

Le système de départ (avant l’amenée de la correction) se com- 
pose de trois éléments apériodiques (l'organe amplificateur peut 
sans aucun préjudice être réuni avec l’un des éléments apériodiques). 
Un tel système est donc, premièrement, statique, et deuxièmement, 
possède un gain critique limité. 

Elucidons comment changent les propriétés du système si on 
intercale un correcteur (C). Branchons le transformateur Tr dont 
la fonction de transfert s'écrit 


W p) = Tp/(Tp + 1), (5-1) 


de façon représentée sur le schéma de principe (fig. 5.1, a). Le schéma 
fonctionnel correspondant est donné par la figure 5.1, b. Puisqu'on 
ne sait pas, pour le moment, comment doit être branché le correc- 
teur, le point de couplage est choisi arbitrairement. 

Soient les valeurs numériques des paramètres : k,k, — 40; k, = 1; 
ka = 15; T; = 0,01; To = 0,34; T; = 1. Cet exemple est décrit 
dans [12]. En partant des conditions de la précision statique on choisit 
ko — 600. Avec ce gain total le système s’est avéré instable quel que 
soit le choix de la constante de temps 7 du correcteur. 

Changeons le point de couplage du correcteur. Branchons le trans- 
formateur Tr après l’amplificateur rotatif AR. Maintenant. le cor- 
recteur entoure un élément apériodique (fig. 5.1, c). On peut montrer 
qu'un tel système est facilement stabilisé avec, par exemple, T? = 0,5. 
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Fig. 5.1. Système du réglage automatique de la tension d'un générateur à cou- 
rant continu 


On en tire une conclusion très importante: les propriétés d’un 
système peuvent être sensiblement améliorées en changeant seule- 
ment les points de branchement du correcteur C (sans changer l’équi- 
pement). La réponse à la question. à savoir : comment coupler de la 
meilleure façon le correcteur, est donnée par la théorie des structures 
stables en présence d’une croissance illimitée du gain [12]. Pour de 
telles structures, il n’existe pas de contradictions de principe entre 
la stabilité et la précision. 

Examinons certains exemples dans lesquels les propriétés du 
système s’améliorent avec la croissance du gain. 

1. On sait que pour des systèmes statiques de stabilisation la 
croissance du gain améliore la précision stationnaire. Qui plus est, 
l'erreur statique est déterminée par la formule 


ex = 1/(1 + k). (5.2) 
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Pour les systèmes asservis à degré d’astatisme différent, on entend 
par précision $Stationnaire la précision de la réponse du système à 
l’action de la vitesse. l'accélération, etc., constantes. Dans ce cas, 
on appelle gain le rapport de la vitesse stationnaire (de l’accéléra- 
tion ou d’autres dérivées supérieures) de la grandeur de sortie à la 
grandeur d'entrée. Par exemple, pour un élément intégrant, l’équa- 
tion peut s’écrire 


zx = ku, (5.3) 


où k est le gain dont la dimension est inverse de celle du temps. 
On peut montrer que, pour un signal d'entrée croissant linéaire- 
ment, l’erreur du système asservi à astatisme du premier ordre vaut 


Est — 1/k. (5.4) 


Il s'ensuit que plus Æ est grand, plus l’asservissement est exact. 
Si on parvient à assurer la stabilité avec la croissance illimitée du 
gain, les performances du système obtenu seraient très bonnes. 

2. Examinons la structure de la figure 5.1, b. Si avec la crois- 
sance illimitée du gain des éléments entourés par le correcteur. le 


Fig. 5.2. Structure dégénérée du cas de la figure 5.1, b 


système reste stable, les performances de l’asservissement sont com- 
plètement déterminées par la structure de la figure 5.2 (la démonstra- 
tion sera donnée dans ce qui suit). Composons la fonction de trans- 
fert en boucle fermée : 


2 ks(1+Tp) = = 
RER Tu+TPU ETS) j se) 

Puisque l'équation caractéristique est du deuxième ordre, on 
peut faire varier les k, et T dans une marge très grande et assurer la 
performance désirée du système. Par conséquent. la création d'un 
système asservi stable avec une croissance illimitée du gain permet 
d'assurer de bons critères dynamiques. 

3. Examinons l’amplificateur opérationnel *) dont le schéma de 


*) On dit opérationnel pour un amplificateur qui peut être utilisé dans 
les opérations mathématiques isolées: intégration, addition, inversion, etc. 
Ce sont les organes principaux des calculateurs analogiques. 
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principe est donné par la figure 5.3, a. Ici AE est l’amplificateur 
électronique à fonction de transfert 


W (p) = an (5.6) 


où z, (p) et z, (p) sont les impédances (résistances complexes); e, 
et e., les tensions d'entrée et de sortie. 


Fig. 5.3. Schéma de principe de l’amplificateur opérationnel 


D'après la loi de Kirchhoff, en négligeant les courants de grille 
de l’amplificateur électronique, on peut écrire 


li = do 
ou 
Cj—e; __ ei —e, 
Z1(P)  2e(P) 
On en tire 
€122 (P) = —€221 (p) + ei [21 (P) + 22 (pl. (5.1) 


La grandeur e; se calcule d'après la fonction de transfert de l’ampli- 
ficateur électronique : 


= 20, (5.5) 
En portant (5.8) dans (5.7) et en introduisant la notation m = 1/k, 
résolvons l’équation obtenue par rapport à e.: 
— — 22 (p) 
2 (pm Q P) ln (P) +22 EN F9) 
Si la structure est stable avec À — oc, on peut poser dans l'équation 
(5.9) m = 0. Alors, on obtient l'équation de l’amplificateur opéra- 
tionnel : 
__ __22{pP) 
ea — À: (5.10) 
En particulier (fig. 5.3, b), si z, (p) — R et = (p) — 1/Cp, il 
vient 


- 
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De cette façon, nous avons obtenu un intégrateur avec inversion. 
Mais s’il s'avère qu'avec £ —+— la structure est instable, l’amplifi- 
cateur opérationnel est inapte au fonctionnement. 


Branchement d’un correcteur de type général 
au système à une boucle 


L'étude réalisée montre le grand intérêt que présente la possi- 
bilité d'obtention des structures stables dans les conditions des gains 
importants. Dans ce qui précède, on a démontré que le gain des systè- 
mes à une boucle est limité; d'autre part, la possibilité d'obtention 
de bonnes caractéristiques dynamiques dans le cadre des structures 


Fig. 5.4. Couplage d un correcteur de Lype général dans un système à une boucle 
initia 


à une boucle sont peu nombreuses. Enonçons donc le problème de la 
façon suivante: comment faut-il modifier le système à une boucle 
initial pour que le système corrigé, dejà non pas à une mais à plu- 
sieurs boucles, puisse fournir, en principe, un gain aussi grand que 
l'on veut sans compromettre la stabilité ? 

La figure 5.4 représente une structure qui comporte un correc- 
teur de type général. Ici kentWent (P): Wne (P) et W.or (p) sont des 
fonctions de transfert respectivement de la partie entourée, non entou- 
rée et du correcteur. De plus, 


Went (P) = 1/Qent (P); We (P) = Kne/Qne (P); 
Woor (p) = Pr (P)/Qu1/(p)- (9.12) 


Notons les ordres des polynômes Qent (P); Qne (P): Pm1 (P) et Qn1 (P) 
respectivement Pents lnes M1 et 7%,. Pour fixer les idées, admettons 


que les coefficients des polynômes sont positifs et supposons, d'autre 
part, que Qent (0) = Que (0) = Qn (0) = 1. Ceci signifie que la 
structure initiale ne possède pas d'éléments intégrateurs. Pour le 
moment n’imposons aucune contrainte aux ordres nent et fine des 
polynômes. Par conséquent, le point auquel le correcteur est branché 
pour le moment n'est pas fixé. Nous avons déjà noté l'intérêt que 
présente cette circonstance. 
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Composons l'équation caractéristique du système corrigé. À cet 
effet, transférons le sommateur ZI à travers le sommateur /. Le som- 
mateur {1 changera de signe. Il vient 


1 + koWo (P) [Wie (P) + Wcor (p}] = 0. (5.13) 

En portant les valeurs des fonctions de transfert, on obtient 
EE ko kne Pmi (P) | = 4, 
Qo(P) L Qne(P) Le Qn:1 (P) ]=0. (9.18) 


Réduisons au dénominateur commun pour obtenir finalement 


Qo (P) Qne (P) Qn1 (P) + Ko lkneQn1 (P) + Pmi (P) Qne (P)1 = 0 
(5.15) 
ou sous une forme plus condensée : 
On, (P) + koD x, (p) = 0, (5.16) 


où NV, et N, sont les ordres des polynômes O,, (p) et ®x (p). 
Si la condition ny + M, > ñ, est respectée, alors 


Ne = lo + line + et Ni = ne + Mu. (5.17) 


La forme structurelle de l'équation (5.16) est la même que celle 
de l'équation (4.2). On peut donc utiliser les résultats du $ 2 du 
chapitre 4. Divisons (5.16) par ken et faisons tendre le gain de la 
partie entourée vers l'infini. On obtient une équation dégénérée : 


O », (p) = 0. (5.18) 


Si Va  N;, la stabilité du système n'est déterminée que par 
l'équation dégénérée. Si N, > N,, N,; racines de l'équation (5.16) 
tendent vers V, racines de l'équation (5.18), alors que les autres 
racines tendent vers l'infini. [l importe également que. si ces racines 
tendent vers l'infini à gauche de l'axe imaginaire, la stabilité du 
système est déterminée par une équation dégénérée. Mais si ces raci- 
nes tendent vers l'infini à droite de l’axe imaginaire, le système est 
instable à l'avance et il n’y a aucun sens d’analyser l'équation dégé- 
nérée. 

Pour examiner le comportement des racines à l'infini, utilisons 
les équations des asymptotes (4.13). Il est évident que pour V, — 
— N, 33 il existe toujours des asymptotes dont la pente est infé- 
rieure à 90°. Par conséquent, pour k#, — © une partie des racines tend 
vers l'infini à droite de l’axe imaginaire du plan complexe p. On en 
tire la condition nécessaire mais non pas suffisante de la stabilité 
du système lors de la croissance illimitée du gain de la partie non 
entourée : 


N—-N<2. (5.19) 
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En écrivant les valeurs de W, et W, conformément à (5.17), on 
obtient 


lo LM — y + 2. (5.20) 


L'équation (5.20) est une condition structurelle, elle détermine 
une structure telle qu’en principe on puisse assurer les propriétés, 
requises du système asservi. Par exemple, si We (p) — Tp/(Tp + 1), 
alors ro < 2, puisque M, = nr, — 41. Si on veut obtenir un système 
stable avec de grands gains, on peut entourer par la chaîne de retour 
à action proportionnelle et intégrale pas plus que deux éléments apé- 
riodiques ou un élément oscillatoire. Si Woo (p) = k/(Tp + 1), 
alors nr, < 1, puisque m, = 0 et nr, — 1; un tel correcteur peut en- 
tourer pas plus qu’un élément apériodique. 

Examinons les cas particuliers qui satisfont à la condition (5.19). 
1. Na — N, = 1. Puisque l’asymptote du lieu des racines coïncide 
avec le demi-axe réel négatif du plan complexe p, la racine unique qui 
tend vers l'infini sera toujours celle de gauche. 2. V, — V, — 
Les asymptotes du lieu des racines sont parallèles à l’axe imaginaire 
du plan p. Le comportement des racines à l'infini est déterminé par 
la position du centre de l'étoile des asymptotes. Pour que les racines 
soient rejetées à l'infini à gauche de l’axe imaginaire, le centre de 
l'étoile des asymptotes doit aussi reposer sur le demi-plan gauche. 
L'équation (4.12) entraîne que si on observe la condition 


B:1/Bo — Ay/Ao > 0, (5.21) 


Ca < 0 (notons que dans (4.7) les coefficients A, et B, étaient 
égaux à l'unité). 

Cette condition est dite auxiliaire. Dans ce cas, la possibilité 
de l’exploration du système, d’après l’équation dégénérée, dépend 
seulement des coefficients affectés aux deux termes majeurs des 
polynômes OX, (p) et O x, (p). Pour résoudre des problèmes con- 


crets, nul besoin n'est d'écrire l'équation (5.15) toute entière. qu'on 
obtient généralement très lourde. Il suffit de composer les coefficients 
À 5, A1, Bo et B:. 

Maintenant énonçons les conclusions définitives. Pour que le 
système initial soit stable avec À, —+ co, il faut et il suffit d'observer : 
1) les conditions structurales ; 2) les conditions auxiliaires (si VW, — 
— N, = 2); 3) les conditions de stabilité de l'équation dégénérée. 

Examinons les questions liées à l’analyse des performances du 
système corrigé. À cet effet, écrivons la fonction de transfert en boucle 
fermée (cf. fig. 5.4): 


Le koW 0 (P) Wne (P) 
K (p) | + koWo (P) [We (P) +W cor (P)] (5.22) 


Divisons le numérateur et le dénominateur par x, et faisons ten- 
dre ken vers l'infini, ce qui est admissible si les conditions structu- 
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relle et auxiliaire sont remplies. Il vient 


& (np) = We (P)_  _ _W(P)_ 5 
# (p) TO Wue(P)+Weor (P), 4 LW (p) | (5.28) 


’ I 
W (p) Te Woo) Wie (p). 


K (p) peut s'appeler fonction de transfert en boucle fermée du systè- 
me dégénéré, et W (p), fonction de transfert en boucle ouverte du 
système dégénéré. 

De la sorte, avec k, —> oo le comportement du système asservi est 
complètement déterminé par le comportement de la structure dégé- 
nérée représentée sur la fi- 
gure 9.9. On peut montrer 
exactement de la même 
façon que si la perturba- 
tion est appliquée après le 
point À (cf. fig. 5.4), l’ex- 
ploration du système peut Fig. 9.5. Structure dégénérée 
se faire d’après la struc- 
ture dégénérée. Pourtant, si les conditions structurelle ou auxiliaire 
ne sont pas remplies, l'analyse du système ne peut pas faire appel à 
l'utilisation de la structure dégénérée. 

Pour étudier et choisir les paramètres de la structure dégénérée 
appliquons les méthodes décrites au chapitre 4, celles de la décompo- 
sition en D, du lieu des racines, etc. En introduisant la notation 
m = Â/keut, on trouve en partant de l’équation caractéristique (5.15) 
la frontière de la décomposition en D d’après le coefficient de 
la partie dégénérée pour les systèmes corrigé et dégénéré: 


D (kne) = — MQent (©) Qne (J@) — Qne (j&) es (9.24) 


et 


7 _Pma (0) (ju) DE 

D (kne) = — Que (0) = — On U0) (2.25) 

Pour un m petit mais fini, les réactions du système asservi se 
distinguent légèrement de celle d'un système dégénéré. Le degré 
de cette différence peut être établi en comparant les lieux D (ke) 


et D (ke). Si dans la marge des fréquences substantielles la grandeur 
MQent (®) Qne Ü®) est assez petite et on peut la négliger, on peut 
utiliser pour les calculs la structure dégénérée. 

Examinons le régime stationnaire pour un échelon unitaire à 
l'entrée du système corrigé. En vertu du théorème de la valeur fi- 
nale, la formule (5.22) entraîne 


kn 
Tstat — K (0) ET PTT ET . (5.26} 
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Pour l’action en retour proportionnelle et intégrale P,,, (0) = 0. 
Par conséquent, pour k, — co, la valeur stationnaire de la sortie tend 
vers l’unité, c’est-à-dire il n’existe pas d'erreur statique. Le système 
dégénéré est astatique. Si le gain de la partie entourée est grand mais 
fini (m + 0), l’erreur statique est si petite qu'on peut la négliger. 

Pour un retour rigide ou inertiel P,,, (0) = k. Par conséquent, 
pour k,nt — © il est vrai que 


Tstat kne/(X SE Ke); (9.27) 


c'est-à-dire l’erreur statique existe. Sa valeur dépend des gains des 
éléments non entourés par le correcteur. Le système dégénéré est 
statique. 

De la sorte, pour obtenir un système à précision élevée, on a inté- 
rêt à utiliser comme correcteur les éléments de différentiation du 


Fig. 5.6. Allure qualitative de la courbe de la décomposition en D par rapport 
au gain ent de la partie entourée 


type Tp/(Tp + 1). Pourtant, dans certains cas, pour améliorer les 
propriétés dynamiques du système, d’autres éléments, par exemple 
k (Tp + 1), peuvent convenir bien mieux. À cette fin, il faut assurer 
certes, la précision statique. 

Examinons certaines questions supplémentaires qui se posent 
lorsqu’on applique cette méthode de synthèse du correcteur. 

1. Choix du gain de la partie entourée k.... Les conclusions tirées 
sont justifiées pour ken — co. [12] montre qu’en explorant la sta- 
bilité locale, l’élément de relais peut être traité comme amplifica- 
teur à gain infiniment grand. Les gains grands mais finis peuvent 
s’obtenir dans les amplificateurs entourés par des chaînes de retour 
positives, ou dans les amplificateurs à grand nombre d'’étages d'am- 
plification. Il est vrai que dans ce dernier cas l’ordre de la partie du 
système entourée par le correcteur devient plus grand. Mais dans la 
plupart des cas, cette méthode da la synthèse du correcteur n’impose 
pas de gains excessivement grands, ces derniers n'étant absolument 
pas de rigueur. 

Construisons la décomposition en D (fig. 5.6) suivant le gain k,,t 
de la partie entourée. La méthode de la construction des structures 
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entraîne que, pour un système corrigé, il existe toujours un domaine 
de stabilité À, c’est-à-dire pour ken >> Æer1 le système sera stable. 
La forme qualitative de la frontière de la décomposition en D est 
visualisée sur la figure 5.6 par le trait plein. La valeur de ÆXcr: 
peut aussi ne pas être excessivement grande. Îl est curieux de 
noter que si dans le domaine des pulsations substantielles 
Qent U®) Qne Ü)/Ker1 est si petite qu'on peut la négliger et la struc- 
ture dégénérée possède de bonnes propriétés dynamiques, en passant 
du domaine B dans le domaine À Îles propriétés du système asservi 
changent brusquement. D'un système instable, il devient non seule- 
ment stable, mais encore un système aux performances élevées. 

2. Influence de faibles inerties. [Il se peut que la présence dans la 
partie entourée d'éléments à faibles constantes de temps rend incer- 
taine | observation des conditions structurelles. Aussi, pour k,11 — oo 
le système sera-t-il instable. Pourtant, la décomposition en D par 
rapport à k.n aura qualitativement la forme représentée sur la figu- 
re 5.6 par le trait interrompu, c'est-à-dire il existe un domaine des 
valeurs de ken suffisamment grandes mais finies telles que le système 
soit stable. Par conséquent, on peut choisir le gain de la partie entourée 
de façon que le système asservi corrigé possède des propriétés re- 
quises. 

En généralisant ce qui vient d'être dit. on peut recommander la 
succession suivante du calcul d'un correcteur : 1) introduire le cor- 
recteur dans le système initial de façon à respecter les conditions 
structurelles ; 2) vérifier, si la nécessité se présente, si les conditions 
auxiliaires sont respectées (certains paramètres du système devront 
alors être soumis à des contraintes définies); 3) calculer le système 
dégénéré (dans le cas le plus simple on peut se borner au calcul de sa 
stabilité) ; 4) choisir ken >> Ker1; Si les paramètres du système dégé- 
néré ont été choisis de façon à assurer les performances désirées, il 
faut encore vérifier dans la marge des pulsations substantielles la 
petitesse de la grandeur mQ.n (j®) Qne Uo). 

Lors du calcul de la valeur numérique de X,,, tous les autres 
paramètres du système sont déjà connus. On peut donc construire, 
par exemple, la décomposition en D d’après le gain k,,. de la partie 
entourée. Si la construction s'avère trop compliquée, on peut s’enga- 
ger dans une autre voie: se donner une valeur de k,,. suffisamment 
grande et calculer d’après le tableau de Routh si le système est stable 
ou non. Il est bien simple de le faire, puisque les valeurs numériques 
de tous les coefficients de l'équation sont connues. Plus même, il 
existe des programmes numériques de résolution de ce problème sur 
une calculatrice digitale. Si le système s'avère instable, il faut re- 
prendre le calcul en adoptant une plus grande valeur de k,,.. Comme 
nous l’avons déjà noté, il existe toujours une certaine valeur de x. 
qui peut être assez grande et telle que le système soit stable. 

Exemple 5.1. Choisir la constante de temps du correcteur T pour 
la structure de la figure 5.1, b de façon que le système soit stable 
avec À,kike —+ 00. 
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Puisque la chaîne de retour à action proportionnelle et intégrale 
entoure deux éléments apériodiques et un organe amplificateur, la 
condition structurelle (5.20) est observée. Ecrivons l’équation carac- 
téristique du système corrigé en boucle fermée en utilisant directe- 
ment l'équation (5.15): 


3 
Î ip+1)(Tp+1)+ko1k3(Tp+1)+ Tp(Tap +1) = 0 


où 
ko — k yKike- 


Etant donné que W, — N, — 4 — 2 = 2, il faut vérifier la condi- 
tion auxiliaire (5.21). À cet effet, cherchons les coefficients affectés 
aux termes majeurs des polynômes 


A = TT: Bo = T TT ST ;: 
A =TA+k));B, = Till + T (TT + 
+ DiTs + Tes). 
En portant les valeurs trouvées dans (5.21), on obtient 


Il s'ensuit que la constante de temps T doit étre choisie conformi- 
ment à l'inégalité 
PTT: 
1 kaT1Ta—TsalTi+Te) | 


L'équation dégénérée 
ks (Tp + 1) + Tp (Tap + 1) = 0 


est du deuxième ordre, c’est-à-dire les racines sont gauches quelles 
que soient les valeurs positives des paramètres, ce sur quoi nous 
avons fait une réserve au début de ce chapitre. 

De la sorte, l’unique contrainte imposée au choix du paramètre 
de réglage T du correcteur est l’inégalité (5.28). Notons qu'avec 
ka < T3 (Ts + T2)/T1T) le système ne se prête pas à la stabilisation. 

Exemple 5.2. Le problème de l’étude est le même que celui de 
l'exemple précédent, mais on change le point de branchement du 
correcteur (cf. fig. 5.1, c). 

Ici la chaîne de retour à action proportionnelle et intégrale en- 
toure un élément apériodique et un élément amplificateur; par con- 
séquent, la condition structurelle (5.20) est respectée. 

Ecrivons l'équation caractéristique : 


(5.28) 


3 3 
(Ti (p)+ 1) (Tp+1+k0lkks(Tp+1)+Tp [] (Tip+11=0, 


ko — Kaka. 
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Puisque NV, — N, = 1, la racine unique qui tend vers l'infini 
parcourt le demi-axe réel négatif et, par suite, il suffit de vérifier la 
stabilité de l'équation dégénérée qui, dans notre cas, est de la forme 

TTSTPS +T(Toe + Ts) pp +T(A+ koks) p + keka = 0. 
Appliquons l'inégalité de Hurwitz: 
TE (Te + Ts) (A + koks) — TTel koks > 0. 

On en tire 

Top pe. (5.29) 
Comme il est toujours vrai que 

koksl( + koks) <1, 
T peut être choisi, en vertu de l’inégalité 

T>rEr (5.30) 


ce qui assure la stabilité du système pour un gain de la partie entou- 
rée aussi grand que l’on veut. Dans ce problème, les valeurs de k.k, 
peuvent être quelconques. La condition (5.30) étant plus simple que 
(5.28). dans une structure à trois éléments on a intérêt à entourer un 
élément apériodique par une chaîne de retour à action proportionnel- 
le et intégrale. 


Branchement d’un correcteur de type général 
dans un système à retard 


Les systèmes de régulation existants qui comportent des éléments 
à retard pur possèdent un gain critique très bas. Il en est ainsi du fait 


Fig. 5.7. Modes de couplage du correcteur dans un système à retard pur 


que. généralement, si on prend en considération le retard pur, la 
courbe de la décomposition en D par rapport au gain du système li- 
mite (pour lequel le retard est nul) se trouve tournée dans le sen: 
inverse à l'horloge. 

Branchons le correcteur de façon à n'entourer aucun élément à 
retard (trait plein de la figure 5.7). [12] montre que ce cas ne se distin- 
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gue pas du cas précédent. Les conditions structurelles et auxiliaires 
ont la même forme. 

Examinons un autre mode de branchement, lorsque le correcteur 
entoure l'élément à retard (trait discontinu de la figure 5.7). L’équa- 
tion caractéristique d’une telle structure est de la forme 


mQo (p) Qne (p) Qn1 (P) ePT + kneQn1 (P) + Qne (P) Pr: (p) = 0 
(5.31) 


ou, sous une forme plus condensée, 
mOn, (p) eF°+ On, (p) = 0. (5.32) 


Ici + est le temps global (pour le cas de plusieurs éléments entourés) 
du retard pur; m — 1/ken. L'équation (5.32) possède un terme prin- 
cipal (du fait que W, > N,): par suite, les conditions du théorème 
de Pontriaguine sont observées et on a toutes les raisons de pour- 
suivre l'étude de la stabilité. Construisons la décomposition en D 
par rapport au petit paramètre : 


On, Go) (je) e-jut. 
Dy, (jw) 


Pour w& — c, le lieu de x, Goy® x, (Gjw) tend vers zéro. Si on 


tient compte de la fonction et, le lieu tourne dans le sens de l’hor- 
loge. On peut donc affirmer que pour des 
fréquences assez grandes la forme qualita- 
tive de D (m) est representée sur la figu- 
re (5.8). Celle-ci montre que pour m — 0 
le système est instable. Par conséquent, un 
tel mode de branchement du correcteur ne 
peut assurer en principe l’augmentation 
désirée du gain critique. 

On montre sans peine que, du point de 
vue de la stabilité, l'introduction de l’ac- 
Fig. 5.8. Allure qualita- tion dérivée de la désadaptation est équi- 
RE 4 couee valente à l'entourage de la chaîne toute 
vant le petit paramètre €ntière par le dérivateur. Puisque ce dernier 
m sous des pulsations entoure également l'élément à retard pur, 

élevées d’après le cas qui vient d'être examiné, le 

gain ne peut être accru tant que l’on veut. 

Les échecs de ce mode de stabilisation s'expliquent par les proprié- 
tés structurelles des systèmes à retard. 

Parfois. pour assurer la stabilisation on s'efforce d'utiliser non 
seulement la dérivée première, mais aussi la dérivée seconde. Dans 
certains cas, ceci peut améliorer quelque peu le système, alors que 
dans d’autres, cette façon d'agir rend le système inapte au travail. 
Jllustrons-le sur l'exemple du système comportant deux éléments à 
retard pur (fig. 5.9). Ici un amplificateur idéal du deuxième ordre 
entoure un des éléments à retard. 


D(m) = — 
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L'équation caractéristique s'écrit 
(Tip +1) (T2p +1) + kykge- PO) + 
+k;(aop*+ap+1)(T;p+t)je-Pt1=0. (5.33) 
Cette équation ne possède pas de terme principal, le système est donc 
toujours instable. Si on élimine la dérivée seconde (a, = 0), le systè- 


me devient structurellement stable. Si, de plus, on change le point 
de branchement de l’amplificateur du premier ordre, c’est-à-dire 


Fig. 5.9. Correcteur mal couplé au système dans le système à deux éléments 
de retard pur 


si on le branche de façon qu'il n'entoure aucun élément à retard pur, 
le système peut être rendu stable pour une augmentation illimitée 
du gain de la partie entourée. Dans ces conditions, les paramètres du 
système asservi doivent être choisis conformément à la méthodologie 
décrite dans ce qui précède. 


Branchement de #7 correcteurs de type général 
dans un système à une boucle 


Supposons qu'un système à une boucle initial est divisé en 
tronçons. La fonction de transfert de chaque tronçon est de la forme 


W; (p) = ki/Qi (p), l — 1 7. RENE . N. (5.34) 
Notons noi l’ordre du polynôme @; (p). Admettons également que 
les gains des tronçons entourés sont associés par les relations 
ki = ik, (5.35) 
où À peut croître à l'infini. 
Comme correcteur, utilisons les éléments à fonction de transfert 
We, EP) = Pm, (p)/Qn, (p)}, i=1,2,...,n, (5.36) 
m; et n1 sont, comme précédemment, les ordres des polynômes cor- 
respondants. 
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Examinons deux versions de branchement des correcteurs avec 
n < NV; la première version (fig. 5.10, a): chaque correcteur entoure 
un tronçon à fonction de transfert W; (p); la deuxième version 
(fig. 5.10, b): 


Fig. 5.10. Couplage de plusieurs correcteurs de type général dans un système 
a une boucle initial 


Je premier élément de la structure initiale est soumis à toutes les en- 
trées du correcteur. 

Pour tout schéma de branchement du correcteur l'équation carac- 
téristique est de la forme 


HORDE me DR OS RO PP 
+ Ox,(p) = 0, (9:87) 


m = AÂ/k; OX, (p) = aiopNt + anpNtii +... 


Ici Vi est l’ordre du polynôme D, (p); de plus, NM > Ny.e..s 
.…, > Nn; a, ses coefficients, j = 0, 1, 2, ..., Vi. La forme 
des polynômes D y, (p) diffère suivant que les correcteurs soient bran- 
chés d’après la première ou la deuxième version. Pour m — 0, on 

obtient l'équation dégénérée 
© x, (p) = 0. (5.38) 


Voici les résultats définitifs de l’étude réalisée par [12]. Pour que 
le système soit stable avec À —+ oo, il faut et il suffit que 
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1) soient observées les conditions structurelles 
Toi << Mi — Ni + 2, (5.39) 


c'est-à-dire que l’ordre du tronçon entouré soit une grandeur bornée ; 
par exemple si on branche les correcteurs dérivateurs du type 
tip/(tip + 1), on ne peut pas entourer trois éléments apériodiques 
ou un élément apériodique et un élément oscillatoire ; cette condition 
peut s’écrire également sous la forme 


Ni = Ne (5.40) 


c’est-à-dire la différence des ordres des polynômes voisins ® ,. (p) 
et Ox,, (p) ne doit pas dépasser deux, ou ce qui revient au même, 
lorsqu'on tient compte de chaque petit paramètre, l’ordre de l’équa- 
tion ne doit pas augmenter de plus de deux; 

2) soient respectées les conditions de stabilité de l'équation auxi- 
liaire du premier, deuxième ou troisième genre, qui se forment de la 
façon suivante: 

pour Vi — N;i:1 = 1, on! compose l'équation auxiliaire du pre- 
mier genre 


009 + 097 + - . . + Ano = 0, (5.41) 


OÙ Gpg Lo» + + ++ Ano SOnt les coefficients affectés aux termes majeurs 
des polynômes D}, Das --., O y, ; 2, le nombre de correcteurs; 
pour Vi; — N;,1 — 2, on compose l'équation auxiliaire du deu- 
xième genre 
do" + Mao + 09°" + 
Fe Mag" +... + An09 + Man = 0, (5.42) 


où ai, et ai, sont les coefficients affectés à deux termes majeurs du 
polynôme D y, (p), i — 0, 1, ..., nr; on peut montrer, en écrivant, 
par exemple, le déterminant de Hurwitz, que la stabilité de l’équa- 
tion (5.42) ne dépend pas de la petite grandeur de m ; si la différence 
des ordres des polynômes voisins n'est pas la même, on compose l’équa- 
tion auxiliaire du troisième genre [12]; 

3) soient remplies les conditions de stabilité de l'équation dégé- 
nérée ; 

pour le cas n = N, les contraintes sur les constantes de temps im- 
posées par les équations auxiliaires sont plus serrées que pour le cas 
de nr < N; il n’est donc pas recommandé d’entourer tous les tron- 
çons de la chaîne directe. L'équation dégénérée de la première ver- 
sion du branchement des correcteurs (7 << V) dépend des paramètres 
des éléments non entourés et des paramètres de tous les correcteurs, 
et celle de la deuxième version (7 << W), des paramètres des éléments 
non entourés et du paramètre du dernier correcteur; par conséquent, 
si le choix des constantes de temps des correcteurs est raisonnable, 
on peut toujours assurer la stabilité de l'équation dégénérée. 
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Exemple 5.3. Déterminer les paramètres du correcteur de 
façon que le système représenté sur la figure 5.11, a soit stable avec 
k — OO, k — k — ko- 


Fig. 5.11. Schémas fonctionnels illustrant l'exemple 5.3 


Dans ce cas, les correcteurs sont branchés suivant la premiere 
version, de plus, z << N. Composons la fonction de transfert en 
boucle ouverte: 


W (p) — ki (tip +1) , k.(T:p + 1) ka 
P (Tip+t)inup+l)+ktP (TeP+1)(tePp+1)+ktep Tsp+1° 


Notons m = 1/k et écrivons l’équation caractéristique 


m°O x, Gp) + mDx (p) + Dx, (P) = 0, 


où 


Ps, (p)= (il (Tip +1) Îl (cip +1); 
Dai (P)= mp fl (Tip +1) (rap +1) + ten [Gin 1) (ip +1): 


2 
Ds, (p)= Tite (Tap +1) p°+ks Î (tip +1). 
Etant donné que N, = 5; N, =4et N, = 3 (l’ordre des polynô- 


mes voisins se distingue de l’unité), il faut obtenir l’équation auxi- 
liaire du premier genre. Formons ses coefficients : 


Goo = TiT2 TaUtes Go = (T1 + Te) TaUitos Goo — Tate 


En portant ces valeurs dans l'équation (5.41). on obtient 
TT + (Ti+ Tati Î] (Tig +1) 0. 


178 


Les racines de ceséquations sont gauches quelles que soient les valeurs 
de Ti. Composons l'équation dégénérée 


O x, (P) = Tito (Tap + 1) p° + ka (up + 1) X (top + 1) = 0. 


En appliquant le critère de Hurwitz au système du troisième ordre, 
on obtient 


TU + Te > Ts/(1 + ka). (5.43) 


Ainsi, le système se prête aisément à la stabilisation avec # —> co, 

Si la condition (5.43) est remplie, l'analyse ultérieure peut être 
menée suivant la structure dégénérée (fig. 5.11, b). 

Cherchons l'erreur statique €. pour une entrée à croissance li- 
néaire. À cet effet, cherchons d'abord la fonction de transfert du 
système dégénéré en boucle ouverte: 


1 __ ks(uP+1) (tep+1) 
PES Tite(TsP+1)p° ? 


puis, la fonction de transfert en boucle fermée par rapport à 1 erreur: 


À r(p}= —1— = TteP° (Tsp+1) 
E 1LW (p) T1T2P= (Tsp+1)+ka(tip+1)(TP+1] 


Pour x, = at la transformée de l’erreur e (t) s'écrit 


E(p}=*Xr(p) =. 


En appliquant le théorème de la valeur finale de la transformation 
de Laplace, il vient 


es = lim PkE (p) — — (0. (5.44) 
p—0 P 


Par conséquent, pour À —> co, le système présente un astatisme 
du deuxième ordre. 

Exemple 5.4. La tâche de l'exploration reste la même‘que dans 
l'exemple précédent, mais on change le mode de branchement du cor- 
recteur (fig. 5.12, a). La figure montre qu'on a utilisé]la’deuxième 
version des éléments correcteurs. On voit aisément que les conditions 
structurales (5.39) sont observées, c'est-à-dire les correcteurs sont 
branchés correctement. Ecrivons la fonction de transfert en boucle 
ouverte: 


1 (p)— hkihok3 (T1P+1) (TeP+1)/(T3p+1) 
kyhoTop (T1P+1)+(T1P+1) (Tep+1) (T1P+1) (ToP+1)+k1T1P (TeP+1) (ToPp+1) 


On en tire l'équation caractéristique en boucle fermée 


m°©O y, (p) 4e mO y, (p) + O y, (p) = 0, 
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Fig. 5.12. Schémas fonctionnels et caractéristiques d’un asservissement illust- 
rant l'exemple 5.4 


3 2 
Ds (p)= [] (Tip +1) [T (cp +2): 


3 
Dm (= tp [ (Tip +1) (rep +1); 


D: (p) = (Tip +1) [t2p (Tap + 1) + ks (tip + 1)]. 


Puisque N, = 5: N, = 4et N; = 3, il faut composer l'équation 
auxiliaire du premier genre. Cherchons ses coefficients : 


Goo = Lilo Tatitos io = To-T3UTos Goo = T'atite. 
En portant ces valeurs dans l'équation (5.41), on obtient 
TT 99° + Tog + 1 = 0. 


Cette équation étant du deuxième ordre, ses racines sont gauches 
quelles que soient les valeurs positives de T, et T,. Composons l’équa- 
tion dégénérée 


O x, () = (tp + 1) [Ttep (Tap + 1) + ks (Top + 1)] = 0. 
En fait, la stabilité est déterminée par l’expression entre crochets. 
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C'est un polynôme du deuxième ordre et de ce fait ses racines sont 
gauches quels que soient les coefficients positifs. 

De la sorte, quels que soient les:paramètres de la structure à une 
boucle initiale et les réglages des correcteurs, le système considéré 
est stable avec la croissance illimitée des gains des parties entourées. 

L'analyse ultérieure peut être conduite suivant la structure dégé- 
nérée (fig. 5.12, b). Tout comme dans l’exemple 5.3, étudions les 
propriétés statiques du système. A cet effet, écrivons les fonctions 
de transfert : 


à __ ks(tep+i) . è . (TaP—+ 1) TeP 
WE Gpener LEE Tips (P0 


Dans les conditions de la croissance linéaire de la consigne x, = at, 
l'erreur statique se calcule d’après la formule 


T2 


en =lim pr (p)—r = #0, (5.45) 
p—0 


et lorsque la consigne change par saut, x, — 1 (t), elle est de la iorme 


ex =limpke (p) + — (. (5.46) 
D—0 


Par conséquent, le système ne présente que l’astatisme du pre- 
mier ordre. Il est vrai qu' en choisissant k, suffisamment grand, ce qui 
est possible dans ce système, on parvient à diminuer e;. de la formu- 
le (5.45) jusqu’ à une valeur négligeable. 

Cherchons l’équation de la décomposition en D par rapport à x, : 


D (Es) = —(Tsjo +1) (5.47) 


La forme qualitative de la courbe est visualisée sur la figure 5.12,c. 
Quels que soient t, et T, la courbe repose dans le demi-plan inférieur 
sans couper l’axe réel. Ceci témoigne de la possibilité de choisir des 
paramètres T1, et 7, tels que le système possède de bonnes propriétés 
dynamiques. En particulier, si on choisit t, = T;, le lieu de la dé- 
composition en D coïncide avec l’axe imaginaire, et quel que soit le 
choix de x, les conditions suffisantes pour lesquelles le dépassement 
ne monte pas à plus de 18 %, seront observées. 

Notons que pour la deuxième version du branchement des correc- 
teurs on peut utiliser des moyens techniques relativement peu puis- 
sants. [] en est ainsi du fait que les étages terminaux du système as- 
servi ont une puissance plus grande que celle des étages de départ. 
L'analyse des résultats obtenus fournis par les exemples 5.3 et 5.4 
permet de donner dans ce problème la préférence à la deuxième ver- 
sion. 

En comparant les systèmes à un et plusieurs correcteurs on voit 
sans peine que ces derniers possèdent de meilleurs critères statiques 
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et dynamiques. Cependant, leur prix est plus élevé par suite du grand 
nombre de correcteurs. Dans la conception des systèmes asservis la 
décision correcte doit, évidemment, être déterminée par les évalua- 
tions de l'efficacité économique de leur utilisation. 


Structures rigides à stabilité élevée 
contre les perturbations 


Faisons la distinction entre deux formes de perturbations, les 
perturbations additives et paramétriques. Une perturbation addi- 
tive s'ajoute à un signal quelconque dans la structure, mais n’influe 
pas sur les paramètres (constantes de temps, gain, etc.). Une pertur- 
bation paramétrique agit seulement sur les paramètres du système, 
change, par exemple, les gains de l’objet de réglage. Cette distinction 
est très conventionnelle, elle n’est justifiée que dans l’analyse des 
systèmes linéaires. Les systèmes que nous envisageons sont des systè- 
mes à information complète, bien que, comme nous le verrons par 
la suite, une partie de l'information s'avère redondante. Admettons 
qu'ils appartiennent à la classe des systèmes stables dans les condi- 
tions d’une croissance illimitée du gain. Les conditions qui doivent 
être remplies à cet effet sont décrites dans ce qui précède. 

Commençons par les problèmes qui envisagent une perturbation 
additive. Supposons qu'on connaît le point d'application de cette 
dernière et il est possible de la mesurer (fig. 5.13, a). La perturbation 
mesurée F est amenée à l’entrée du correcteur avec la fonction de 
transfert W, (p). Le gain k de la partie entourée peut croître à l’in- 
fini. On montre facilement que pour 4 — , la fonction de transfert 
en boucle fermée suivant le canal « F — x » tend vers zéro. Par con- 
séquent, un tel système est invariant par rapport à la perturbation F. 
Dans ce problème, la forme de la perturbation et la valeur des para- 
mètres qui ne participent pas à l’élaboration des conditions structu- 
relles et auxiliaires, ainsi que de l'équation dégénérée ne présentent 
pas d'intérêt. L'absence d’information exacte sur les paramètres n'a 
pa d'importance non plus, si cela n’influe pas sur la stabilité avec 

—+ O0. 

Pourtant, la perturbation ne se prête pas toujours à la mesure, 
loin de là. Dans ce cas, appliquons le système qui simule l’objet 
(fig. 5.13, b). En admettant que la fonction de transfert de l'objet 
W, (p) soit connue, construisons le modèle W: (p). Naturellement, 
W: (p) = W, (p). Comme le montre la figure, le signal à la sortie du 
convertisseur W, (p) est de la forme 


y= W,(P}IWa:(p) (mi +F)—W,(p) xl. 

Si on retient W, (p) = 1/W, (p), alors y = F. Par conséquent, 
l'utilisation du modèle permet de prendre la mesure indirecte de la 
perturbation F. Puisque cette dernière est dégagée, pour assurer l’in- 
variance du système par rapport à cette perturbation, il suffit, comme 


nous l'avons montré, d'appliquer le signal y à l'entrée du correc- 
teur W.(p). 
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Fig. 5.13. Structures des systèmes stables aux perturbations 


Une autre variante de la résolution est visualisée sur la figure 5.14. 
Supposons que l’objet W, (p) se compose de trois éléments apériodi- 
ques aux paramètres k,. T,. k°, T:, ka et Ts. Intercalons deux ampli- 
ficateurs à forte amplification. Entourons l’un d'eux par un élément 


Fig. 5.14. Structure rigide (sans recherche) invariante par rapport à une pertur- 
bation additive F et insensible à une perturbation paramétrique F; 


apériodique aux paramètres k, et T;. Faisons tendre le gain du pre- 
mier amplificateur (non entouré par la chaîne de retour) vers l'infini. 
Alors, l'équation caractéristique sera de la forme 


ki (Tip + 1) ((Tep + 1) (Tsp + 1) + kkoks]l = 0. (5.48) 
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L'expression entre crochets est du deuxième ordre, et, par suite, 
l’amplification du deuxième amplificateur (entouré par la chaîne de 
retour) peut être accrue à l'infini. Puisque la fonction de transfert 
par rapport à la perturbation est de la forme 


- _ Wa (p)[1--kxW, (p)] 
RE EE ATTEZ EL AT) 24) 


pour À — oc la perturbation F n’influe pas sur la coordonnée réglée x. 
Pourtant, si la perturbation est amenée avec la consigne zx, ou, lors 
de la prise de mesure, se mélange à la chaîne de retour, de telles struc- 
tures ne rendent pas possible l’élimination de son influence. A cet 
effet il convient d'utiliser les filtres dont la synthèse sera décrite dans 
les chapitres qui suivent. 

Examinons maintenant la perturbation paramétrique. Introdui- 
sons la notion de sensibilité au sens de Bode: 


ki _ dK(p) W() 
SWr = WG AG HS) 


Ici $ est la grandeur qui détermine la relation entre la variation des 
propriétés dynamiques du système et la variation des paramètres 
des éléments isolés ; X (p), la fonction de transfert en boucle fermée ; 
W (p), la fonction de transfert ou le paramètre de l'élément dont les 
caractéristiques changent sous l’action de la perturbation. Il est 
évident que lors de la conception d’un système asservi on voudrait 
réduire $ au minimum. S'il s’avère que S tend vers zéro, un tel systè- 
me de réglage sera insensible à la variation arbitraire de plusieurs 
paramètres. 

Supposons que la perturbation paramétrique F, agisse sur l’élé- 
ment W, (p) (cf. fig.5.14). Composonsla fonction de transferten boucle 
fermée : 


FRE kW, (p) 
DRE ACES AT) 52 


et chiffrons la sensibilité au sens de Bode : 
sk) = EU AW: (p) AW: (PIE Wa (p) 


MP [+ AWi(P) + kW (bp) .. 
Wa(r)L1+kW: (p)+kW, (p)l + kW: (p) 
" K°Wa (P) 1 +kW; (P)+ kW (p)° (5.52) 


Si k— co, S$ —+ 0. Par conséquent, la structure de la figure 5.14 
est rigide, insensible à la variation de W, (p). 


$ 3. TYPES DES CORRECTEURS 
ET MODES DE LEUR BRANCHEMENT 


Le paragraphe précédent rend clair comment choisir la structure 
dans le cadre de laquelle, si on choisit les paramètres correspondant 
du correcteur, on peut obtenir les propriétés requises du système. 
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Fig. 5.15. Schémas principaux de couplage d’un correcteur 


La littérature moderne emploie une terminologie définie qui peut 
étre utilisée pour élucider la relation entre les résultats du paragraphe 
précédent et l'exposé qui suit. 
Le correcteur de type général examiné dans le paragraphe pré- 
cédent peut être décrit par la fraction rationnelle suivante 
 aoPM + a pl + ... + ame P + Am 
Woor (D) = prb émaP on 


On comprend aisément que ce type de correcteur permet d'obtenir 
des éléments utilisés dans la pratique actuelle. Ainsi, si tous les a;, 
sauf a» -1, Sont nuls, et tous les b;, sauf b,, sont également nuls, on 
obtient l’action dérivée première. Si b,, et a diffèrent de zéro, 
alors que tous les autres coefficients sont nuls, on obtient l’action 
intégrale; mais si ce sont les a»-1, bn-1 et b, qui diffèrent de zéro, 
alors que tous les autres coefficients sont nuls. on obtient un correc- 
teur à action proportionnelle et intégrale, etc. On peut également par- 
ler du différent mode de couplage des correcteurs au système asservi 
initial. Ainsi, la terminologie existante distingue les correcteurs 
branchés en série, en parallèle ou à la chaîne de retour locale (fig. 5.15). 
Divisons la structure initiale en deux tronçons à fonctions de trans- 
fert W, (p) et W, (p). Dans le cas général, ce sont des fonctions très 
compliquées, mais dans des problèmes isolés nous admettrons que 
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l'une d'elles est égale à l'unité. Ecrivons ces fonctions de transfert 
sous la forme de rapport des polynômes 


Wii) = Pi @)QiG), i=1, 2. (5.53) 
Introduisons un correcteur de forme assez générale 
Woor (p) a Pr (P)/Qn: (p), (5.54) 


où les indices des polynômes m, et n, désignent l’ordre du numérateur 
et du dénominateur de W:cr (p) respectivement; de plus, pour les 
correcteurs réalisés, r, > m1. 

Couplage en série (fig. 5.15, a). Le correcteur est branché directe- 
ment en aval du comparateur. Ceci est dû au fait que dans les tron- 
çons initiaux de la chaîne directe les signaux sont bien plus faibles 
que dans les tronçons terminaux. En se donnant certaines formes les 
plus simples des fonctions W:c- (p), on peut classifier les régulateurs, 
ou ce qui revient au même, les plus simples lois de commande *) 
les plus fréquentes dans la pratique. Entre parenthèses, nous donne- 
rons la dénomination employée parfois dans les notices des régula- 
teurs industriels et dans la pratique de la production du pétrole, 
du gaz et de leur traitement. 

1. Loi de commande proportionnelle : 


Woeor (p) = k. (5.55) 


Le régulateur est dit proportionnel ou, en abrégé, régulateur P 
(statique). 
2. Loi de commande intégrale: 


Weor (p) = k/p. (5-56) 


Le régulateur est dit intégral ou régulateur I (astatique). 
3. Loi de commande proportionnelle et intégrale: 


: Tip+1 = 
W cor (P) =k: TE (9.57) 
où k, est le gain; T,, le temps d'intégration. 

Le régulateur s'appelle régulateur PI (à action proportionnelle et 
intégrale). Parfois au lieu du coefficient 4, on utilise la grandeur in- 
verse 


5 = 1/k,, (5.58) 


appelée limite de régulation proportionnelle, exprimée ordinaire- 
ment en pour cent. Sieet x, sont de nature physique différente, pour 
utiliser la formule (5.58) l’équation de la loi de commande doit être 
tamenée au préalable à la forme sans dimension. 


*) On appelle ordinairement loi de commande la relation entre la désada- 
ptation e et la sortie du régulateur z,. Par désadaptation on entend la différence 
entre les valeurs affichée et réelle de la coordonnée réglée. 
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Notons que la fonction de transfert (5.57) est généralement réa- 
lisée par la structure représentée sur la figure 5.16. L’amplificateur 
à gain très grand est entouré  : 
par le dérivateur réel (élément #: 4e—=00 
à action proportionnelle et 
intégrale). 

4. Lois de commande pro- 
portionnelle et différentielle. 
et proportionnelle, intégrale 
et différentielle. . | | 

On sait que la régulation Fig. 5.16. Structure type d'un régula- 

: Re teur PI 

suivant seulement la dérivée 

n'a aucun sens, puisqu’à l’état 

d'équilibre l’action de réglage 7, est nulle quelle que soit la 
désadaptation e. Pourtant. l'introduction dans Ia structure du 
système asservi des dérivateurs peut s'avérer dans certains cas 
utile. A titre de tels dérivateurs, dans les couplages en série du cor- 
recteur, on utilise le plus souvent les éléments à fonction de 
transfert 


- 1 T 
W cor (P) = TS . (5.959) 


Avec a >> 1 l'élément est dit à avance de phase, et avec & << 1, à 
retard de phase. Le sens de ces appellations devient clair si on cons- 
truit le lieu de transfert des éléments à avance et à retard (fig. 5.17). 


b 


Fig. 5.17. Lieu de transfert des éléments à avance (a) ct à retard (b) de phase 


Dans les régulateurs pneumatiques industriels types la grandeur a 
est fixée. Si le système asservi se compose à partir des blocs du sys- 
tème de groupes unifié, la fonction (5.59) est réalisée à l’aide du bloc 
d'anticipation BII-28 (œ& >> 1). 

Avec le couplage en série des éléments à fonction de transfert 
(5.55) et (5.59), on obtient une loi de commande proportionnelle et 
dérivée. Le régulateur est dit PD (statique avec prédiction). Mais si 
on inclut en série les éléments à fonctions de transfert (5.57) et (5.59), 
on obtient la loi de commande proportionnelle, intégrale et diffé- 
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rentielle. Le régulateur est alors dit PID (à action proportionnelle et 
intégrale avec prédiction). 

Couplage en parallèle (fig. 5.15, b). 

Soit W, (p) = 1. Alors, la structure est ramenée sans peine à celle 
qui précède. Par exemple, si on couple en parallèle à W, (p) le déri- 
vateur réel p7'p/(Tp + 1), on obtient 


T 1+aT 
Win(p)=1 +R = nr ’ (5.60) 
où a = p + 1. 

Dans le schéma de 1la figure 5.15, b le couplage positif d’un tel 
correcteur correspond au couplage en série de l'élément à avance de 
phase, et le couplage négatif, au couplage de l’élément à retard de 
phase. 

Couplage du correcteur à la chaîne de retour locale (fig. 5.15, c). 

Si on compose l'équation caractéristique des structures 5.15, b 
et 5.15,c, ces structures s'avèrent analogues: 


Q1 (P) Qe (P) On, (p) + P3 (P) P2 (P) Qn, ( P) + 
+ Q1 CP) Ps P) Pm, (@) = 0, 
c’est-à-dire, du point de vue de la stabilité, le couplage en parallèle 


du correcteur par rapport au premier tronçon de la chaîne est équiva- 
lent au couplage de ce même correcteur à la chaîne de retour local 


Fig. 5.18. Schéma combiné de couplage d'un correcteur 


par rapport au deuxième tronçon de la chaîne. De la sorte, les struc- 
tures représentées sur les figures 5.15, b, c ont la même forme de la 
frontière de la décomposition en D et du lieu des racines. Si, par la 
suite, l’avantage que présente le couplage du correcteur défini sera 
évalué d’après la décomposition en D ou le lieu des racines du système 
corrigé, les conclusions, tirées pour les structures de la figure 5.15, c, 
sont complètement applicables aux structures de la figure 5.15, b, 
et inversement. 

Outre les schémas de couplage du correcteur examinés, il est pos- 
sible de réaliser des combinaisons les plus diverses de ces versions. 
L'un des correcteurs de la figure 5.18 est couplé en série, et l’autre, 
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à la chaîne de retour locale par rapport à l'élément W, (p). Pour 
améliorer les propriétés du système, on peut utiliser le signal de la 


Fig. 5.19. Structures des asservissements corrigés 


variable intermédiaire x, (fig. 5.19, a) *); il est également possible 
de combiner le principe de Polzounov et le principe de compensation 
(fig. 5.19, b). 


$ 4. SYNTHESE DES PARAMÊTRES DES CORRECTEURS 


Examinons les méthodes de calcul des paramètres dans les struc- 
tures des systèmes asservis choisis. 

Méthode de décomposition en D. Menons les calculs par rapport à 
la structure représentée sur la figure 5.20, où le correcteur de type 
général est couplé de façon 
à entourer tous les éléments 
de la chaîne directe, c’est-à- : 
dire toute la boucle de régla- 
ge. Admettons pour Île mo- 
ment que le correcteur soit 
couplé à la chaîne de contre- 
réaction. Rappelons que la 
chaîne de retour locale peut Fig. 5.20. Couplage d’un correcteur de 
être aussi bien positive que type général bouclant Ile contour de 
négative, mais la chaîne de re- réglage 
tour principale est toujours une 
chaîne de contre-réaction. Composons l'équation caractéristique en 
boucle fermée du système corrigé. À cet effet, transférons le somma- 


*) Il arrive que les schémas de cette sorte sont nommés à mauvais escient 
systèmes de réglage de x, à correction en x ou schémas en cascade (parexemple, 
réglage de la température à l’intérieur d'un four tubulaire avec correction ue la 


température de Îa sortie du produit). 
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teur ZI à travers le sommateur J (lors du transfert le sommateur chan- 
ge de signe) et cherchons la fonction de transfert de la chaîne de 
retour d’un système à une boucle 


Wo @) = 1 + Woor (P)- (5.61) 
Alors, l'équation caractéristique s'écrit 


1 + WG) Wo ) = 1 + W (bp) [1 + Woor (p)l = 0. 
(5.62) 
Représentons W (p) comme le rapport des polynômes 


W () = KP (p)'Q (p), 


et récrivons l'équation (5.62): 


Q (p) + kP (P) [1 + Woor (p)] = (0. (5.63) 


Tirons de là l’équation de la frontière de la décomposition en D 
suivant le gain total après l’introduction de la correction 


__—Q@tijo)/P (jw) D (k) 
Deor (k) te 1 + Wcor (jw) + 1—+ Wéor Go ) — (5.64) 


où D (k) est la frontière de la décomposition en D du système initial 
non corrigé. En effet, en posant dans (5.64) Wcor (j&@) = 0, on obtient 


D (k) = —Q (jo)/P (jo). (5.65) 


Ensuite, il faut déterminer dans quels cas un tel couplage du correc- 
teur (dont le choix est, en général, arbitraire) sera efficace, et dans 
quels cas il ne le sera pas. Il est clair que ceci dépend des propriétés 
de la partie invariable, aussi bien que du choix du type du correcteur. 
La conclusion sur l'avantage que présente le couplage d’un correcteur 
défini peut être tirée si on compare les courbes de la décomposition 
en D du système avant et après l'introduction de la correction, ou 
si on compare certains de ses points les plus caractéristiques. La 
formule (5.64) est commode pour résoudre le problème posé du fait 
que. dans cette formule, après l'introduction de la correction. l’in- 
fluence du correcteur et celle de la partie invariable du système sur 
la forme de la décomposition en D sont séparées. Et notamment, 
pour la pulsation w fixée, le vecteur D,,- (k) (décomposition en D 
du système corrigé) s'obtient comme quotient du vecteur D (k) 
(décomposition en D du système initial) par le vecteur 1 -— We, (jo). 
Le dernier vecteur caractérise les propriétés du correcteur introduit. 

Dans ce qui suit. nous comparerons D.,- (k) et D (k) suivant les 
valeurs du gain critique X4- et la fréquence critique œcr (fig. 5.21). 
Plus Xt- est grand, plus les limites dans lesquelles peut varier le 
gain total, en assurant ainsi les propriétés statiques et dynamiques, 
sont larges. Plus o.- est élevée, plus la rapidité atteinte peut être 
grande du fait que «.- est la limite supérieure de la pulsation de 
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positivité qui détermine la rapidité maximale du système. Pour le 
système corrigé, le gain critique et la pulsation critique sont notés 
Ke et @cr- La valeur désirée de X*- peut s’obtenir à partir des valeurs 
imposées de la précision et de la réserve de stabilité en module 


Ker = Mrés (1 — est)/#st (5.66) 


où mr est la réserve en module imposée ; e,,, l'erreur de position 
imposée. 


{ti To 


D (4) 


C,O; 


CAE. à ’ 
Fker: Wcr 


Fig. 5.21. Lieu de la décomposition en D utilisé pour le calcul des paramètres 
du dérivateur idéal 


La valeur désirée de «- peut s'obtenir à partir les prescriptions 
de rapidité du système : 
Ocr = Va/t;, (5.67) 


où À est le coefficient constant qui en première approximation peut 
être adopté égal à 8 ou 10; t,, le temps de réponse désiré. 

Dans le calcul d’un système asservi, le choix du correcteur assure 
la forme désirée de la décomposition en D (les valeurs de XX, et 
or) si, certes, ceci est réalisable dans le cadre de la structure donnée. 
Ensuite, on construit le lieu de D,.- (4) et on choisit le gain total 
ken. susceptible d'assurer la performance requise du système sur 
la base de la méthodologie décrite au chapitre 4. Il importe que l’exis- 
tence d'une telle valeur de k,,. soit prédéterminée par la sélection 
des paramètres de réglage du correcteur. Ici nous nous bornerons à 
l'examen d'un seul cas particulier. Choisissons W..,. (p) — Tp, c'est- 
à-dire entourons la boucle de réglage par un dérivateur idéal. Alors, 
l'équation (5.64) se mettra sous la forme 

D (k 
Der =. (5.68) 
On suppose que le lieu de D (k) est déjà construit. Le lieu de (1 + 
— Tjw) est une droite parallèle à l’axe imaginaire (cf. fig. 5.21). 
Naturellement, la graduation en pulsations du lieu dépend de la cons- 
tante de temps TZ. 
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Relions un point arbitraire c de la décomposition en D à l'ori- 
gine des coordonnées et choisissons la valeur de 7 telle que les pul- 
sations en b et c coïncident 


T = tg p/oi. (5.69) 


D'après l’équation (5.68) pour construire D,,- (k), il faut diviser 


le vecteur oc (vecteur du numérateur) par le vecteur ob. (vecteur du 
dénominateur). Puisqu'’en divisant les vecteurs on divise les modules 
et retranche les phases, l'introduction du correcteur fait que le lieu 
D (k) tourne dans le sens de l’horloge et se déforme légèrement. 
Dans ces conditions, le point c tombe sur l’axe réel (les phases des 


vecteurs ob et oc sont les mêmes par construction). Pour établir où 
précisément tombe le point c, examinons les triangles obd et ocf. 
Leur similitude entraîne que oc/ob = of en vertu de od = 1. Le pre- 
mier membre de l'égalité n’est rien d'autre que le gain critique AX.. 

Ainsi, nous avons démontré que pour calculer le gain critique d'un 
système corrigé (pour la forme et le mode de couplage du correcteur 
donnés) il faut abaisser du point c la perpendiculaire sur l’axe réel. 
La valeur de k en f donne justement la valeur de X%.. 

Pour le cas représenté sur la figure 5.21, Ki > Kcret er = ©; >er, 
c'est-à-dire on a intérêt à introduire un correcteur de ce type. Si 
K'- est donné, l’ordre de calcul des paramètres du correcteur est le 
suivant: trouver le point f, élever la perpendiculaire jusqu'à l’in- 
tersection avec la frontière de la décomposition en D (on détermine 
ainsi sans ambiguïté la nouvelle pulsation critique «w-), relier le 
point c obtenu à l’origine des coordonnées, déterminer graphique- 
ment l'angle ® et calculer d’après la formule (5.69) la valeur requise 
de la constante de temps du correcteur. Si c'est wc. qui est donnée, 
alors d’après la frontière de la décomposition en D graduée en pulsa- 
tions trouver le point c, et, d’après les valeurs de w, et @, calculer T. 
Qui plus est, la définition de XX. est univoque. Ce qui vient d'être 
dit, entraîne qu'avec un tel correcteur on ne peut assurer qu'une 
seule valeur souhaitée, celle de X, ou de «,. Si l’ordre du système 
initial n’est pas supérieur à trois, le choix correspondant de 7 peut 
permettre d'obtenir un gain aussi grand que l’on veut et toute pul- 
sation de positivité. Pour les systèmes de plus grand ordre, cette con- 
clusion ne convient pas. Ainsi, pour un système du quatrième ordre, 
la décomposition en D peut être de la forme visualisée sur la figure 5.22. 
Pour lecas représenté sur la figure 5.22, a,la valeur maximale du gain 
critique est une grandeur bornée ; de plus, max K{ = of > Ke. Par 
construction, la ligne cf est parallèle à l'axe imaginaire et tangente 
à la décomposition en D. Pour le cas représenté sur la figure 5.22, 
b, si on ne change pas le signe de couplage du correcteur, aucun 
choix de la constante T ne peut assurer la croissance du gain critique. 
Si le correcteur est couplé non pas à la chaîne de contre-réaction, 
mais à celle de réaction, le lieu (1 — 7Tjw) repose dans le quatrième 
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quadrant. Par conséquent, la décomposition en D tourne dans le 
sens de l'horloge et À; peut être quelque peu augmenté. Cependant, 
dans ces conditions, la pulsation ‘critique diminue, c’est-à-dire la 
rapidité est altérée. En principe, si le système initial est d'ordre n, 
pour obtenir un gain aussi grand que l’on veut et toute pulsation de 
positivité, on peut utiliser les méthodes de synthèse des structures 
examinées au paragraphe précédent. | 
Dans les calculs ci-dessus on a utilisé la procédure de la dérivation 
idéale. qui ne peut pas, comme on le sait, être pratiquement réa- 
lisée. L'absence de perfection dans les dérivées introduites définit 


. D(#) / 


D (K) 


DO 


Fig. 5.22. Allures possibles des courbes de la décomposition en D des systè- 
mes pour lesquels le bouclage du contour de réglage par un dérivateur idéal 
s'avère inefficace 


la différence notable qui existe entre le comportement d'un système 
réel et d’un système souhaité. En particulier, on démontre {12] que 
l’entourement d’une boucle de réglage par un dérivateurréel pT p/(Tp + 
— 1) (ou, ce qui revient au même, du point de vue de la stabilité, 
l'introduction d'une dérivée dans la loi de réglage) ne peut pas, si 
l’ordre du système initial est supérieur à deux, assurer un gain cri- 
tique aussi grand que l'on veut et toute pulsation de positivité. 
La méthodologie du choix des paramètres de réglage du dérivateur 
réel po et T, susceptible d'assurer l’obtention des valeurs souhaitées 
de Æ{- et cr, si ces dernières sont réalisables dans le cadre de la 
structure imposée, est décrite dans [13]. 

Ainsi, les résultats obtenus, à l'exception des cas isolés qui seront 
examinés par l'exemple 5.5, déterminent les possibilités limites du 
système et l’avantage que présente l'amélioration de l'influence de 
la dérivation réelle sur les propriétés du système asservi. 

Exemple 5.5. Le système donné se compose de l’objet à fonction 
de transfert W (p) et du régulateur à action proportionnelle et inté- 
grale. Il faut choisir le temps d'intégration 7, tel qu’il assure la va- 
leur critique maximale du rapport du gain k, au temps d'intégration. 
La structure initiale est représentée sur la figure 5.23, a. Si on parti- 
tionne artificiellement la fonction de transfert du régulateur à action 
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proportionnelle et intégrale en deux composantes (7,p + 1) et u’p 
(où u = k,/T;) et si on rapporte à l’objet l’intégrateur, le problème 
se ramène au calcul du dérivateur idéal couplé à la chaîne de réaction 
(fig. 5.23, b). 


Fig. 5.23. Schémas fonctionnels illustrant l'exemple 5.5 (calcul des paramètres 
du régulateur PI) 


Introduisons, comme d'habitude, la notation W (p) = P (p}/Q (p) 
et construisons la décomposition en D par rapport à u: 


D (u) = —juQ Gu)/P (Go). 


Choisissons en vertu de la méthodologie exposée 7, tel qu'on ob- 
tienne u.. maximal. Dans l'exemple 4.4 nous avons montré que lors- 
que le rapport u croît, l'estimation intégrale linéaire diminue. No- 
tons que dans ce problème, l’utilisation au cours du calcul de la dé- 
rivation idéale ne fait pas commettre des erreurs quelconques, du fait 
que la structure de la figure 5.23, b a été obtenue par transformation 
équivalente de la structure de la figure 5.23, a ; or, cette dernière est 
réalisée très simplement à l’aide des moyens techniques usuels. 
Méthode du lieu des racines. Le calcul de la correction de l'avance 
sera fait pour la structure représentée sur la figure 5.24. Puisque la 


Fig. 5.24. Schéma fonctionnel tel EE le correcteur soit synthétisé par la métho- 
de du lieu des racines 


forme du correcteur et le point de son couplage sont donnés, le pro- 
blème de la synthèse consiste à déterminer l’avantage que présente le 
couplage d’un tel correcteur et à choisir les paramètres «& et T assurant 
la performance requise du système asservi. Notons que la dérivation 
du signal peut faire monter sensiblement à la sortie de l'élément à 
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avance de phase le niveau des perturbations HF (haute fréquence), 
ce qui est indésirable. D’autre part, certains éléments du système 
peuvent subir la saturation, pour laquelle l'analyse linéaire est, en 
général, inapplicable. 11 n’est donc pas recommandé de coupler en 
série plusieurs éléments à avance, ainsi que de choisir des valeurs 
excessivement grandes de &. De ce point de vue, il est préférable, les 
autres conditions étant les mêmes, de retenir un correcteur à valeur 
de « plus petite. 

Dans la méthode du lieu des racines, il faut connaître la réparti- 
tion des zéros et des pôles de la fonction de transfert ; donc, récrivons 
Wcor () sous la forme 


Mo EEE pro (5.70) 


OÙ Péor et Pcor Sont respectivement le zéro et le pôle du correcteur. 
De plus, 


Phor=—14/aT et Peor= —1/T. (5.71) 


Dans le chapitre 4 nous avons montré comment, d’après le temps 
de réponse donné et suivant le dépassement, on peut choisir la posi- 
tion d'une paire de pôles com- 
plexes conjugués. Désignons-les par 
Pa et Pce et supposons qu'ils sont 
dominants. Il faut choisir les para- 
mètres du correcteur tels que les 
points Pa et Pc appartiennent au 
lieu des racines. La correction 
conviendra bien si les pôles p., et 
Pe2 Seront réellement dominants, 
ce qu’il faut vérifier après la cons- 
truction du lieu des racines du sys- Fig. 5.25. Notations dans le plan 
tème corrigé. Il est également clair P utilisées pour le calcul de la cor- 
que les pôles et les zéros supplé- rection par avance de phase 
mentaires influeront sur le régime 
transitoire. En utilisant les formules déduites au chapitre 4, il faut 
vérifier le degré de cette influence sur les critères de performances 
principaux du système asservi. Si la différence entre les évaluations 
précisées des critères et leurs valeurs souhaitées est notable, il se 
peut qu'il faudra reprendre les calculs avec un choix quelque peu 
différent de la position des pôles pe, et Dee. 

Introduisons dans le plan p certaines notations (fig. 5.25). Re- 
lions le pôle et le zéro du correcteur au point choisi p... Alors, ! 
et ® sont le module et la phase du vecteur (pe; — Pcor); L° et p°, 
le module et la phase du vecteur (pe: — P£or) ; L et L°, le module du 
pôle et le module du zéro du correcteur. 
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De la sorte, le déphasage produit par la correction de l’avance de 
phase au point p4 


À = pp —; (5.72) 
de plus, À >> 0. 


Supposons que jusqu'à l'introduction de la correction le déphasage 
produit en p., par les zéros et les pôles du système s’écrivait 


q= gt À qu (5.73) 


Si y. est égal à —180°, c’est-à-dire si pour un système non corrigé 
il existe en p., un excédent de la phase négative, il y a des raisons 
pour appliquer la correction par avance de phase. 

Pour vérifier en p., l'équation des phases, il faut choisir la valeur 
de À suivant la formule 


à = —180° — pe. (5.74) 


La valeur de À trouvée peut être assurée par des positions différentes 
du pôle p..- et du zéro pf.r du correcteur. Examinons deux cas pré- 
sentant le plus d'intérêt. 

4. Choix des valeurs de Pcor et P£or assurant la valeur minimale 
de «. En p:1, on n’impose aucune contrainte à la valeur du gain. Si 
la fonction de transfert du correcteur et de la forme 


1 T = 
Woo (p)= Te, (5.75) 
ce choix des paramètres réduit au minimum l'influence de la pertur- 
bation HF sur le fonctionnement du système. 

Les triangles A BO et CBO (cf. fig. 5.25) permettent d'obtenir en 
appliquant le théorème des sinus 


L9/w, = sin e/sin œ° (5.76) 
et 
Llo, = sin (à + e)/sin . (5.77) 
Il est évident que 
p = 0 —e; p—60—2ze—]1. (5.78) 
On en tire 
one. sin (À +e) sin (0—e) 
LsÈT 7 DRE sin({—e—)sine ° (5.79) 


Calculons la valeur de & qui minimise la grandeur & sous la condition 
que Re pcor < 0 et Re péor< 0. En utilisant les formules du produit 
des sinus, récrivons l'équation (5.79). 


__ cos (0— À)—cos (2e +2 —6) 


cos (0—A)— cos (2 +R —06) * (5.80) 
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Cherchons 0x/ôe et annulons le numérateur. Après des transforma- 
tions trigonométriques peu compliquées, on obtient 


2 sin (2e + À — 6) sin 6 sin À — 0. (5.81) 
D'où 
2e TA —060—inx,, i = 0,1,2,... (5.82) 


Dans cette équation on peut se borner seulement à la valeur de à = 0. 
Alors, il vient finalement : 


e — 0,5 (80 — À). (5.83) 


Maintenant, pour définir la 
position du zéro du correc- 
teur, il suffit de mener la 
droite BC sous un anglee 
à la droite OB, et pour dé- 
finir la position du pôle du 
correcteur, il suffit de me- 
ner la droite BA sous un 
angle (À + e) à la droite 
OB. En connaissant les va- Fig. 5.26. Variante de calcul de la correc- 
leurs de Pcor €t Por On tion par compensation par avance de phase 
calcule aisément, d’après 

la formule (5.71), les paramètres de réglage [recommandés & et T 
du correcteur. 

2. Choix des valeurs de pc; et pêr assurant, si la fonction de 
transfert du correcteur est de la forme (5.70), le gain total en boucle 
ouverte À requis au point P«- 

Ecrivons l'équation des amplitudes du système corrigé: 


n 
A k = 1 
GT Na s 1 
If 
Introduisons la notation 
u = Î/D. 
Il vient 
[T 2 
k  :i=: 
= — , (5.84) 


Dans cette formule la valeur de k est donnée, les grandeurs L, et Z 
se déterminent sans peine par la voie graphique, puisque la position 
de pe, est connue et le coefficient constant NW se calcule facilement, 
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comme on l’a montré dans le chapitre 4, d’après la structure du sys- 
tème initial. 

Chiffrons la grandeur À d'après la formule (5.74), u d’après la 
formule (5.84), et construisons le triangle bac (fig. 5.26). Orientons 
le triangle de façon que le côté ac soit parallèle à l’axe réel. Menons 
du point p., les droites BA parallèle à ba et BC parallèle à bc. Les 
points À et C de l'intersection avec l’axe réel donneront la position 
cherchée du pôle per et du zéro p£or ; d'autre part, la similitude des 
triangles entraîne que le rapport entre Let [, est égal à u, et par consé- 
quent le gain X désiré est en effet assuré au point p.,. D’après les 
valeurs calculées de Dcor et Por, déterminons, d’après la formule (5.71), 
les paramètres & et 7 du correcteur à action par avance de phase. 


CHAPITRE 6 


SYSTÈMES ASSERVIS MULTIPLES 


$ 1. CARACTÉRISTIQUE DU PROBLEME 


Les processus industriels et technologiques modernes se distin- 
guent par leurs caractéristiques qualitatives et quantitatives qui dé- 
pendent d'un grand nombre de variables influant à leur tour l'une 
sur l’autre. Ceci impose l'étude de tels processus comme d'un tout 
compte tenu des liaisons réciproques, c’est-à-dire se pose le problème 
de régulation et de commande multiples. 

Nous dirons que les objets d’asservissement multiple sont tels 
que le nombre de leurs commandes est supérieur à une et que ces 
commandes sont liées entre elles de manière que la modification de 
l'une d'entre elles provoque la modification statique ou dynamique, 
ou encore statique et dynamique de toutes les autres. Si l’on admet 
que les commandes sont les sorties de l’objet, cette définition peut 
être énoncée de la façon suivante : un objet d’asservissement multiple 
possède plus d’une sortie et la modification de l’une d'elles entraîne 
celle de toutes les autres. 

Si pour chaque variable de commande on établit une boucle fer- 
mée de commande automatique, on obtient un système à variables 
multiples, ou encore un système asservi multiple. 

Ainsi, nous appellerons systèmes asservis multiples les systèmes 
de commande automatique qui comptent plusieurs grandeurs asser- 
vies ou variables de commande liées entre elles de façon que, si des 
moyens ne sont pas prévus pour éliminer cette liaison dans le proces- 
sus de commande, la variation de l’une d'elles entraîne celle des au- 
tres. 

L'exploration des systèmes asservis multiples pose des problèmes 
particuliers qui ne se présentent ordinairement pas dans le cas des 
systèmes monovariables. Examinons, par exemple, la question des 
contraintes. Dans les systèmes monovariables ces contraintes sont 
dues surtout à l'allure non linéaire des caractéristiques, à la satura- 
tion, etc., alors que dans les systèmes à variables multiples, elles 
peuvent être conditionnées par le caractère des grandeurs réglées. 
La présence de plusieurs variables liées entre elles confère des traits 
particuliers aux problèmes de stabilité et de performance de la com- 
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mande qui, comme on le sait, sont également résolus pour les systè- 
mes monovariables. Pourtant, l'analyse des systèmes asservis mul- 
tiples pose des problèmes étrangers aux systèmes usuels, ceux d’au- 
tonomie, du maintien d'une relation définie entre les variables de 
commande, de l’asservissement susceptible d’assurer un extremum 
(par exemple, la qualité du produit à la sortie d'un processus tech- 
nologique). 

Pour les systèmes asservis multiples le problème de la synthèse 
des structures, très important dans le cas d’une variable, acquiert 
une importance capitale. 

Quelle que soit la complexité d’un système industriel ou techno- 
logique, il existe toujours un nombre fini déterminé de sorties prin- 


Colcutateur 


Fig. 6.1. Schéma fonctionnel général d'un asservissement multiple 


cipales, bien que le nombre de facteurs qui influent sur ces sorties 
peut être aussi grand que l’on veut. Bien plus, on peut adopter com- 
me sorties généralisées des critères statistiques du processus indus- 
triel. Ce qui importe, c’est que même dans des situations compliquées 
on peut établir les sorties principales liées entre elles d’une façon 
définie et, en plus, susceptibles de subir les perturbations données 
statistiquement. Dans l’ensemble, un système asservi multiple com- 
plexe peut être généralisé par le schéma de la figure 6.1. 


$ 2. EXEMPLES DES OBJETS 
À ASSERVISSEMENT MULTIPLE 


1. Couche de pétrole soumise au filtrage linéaire comme objet d'as- 
servissement multiple. Du point de vue des problèmes posés par un 
asservissement multiple, l’objet considéré est caractéristique de 
toute une classe des systèmes de ce type. En anticipant quelque peu 
sur l'exposé, notons que le trait commun de tels objets est la per- 
formance qui dépend d'un grand nombre de facteurs et de plusieurs 
contraintes, et la tâche de la commande qui se ramène à extrémiser 
une certaine fonctionnelle. 
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Le pétrole composé d'hydrocarbures solides, liquides et gazeux 
repose dans la partie poreuse de la couche. Si l’on perce un trou, la 
pression exercée par la couche fait déplacer et expulser le pétrole à 
la surface du jour. Pour maintenir la pression nécessaire pendant 
toute la période d'utilisation du gîte, en plus des trous d’exploita- 
tion. on fore des trous d'injection par lesquels on refoule dans la 
couche de l’eau. Nous admettons pour chaque i-ième trou que sa gran- 
deur de sortie ou de commande est la quantité du liquide @, extraite 
du trou d'exploitation, ou refoulée, par le trou d'’injection. Il faut 
tenir compte du fait que, généralement, la sortie du pétrole s’accom- 
pagne de celle de l’eau et, par suite, la quantité du liquide ne peut 
pas de par elle-même être un critère de performance univoque du 
fonctionnement du trou. 

Pour exploiter une couche on recourt à l’un des deux régimes: 

le régime d'expansion, lorsque, les autres conditions étant égales, 
en tout point de la couche la pression est fonction du temps; c est 
le régime qui s'établit, par exemple, dès que le trou cesse de fonction- 
ner ; 

le régime à pression constante, lorsqu'en chaque point de la couche, 
pendant un intervalle de temps défini, la pression reste constante 
et ne dépend que des coordonnées de ce point. 

Dans le cas général des régimes d'expansion aussi bien qu'à pres- 
sion constante, l’une des tâches principales est de pouvoir détermi- 
ner à tout instant la pression en tout point de la couche et au fond 
du sondage. Les dimensions et les caractéristiques physico-géologiques 
de la couche sont, alors, considérées comme connues. 

Dans les conditions de la production par water-drive, le comporte- 
ment de la couche est décrit par l’équation différentielle aux dérivées 
partielles suivante 


ENT ATARI ARRETE 
oz \ u ox ôy pu ôy 0: \ È 


= HF (x UE 2); (6.1) 


où # est la perméabilité de la couche ; k, son épaisseur ; 1, la viscosité 
du milieu ; P, la pression dans la couche ; a° — k/(uB+) ; B+, la capa- 
citance de la couche, ou le coefficient de diffusivité ; p/(khk) = Rasa, 
la résistance hydraulique du milieu ; F (x, y, z), la fonction de rup- 
ture qui rend compte de la présence des sources et des écoulements, 
c'est-à-dire des trous. 

Dans les conditions d’un régime à pression constante 0P/àt = 0 
et l'équation (6.1) devient 

Ô kh  oP Go kh OP (4) Oh OP 

Ge (ar Car) (SF 2. 62) 
Dans les cas courants le problème est simplifié et résolu comme 
pour une couche plane en admettant que son épaisseur est assez 
petite devant son étendue. Dans ces conditions, les composantes 
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verticales du flux peuvent être négligées, c'est-à-dire 0P/0z = 0. 

On obtient alors les relations suivantes: 
en régime d'expansion 

d 1 9P (4 1 0P 1  9P 

A ere ir ee rer CE EC 


2£ 
en régime à pression constante 

) 1 0P ô 1 ôP 

pr Gers e —) 71 Gen -—) = F (x, y). (6.4) 
Notons que la fonction F (x, y) est partout nulle (sauf aux points 


qui correspondent aux trous) ; si xz;, y, sont les coordonnées du i-ième 
trou, il vient 


F (ais ys) = Qif (&i, yi), (6.5) 


où f (xz:, yi) est la fonction qui correspond au travail du i-ième trou 
à debit unitaire. Ordinairement, autour du gîte on peut dégager le 
contour ! suivant lequel pendant le temps considéré la pression ne 
change pas. Alors, on peut admettre que pour cet intervalle de temps 


P(l)=P, sur | (6.6) 


est la condition aux limites extérieure. Supposons maintenant qu'il 
suffit de considérer le régime à pression constante, c'est-à-dire qu'il 
n'y a aucun sens de tenir compte du régime transitoire. Alors, il 
faut examiner l'équation (6.4), dont le deuxième membre a la forme 
de l'équation (6.5) à condition aux limites extérieure (6.6). Suppo- 
sons qu'on ait trouvé la solution de (6.4) pour F (x, y) = 0 et la 
condition aux limites (6.6). Notons cette solution P, (x, y). Phy- 
siquement ceci correspond au cas lorsqu'on détermine la distribution 
de la pression dans la couche, les trous étant fermés. Cherchons main- 
tenant la solution de P; (x, y) d’après l'équation (6.4) sous la con- 


dition que P, = 0: 
0 Pour TÆZ OÙ YF y 
F(z; n=| u _ (6.7) 
f(tis y) Pour z=2x, où y=ys, 
ce qui correspond à la détermination des variations de la pression 
dans la couche lorsque travaille seulement l’i-ième trou à débit 


unitaire. On voit aisément que sous les conditions (6.5) et (6.6) la 
solution générale de l’équation (6.4) est de la forme 


n 


P (xs y)= Pi(x, D +2 QP (x, y). (6.8) 


Ceci s'explique par le fait que l'équation (6.4) est linéaire, et sa ré- 
solution satisfait donc au principe de superposition. Introduisons 
la notation 


P: (z} Ur) = ji, (6 9) 
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où (zy, yy) sont les coordonnées du j-ième trou. La quantité a;, s’ap- 
pelle coefficient d’influence du i-ième trou sur le j-ième trou, puis- 
qu'il montre comment change la pression au fond du sondage du j- 
ième trou lorsque travaille l'i-ième trou à débit unitaire. D'après la 
notation introduite la pression au fond du sondage du j-ième trou 
P (z;, y;) = P; se calcule selon la formule 


P;= Pyj+ D ajiQr (6.10) 
ii 


où P;,; = P, (xy, ys). Cette dernière équation montre que l'objet 
considéré est à variables multiples, car le changement d’une com- 
mande @, entraîne celui des autres commandes du fait que la varia- 
tion de la pression au fond du sondage amène la variation corres- 
pondante du débit, s'il n'existe pas de dispositifs assurant la valeur 
du débit assignée. 

Dans la pratique il est d'usage de compter la chute des pressions 

AP; —_ P; en Py. 


L'équation (6.10) se met alors sous la forme 
n 

à ajQ;=AP,. (6.11) 
D'une façon analogue on examine la couche au régime d’expansion, 
à cette différence près que la somme des produits des coefficients 
d'influence par les débits des 
trous correspondants est rempla- 
cée par des convolutions inté- 
grales à noyaux constituant des 
fonctions d'influence. 

2. Colonne de rectification. 
C'est un élément courant dans 
l’industrie du pétrole et du gaz. 
Le nombre de divers types de 
colonnes est très grand, mais 
leurs fonctions technologiques 
et leur description mathémati- 
que sont, en général, identiques. 


La rectification est un pro- ] 
cessus de fractionnement du mé- pig. 6.2. Schéma du processus de 
lance des substances à une tem- rectification : 
pérature d'’ébullition différente. 1 — liquide; £ — vapeurs 


Pour assurer la rectification il 

faut créer un flux ascendant des vapeurs et un flux descen- 
dant du liquide, c’est-à-dire il faut chauffer la partie infé- 
rieure de la colonne et refroidir sa partie supérieure. Les élé- 
ments principaux de la colonne sont les plateaux qui permettent 
de réaliser la rectification; sur ces plateaux entrent en contact la 
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phase liquide et celle de vapeur. Il en résulte que les vapeurs s’en- 
richissent en composante à faible point d’ébullition, et le liquide, 
en composante à point d'ébullition élevé. Le schéma de principe d'un 
des types répandus de ces plateaux (du plateau à calotte) est repré- 
sente sur la figure 6.2. 

Suivant la composition de la matière traitée les colonnes peuvent 
être prévues pour le fractionnement d'un mélange à deux composan- 
tes et à composantes multiples. Le calcul des colonnes de fraction- 
nement des composantes multiples est un problème assez compliqué 
qui jusqu'à présent n’a pas été résolu complètement. 

A titre d'exemple considérons la colonne à vide de l'installation 
ABT. Pour chaque fraction séparée dans cette colonne il faut remplir 
les relations suivantes 


TaeZ> Taeccs Tree < Tre.c ; 
(6.12) 


T2 Tics V<KVe; CZ>Ce; P> P:, 


ou Tac est la température du début d'’ébullition; T#6, la tempéra- 
ture de la fin d’ébullition; T,, la température d’inflammation; V, 
la viscosité de la fraction; C, sa couleur; P, la productivité. La 
lettre c en indice caractérise la consigne. 

La colonne sous vide se distingue surtout en tant qu'objet de 
réglage par le régime optimal caractérisé par un critère généralisé, 
fonctionnelle d'un grand nombre de grandeurs réglées. Comme cri- 
tère d'optimalité on peut adopter, par exemple, le profit fini en un 
temps T. Le schéma technologique de la colonne est représenté sur 
la figure 6.3, a. 

Introduisons les notations suivantes: G,, G:, Gs, le débit respectif 
des deuxième, troisième coupes latérales et du goudron pompés 
à partir de l'installation; G,,, G... l’arrosage des coupes correspon- 
dantes; T}, la température de la phase de vapeur sur le k-ième pla- 
teau; G,, le flux de gaz vers le condensateur barométrique; k, le 
numéro d'ordre du plateau lu de bas en haut de la colonne; À/;, 
le numéro d'ordre du plateau à partir duquel on pompe le produit: 
Ni, le numéro d'ordre du plateau qui subit l’arrosage ; zp,i, l'écart 
du flux matériel; y,,;, l'écart de la température du flux matériel 
qui entre dans la colonne; y;, l'écart de la température de la phase 
liquide sur l'i-ième plateau; k4, l'écart du niveau sur le k-ième 
plateau ; £,, la température de la phase liquide sur le k-ième plateau; 
t,;. la température du flux d'arrosage; L;, le flux qui s'écoule du 
k-ième plateau ; ô,, le flux des vapeurs qui montent à partir du k-ième 
plateau ; c;. la tangente de l'angle de pente de la droite d'approxi- 
mation de la relation entre l’enthalpie du liquide et la température; 
Cy, la tangente de l'angle de pente de la droite d’approximation de 
la relation entre l’enthalpie des vapeurs et la température; m, la 
masse du liquide sur le plateau; Æ,1le niveau du liquide sur le 
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Colonne 


‘ Fig. 6.3. Colunne de séparation d’un mélange à composantes multiples: 


a — schéma technologique ; 1 — colonne: 11 — accumulateur ; 111 — condensateur 
barométrique : 1 — matière première ; 2 — vapeur surchauffée ; 3, 4, 5 — première, 
deuxième, troisième coupes latérales respectivement ; 6 — goudron ; 7 — arrosage ; 


d — variables d'entrée et de sortie : 1, 2, 8 — débit, température et viscosité respec- 
tivement de la matière première : 4, 5 — arrosage et pompage de la deuxième coupe 
latérale ; 6, 7? — arrosage et pompage de la troisième coupe latérale : 8 — débit de la 
vapeur ; 9, 10, 11, 12, 13 — caractéristiques qualitatives de la deuxième coupe latérale, 
la température du début et de la fin d'ébullition, la viscosité, la tempnérature de 
l'inflammation, la couleur ; 14, 15, 16, 17, 18 — ndeurs analogues de ja troisième 
coupe latérale : 19. 20 — température des deuxième et troisième coupes latérales ; 
21 — température au k-ième plateau; 22 — niveau dans l’accumulateur ; 2$ — quali- 
té du goudron 


plateau ; F, l’aire de l’accumulateur; D, le diamètre de la colonne; 
p, la densité du liquide. 

Admettons que 

1) la matière première est amenée en phase liquide à la tempéra- 
ture d'’ébullition; 

2) les variations de la température sur les plateaux n'influent 
pas sur la vitesse des vapeurs; 

3) les écarts entre la température des vapeurs et du liquide sur 
le k-ième plateau sont liés par la relation 


ÔTke = HÔr, 


4) le plateau NW, est le siège d’une condensation totale (G, = 0); 

5) le retard du plateau sur le k-ième plateau est négligeable: 

6) la variation du niveau sur tous les plateaux sauf A, est négli- 
geable ; 

7) Lui = 0. c'est-à-dire le liquide n’est pas pompé du plateau 
M,, ce qui a souvent lieu d’après des considérations technologiques; 

8) le flux des vapeurs d’eau change avec la variation de la tem- 
pérature du régime d'une façon négligeable; 

9) l'hydrodynamique du liquide n'est pas prise en considération. 
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Sous ces hypothèses, cherchons les équations des plateaux corres- 
pondants. 


Equation du k-ième plateau. Ecrivons-la pour la statique 
(fig. 6.4, a) 


Ur Cv na — VaCyTr + Lryicitr+s — Lacitr = 0. 
Equation de la dynamique 
hic (Ts + ÔT ns) —vacy (Tr + ÊTr) + 


+ (Las + ÔLn+s) C1 (En+s + Otr+s) — (La + ÔLn) Ci (tr + Ofx) = À 2, 


où À = M). 


Luis 


Sa-1 *6s 


M, -1 


- Un, -1 M2 


Fig. 6.4. Schémas des flux utilisés pour composer l'équation de la colonne du 
mélange à composantes multiples 


Si l’on tient compte que la variation du flux du liquide dans la 
section donnée ne peut être provoquée que par la variation de l’inten- 
sité d'arrosage, on peut écrire 


ÔLr = ÔLr+1 = ÔLr-1 + Ten.c- 
Compte tenu de la troisième hypothèse, on obtient 
ÔT: = kôt:, — kzz. 


En passant à l’équation aux écarts, linéarisons et transformons au 
sens de Laplace pour obtenir 


(anp + 1) zx = bxtre1 + KcaTencc + CRTh+1 (6.13) 
où a, est la constante de temps du k-ième plateau, 


A e 
CR +cvkvr ? 


b, et c, sont les coefficients de gain sans dimension 


AR = 


CykDk_1 2 CiLhe 


KT LR +cvkvR LE CiLR+Cvkvr ? 
kcr, le coefficient de gain à dimension 


P Cj (£h41 —{h) 
ck c1LR—+cyvkur ° 


Parfois il est avantageux de mettre l'équation (6.13) sous la forme 


TR + Patn-1 + OTr+1 = YenTen.c: (6.14) 
où 
- br 2 _— CR : = kck 
Br = axp—ri ? GR — axp+1i ? Ver — axp+1 


L'équation du V.-ième plateau (fig. 6.4, b) s'écrit 
UNe-1Cvy (Tne-1 + ÔT x.-1) — VNaC y (TN: + ÔT ne) or 


| di 
— (Lx: OL) C1 (én2 + Bt.) + (Go-2 + 8Go-2) C1 (to-2 + Ofo-2) = AE. 


LS] 


En soumettant cette équation aux opérations analogues à celles 
appliquées à (6.13) et compte tenu de 


Ôto-2 + Ten.c et ÔGo-2 — ÔL x: — Len.cs 


on obtient 
(ax,.p — 1) TNo — bXT\2- 1 + KeN:Ten.c ES CN:Ten.c (6.15) 
où 
À Cvkvx _; 
a ae _— t . b a — = ; a mu , 
Ne C] Las T Cykv\, k N2 ciLx,tevkvy, CN: 0 ; 
€] (fo-2 — tn.) . « C)Go=° 
kN = ’<’<— ; CNe = 


a — a e 
5 CL, Tevkvx, CiLx, + Cvkux, 


L'équation du M.-ième plateau (fig. 6.4, c) est l'équation de la 
dynamique 
UMs—1Cv (Tme-1 + ÔTm,- 1) — VMoCv (Tate — ÔT m.) + 
+ (Lares1 + Lames) C1 (émet + Otmes1) — (Lime + Le) C1 (Emo + 


dt 
+ Ôtnes) — (Ga + 02 + Go-2 + 8Go-2) Ci (£a “+ Otas) = À 2. 


Soumettons cette équation aux opérations analogues en tenant com- 
pte de 


ÔGo-z = ÔLme-1 + Ten.c 


et 
ÔGr = — ÔLe — Ten.c- 
Il vient 
| (anmeP + 1) TMa — bmMaTMa-1 + CMatM+: + k CMaTeo. c: (6.16) 
ou 


A 
PM TG Get Lu) eu à 


Cvkvu,_: 
_ : 
u C1(Ge + Got Lys) Fovkvu, ; 
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 _ CiLass+1 

M2 c(G:+ Cor + Lu) Fevktm, 
Ci (ptet — tape) 

C1 (Go + Go-e + Lu) +evkt y, ° 


L'équation du k-ième plateau avec M, > k > M, se déduit 
de la même façon que dans le premier cas. En tenant compte que 
ÔLx correspond à —Zen. <«, On obtient 


(axp + 1) Xx = bRÂr-s + Cadh+1 + KckTen.c » (6. 7) 


kcate — 


hi, = Cy(th—Îh41) 
k éd “ 
CL +Cvktvr 


Equation du M,-ième plateau (fig. 6.4, d). Pour la dynamique 
cette équation s'écrit 
UMi-10v (Tani-s + ÔT an-1) —Umcv (Tan + ÔT m3) + 
+ (Lans + ÔLuixs) Où (tit + tit) —(Go-i + ÔGo- + 


d'ICH + 8H) (tyr, + tm) 


+ Gi + 8G:) cà (Emi + ôtans) = 1FP di | 


En passant à l'équation aux écarts. linéarisons-la et transformons 
d’après Laplace compte tenu de ôLys,+, = ÔGo-1 — Zen €t de 
ÊG, — Ten, pour obtenir finalement 
Citar, Foph + (A4p + (Go-1 + Ga) Cr + VaraCvk] Zu = 
= VuinCvhtans + List Zurita + 
+ © (ésrita — frs) Teni — lMiCiTens. (6-18) 
L'équation du bilan matériel de ce plateau est de la forme 
Foph = — Zzens, (6.19) 


c'est-à-dire l’équation (6.17) contient en fait deux équations indé- 
pendantes (6.18) et (6.19): 


{Ap —+— (Go 1 + Gi) € + UarCvk] Lihri — 


= Un -10vhlan ss + Lait Titi + Ci (laita — Lars) Ten1e 


(6.20) 


On tire des équations (6.18) et (6.19) que le niveau du liquide 
dans l’accumulateur ne dépend pas de sa température, et le pompage 
du produit de distillation n’influe pas sur la température du liquide. 
Ces conclusions s'obtiennent en explorant les équations linéarisées ; 
quant à l'équation initiale, il faut vérifier expérimentalement si 
sa linéarisation est admissible. 

Les équations des autres plateaux se déduisent d’une façon ana- 
logue à l’un des cas examinés; nous ne les donnons donc pas. 
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L'analyse des équations de différents plateaux montre que l'équa- 
tion du k-ième plateau peut dans le cas général s’écrire de la façon 
suivante : 


(axp + 1) Ta = buTr-s + ChTr+s + RirTen 1 + ÉtaTen 1 + 
 K$ nTen 2 + KekTen 3 + kwnTene + Éshens. (6.21) 


Certains coefficients peuvent alors être nuls. Les coefficients de 


l'équation (6.21) ont les valeurs suivantes : a;, la constante de temps 
du plateau : 


A 
C1QR+cvkvr ? 


où @, est le flux total du liquide évacué du plateau; b4 et c4, les 
gains sans dimension, qui rendent compte de l'influence des tempé- 
ratures des plateaux supérieurs et inférieurs, 


k = CykURr- Ch = CiLh+ 
CjQR—+cvkvr ? CjQn+cvkvr 


kir et kan, les coefficients qui rendent compte de l'influence du flux 
d'arrosage correspondant; k,* et kr, les coefficients qui rendent 
compte de l'influence de la température du flux d'arrosage corres- 
pondant ; k,, et k.., les coefficients qui rendent compte de l'influence 
du pompage. 
Les coefficients ki, (à = 2, 3) se calculent d’après les formules: 
pour le plateau qui reçoit l’arrosage : 


AR = 


Le — Ci(to—tn) . 
ER ciQu—+cvktr ? 
pour un plateau quelconque de la section arrosée, y compris le 
plateau de prélèvement de la coupe latérale : 
pa SAUCES bunt LL 
jé C1QR +cvkvr 
pour les autres plateaux: k:, = 0. 
Les coefficients k*, (à — 2, 3) sont déterminés d’après les formu- 
les : 
pour le plateau qui reçoit l’arrosage : 
k* — C1Go È 
RQ +cykvr 


pour les autres plateaux k%, = 0. 


Les coefficients k:, (i = 4, 5) se calculent d’après les formules : 
pour le plateau de prélèvement de la coupe latérale : 


Kirk —= 0: 
pour un plateau inférieur quelconque: 


CLR — ho) 
CJQh+Cvktr ° 
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ik = 


En divisant le deuxième et le premier membres de l'équation (6.21) 
par le terme (a:p + 1), on obtient 
BaTn-s + Th + OnTh+s = VinTen 1 + 

+ VinTen 1 + YenTen.c + YouTen.c + VinTen & FYshTens. (6.22) 


Alors, l'équation qui associe les grandeurs considérées dans la 
colonne s'écrira 


BX = DXen 
où B et D sont les matrices 
Ba 1 
Pas 1 Oo3 
ze 1 O22 
B= no. 
Bs 1 03 
Be 1 Oo 
1 O4 
Yixs Yi,24 0 0 (0) 0 
Y123 0 0 0 0 (9) 
Viszo Ù 0 0 0 0 
(9) O Ya Y3.19 0 (ù 
0 0 0 0 0 
D— Y3.18 | 

0 O  Ysus 0 0 0 
0 0 0 0 Ya 0 


© 
© 
s : 
© 


Vato  Ÿ5.10 


et X et Xen, les vecteurs colonnes 
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On peut examiner encore un bon nombre d'exemples des objets qui 
imposent la réalisation d’une régulation à plusieurs variables. De 
tels objets sont, par exemple, les pipe-lines et les gazoducs, les sys- 
tèmes de collecte du pétrole et du gaz associé dans les champs de 
pétrole, etc. 


$ 3. REPONSES TEMPORELLES, 
FONCTIONS DE TRANSFERT ET REPONSES FRÉQUENTIELLES 
DES SYSTÈMES ASSERVIS MULTIPLES 


Réponses temporelles 


Tout comme pour les systèmes à une variable, appelons réponse 
temporelle la réaction du système à la perturbation sous la forme d’un 
échelon unitaire, et réponse impulsionnelle, la réaction à la pertur- 
bation impulsionnelle sous des conditions initiales nulles. Autre- 
ment dit, la réponse temporelle est la caractéristique de la sortie 
lorsqu'à l’entrée est appliquée une perturbation unitaire sous des 
conditions initiales nulles, et la réponse impulsionnelle, la caracté- 
ristique de la sortie lorsque sous les conditions initiales nulles à 
l'entrée est appliquée une perturbation impulsionnelle. Un grand 
nombre de grandeurs de commande et commandées impose la mise 
au point des définitions données et l'introduction des notions sup- 
plémentaires. 

Considérons le schéma d’un système asservi multiple représenté 
sur la figure 6.1. Admettons pour simplifier que le nombre de gran- 
deurs d'entrée est égal à celui des grandeurs de sortie. Admettons 
également que sous des conditions initiales nulles la perturbation 
z; (t) d'une forme quelconque est appliquée à l’i-ième entrée. Alors, 
à la j-ième sortie nous obtenons une variable définie par l'intégrale: 
de convolution 


t 
y; (t)= | kis(t)zi(t— 7) dr. (6.23) 
0 
En particulier, si l'entrée a la forme d’un échelon unitaire, il vient. 


t 
Do (= À ki (%) Lio dT = ki (). (5.24) 


0 


Par conséquent, k;; (t) est la réponse temporelle transitoire qui dé- 
termine le régime transitoire à la l-ième sortie, lorsqu’à l’i-ième 
entrée est appliquée la perturbation sous la forme d’un échelon uni- 
taire en l'absence des perturbations sur toutes les autres entrées. Nous 
lui donnerons le nom de réponse transitoire mutuelle entre les canaux 
i et j. Dans le cas particulier lorsque i = j, on obtient la réponse 
temporelle propre que nous noterons k:;; (ft). Si les réponses transi- 
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toires mutuelle et propre sont soumises à la dérivation, on obtient 
respectivement les réponses impulsionnelles mutuelle et propre, et 
notamment 


IMOUELTUE (6.25) 
h;; (£) —= ki (6). (6.26) 
Amenons, maintenant, les perturbations à toutes les entrées. Le 


système envisagé étant linéaire, en appliquant le principe de super- 
position on peut écrire pour toutes les sorties 


nt 
y,= D | kig(r) x (t— 7) dr (6.27) 
ii 0 
et respectivement 
n  t 
Yj0 — à | kij(t)idt, j=1,...,n, (6.28) 
im=1 0 
d’où 
Yo= 2 kit), j=1, ...,n. (6.29) 


Nous avons obtenu l'expression que nous appelons matrice de tran- 
sition et notons 


ki (t) -.. in () 
K(t)=| ku(t) ... ki (6) ||. (6.30) 


kni(t) +. Knn (€) 
Respectivement, nous appelons matrice de réponse impulsionnelle 
hit) ... Rhin (6) 


H(t)=k" (= hu) ... hn (0 |. (6.31) 


ha)... hhn(t) 


Matrice de transfert et matrice de réponse en fréquence 


Appelons selon l’usage fonction de transfert le rapport de la 
transformée au sens de Laplace de la grandeur de sortie à la trans- 
formée au sens de Laplace de la grandeur d'entrée sous des condi- 
tions initiales nulles. Pour les systèmes asservis multiples nous dis- 
tinguons les notions suivantes: la matrice de transfert, matrice 
déterminée par le rapport de la transformée de Laplace du vecteur 
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des grandeurs de sortie à la transformée de Laplace du vecteur des 
grandeurs d'entrée ; les fonctions de transfert mutuelles présentent 
respectivement le rapport de la transformée de Laplace de la j-ième 
grandeur de sortie à la transformée de Laplace de l’i-ième grandeur 
d'entrée, et enfin, la fonction de transfert propre pour le cas où 
Ji 

Transformons selon Laplace l'expression (6.27) pour obtenir 
sous des conditions initiales nulles 


y; (p=2 ki;j(p)zi(p), j=1,...,n (6.32) 
ou sous une forme matricielle 
Y (p) = K (p) X (p), (6.33) 


ki: (p) one kin (p) 


K (p)=| ka(p) ... ka (p) (6.54) 


ka: (p) re kan (p) 


sera justement la matrice de transfert du système asservi multiple. 
Les expressions de la diagonale de (6.34) sont les fonctions de trans- 
fert propres. Ses éléments non diagonaux sont des fonctions de 
transfert mutuelles. 

Pour obtenir la matrice du lieu de transfert d'un système asservi 
multiple au lieu de p de l'expression (6.34) il faut porter jw. Pour ce 
qui suit il nous sera utile d'examiner de plus près l’obtention de la 
matrice du lieu de transfert. 

Appliquons à l’i-ième entrée la fonction harmonique 


Zi a = aie +07 (6.35) 


Ici, w estla pulsation; w; et a;, la phase et l’amplitude de l’i-ième 
entrée. En l’absence des perturbations nous aurons à la j-ième sor- 
tie sur toutes les autres entrées la fonction harmonique de même pul- 
sation w, mais d’une autre amplitude et d'une autre phase, notam- 
ment 


Yj sor (JG) — Aje T9; sor), (6.36) 
Avec w variant de —oœ à +, le lieu de transfert mutuel des j-ième 
sortie et i-ième entrée sera 


y j Uw) 


er = Ai (u) el9i son rene 4, (w)e 1. (6.87) 
t , 


Si l’on applique à toutes les entrées les fonctions harmoniques de 
mème pulsation et d'amplitude et de phase correspondantes, on 
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aura en général n° lieux de transfert. Pour cette raison À (w) et 
Ag (w) peuvent être envisagés comme des fonctions vectorielles de 
la pulsation. En désignant la matrice des lieux de transfert par 
W Go) on peut écrire 


Us, (jw) se. UWjn (jo) 


. +. + ee ee ee ee ee ee 


W (jo) = | w;(j@) ... w;, (jo) ||. (6.38) 


ns (jo) ... Wnn (j@) 
Par analogie avec les systèmes à une variable, on peut introduire 
les matrices fréquentielles réelle et imaginaire, notamment 
W Go) = P (w) + jS (w), (6.39) 


« 


ou 
P(@) ... Pin (&) Sy (@) ... Sin (uw) 


P(&)=| po) ... pin (o) ||: S'(w)— | s;(@) ... sin (w) 


Pin (w) 1400 Pnn (w) Sn1 (@) id Snn (w) 
(6.40) 


De Ia sorte, nous avons établi tout ce qui est nécessaire pour s'at- 
taquer à l’étude des systèmes asservis multiples. 


$ 4. NIVEAU TOTAL DU SYSTÈME ASSERVI MULTIPLE 
EN BOUCLE FERMÉE 


Examinons l’objet d'une commande multivariable qui comporte 
n grandeurs réglées couplées entre elles par l’objet. Pour chaque gran- 
deur réglée on a créé un système de commande. Admettons, par ail- 


Fig. 6.5. Schéma du k-ième système séparé 


eurs, que le couplage des grandeurs réglées peut être réalisé à l’aide 
des organes de mesure. 

La figure 6.5 schématise le système de commande de la k-ième 
grandeur réglée. 
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Introduisons les notations suivantes: ÆX,, le gain de l'objet sui- 
vant la k-ième grandeur ; D, (p), le dénominateur de la fonction de 
transfert de l’objet par rapport à La k-ième grandeur réglée, appelé 
par la suite opérateur propre relatif à la k-ième grandeur réglée; 
yr, la grandeur réglée de la k-ième boucle ; t,, le retard dans la k-ième 
boucle ; yk., la consigne imposée à la grandeur réglée de la k-ième 
boucle ; &,; (p), opérateur qui dépend des propriétés de l’objet et 
qui détermine le couplage entre les grandeurs réglées ; u,, le gain 
de l’organe de mesure ; R, (p), l'opérateur propre de l'organe de me- 
sure : ÿyr, la grandeur de sortie de l’actionneur (organe de réglage); 
ka, le gain de l’amplificateur ; Q, (p), l'opérateur propre de l’action- 
neur ; r,;, le coefficient qui détermine le degré de couplage entre le 
k-ième et l'i-ième organes de mesure ; f,, la charge de la k-ième 
boucle. 

Pour simplifier nous examinons pour le moment un système cons- 
titué d'éléments principaux, c’est-à-dire qui ne comporte pas d’élé- 
ments supplémentaires introduits pour améliorer ses propriétés. 
Composons le système d'équations par rapport aux transformées de 
Laplace pour la k-ième boucle de commande. 

Compte tenu des notations introduites (fig. 6.5), on a l’équation 
de l'objet 

LL 


D(p)e‘kyr (p)= Kxl— D œni(p) yi(p)+yp(p)+ful: (6.41) 


ii 


1#k 


l'équation de l'organe de mesure 


Ra (P) Tr (P) = Ur ÎYnc (P) — yn (P) F2 rriZi (P)l; (6.42) 
ik 
l'équation de l’amplificateur 


Th (P) = Kraïr (D) ; (6.43) 
l'équation de l’actionneur 
Qx CP) yx (p) = Oxtk (p). (6.44) 


En éliminant y, (p), xx (p) et zx (p) de (6.41), (6.42), (6.43) 
et (6.44), on obtient 


[Ds (p) Ra (p) Qn (p) XP + Ki Kra0kk] Ya (P) + 


+ KxRx (p) Q (p) 2. ani (P) Yi (P) = Ka Kra0nUnYre (P) + 
ik 


+ Kr Kad 2 ThiTi(P) + KrxRr(p) Qn(P)fx(p). (6.45) 
iÆk 
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En supposant que l’indice À prend les valeurs de 1 à nr, on obtient 
le système complet d'équations qui, pour les conditions données, 
décrit le comportement des systèmes asservis multiples. 

En posant dans l'équation (6.45) r,, — 0 (absence de couplage 
entre les organes de mesure), on obtient l'équation pour la classe 
des systèmes asservis multiples dont les grandeurs réglées isolées 
sont associées entre elles seulement par l’objet de commande 


(D: (p) Rx (p) Qn (p) e*? + Ka KuadaUx] Yn (P) + 


+ KR: (p) Qn (p) à œni (P) Yi (P) = 
iZR 
= KrKyaôrUnYre (D) + KxRa (P) Qn(P)fx(p) k=1,...,n. (6.46) 


A titre d'exemple on peut obtenir à partir de (6.45) l'équation 
du système asservi multidimensionnel. Le terme « système asservi 
multidimensionnel » se rapporte au cas des systèmes asservis multi- 
ples dans lesquels le couplage des grandeurs réglées est réalisé seule- 
ment à travers les organes de mesure. Aussi, si a;; (p) = 0, 


[D: (p) Rx (p) Qu (p)e*?+ K,Kra0rur] Yn (p) = 


= K},Kra0nbrYre (P) + KuK an Ur 2 Thil: (p) + 
ih 


+ KxRa(p) Qx(p)fn(p), k=1,...,ns (6.47) 


Li —= Yic— Yi: 


Notons que jusqu'à présent nous avons envisagé l'influence 
réciproque des commandes conditionnée par les propriétés de l’objet 
et de la couplabilité des organes de mesure introduite artificielle- 
ment. Dans ce cas, la charge de la k-ième boucle influe sur les com- 
mandes de toutes les autres boucles par l'intermédiaire de la com- 
mande propre. Pourtant, il arrive également que la variation de la 
charge dans la k-ième boucle intervient directement sur les autres 
commandes. D'autre part, et c’est ce qui importe surtout, la charge 
(ou la perturbation) est souvent utilisée comme facteur de commande 
supplémentaire. Dans ces cas la commande est réalisée simultané- 
ment suivant deux principes, d’après l’écart (principe de Polzounov) 
et d’après la charge (principe de Poncelet). Les systèmes de ce type 
s'appellent systèmes de commande combinée. L’équation d'un tel 
système peut s’obtenir si dans (6.45) on tient encore compte du cou- 
plage par la charge. Dans un cas particulier, le système de commande 
combinée peut dégénérer en un système asservi multiple à couplage par 
la charge, si cette dernière n’est pas utilisée pour assurer la comman- 
de. 
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Désignons par B::; (p) le coefficient qui détermine le degré d’in- 
fluence de l'i-ième charge sur la k-ième commande; il peut être un 
nombre constant ou une fonction de l'opérateur p. Admettons que les 
perturbations dues aux charges impropres sont également appliquées 
à l'entrée de l’objet. Dans ce cas le plus général, l'équation aux 
transformées s'écrit 


[D (p) Qx (p) Rx (p) + K3 ob] Ya (P) + 


+ KxRx (p) Qn (P) » ani (P) Yi (P)+ K ob 2 rni(P) y: (p)= 


{gh ik 
= K y obÿr ce (P) + K8 ob 2 The (P) Yic(P) + KrRr(P)Qr (p) Ps (p) + 
x 
+AaRa (p) Qu(p) 2 Bip) fi(p) k=1,..., 2, (6.48) 
ik 


Kio = KrKralrône 


Si la perturbation provoquée par les charges propres sera amenée 
non pas sur l'entrée de l’objet, mais sur l’entrée d’un autre élément 
quelconque de la chaîne de commande, dans l’équation (6.48) la fonc- 
tion en p portée en facteur de la somme ©f;; (p) changera, alors 
que l'équation gardera sa structure. 

Le système d'équations (6.48) avec À — 1, 2, ..., n concerne 
le cas le plus général du système asservi multiple, lorsque les sys- 
tèmes de commande des grandeurs réglées isolées forment des chaînes 
à une boucle. L’équation d’un système de commande combinée usuel 
(système monovariable) peut s’obtenir à partir de (6.48) sous la 
condition que a;x (p) = rin — 0 

Pour écrire le système (6.48) sous une forme matricielle introdui- 
sons les notations suivantes: désignons par a;; (p) les expressions 
opératoires portées en facteur devant les variables propres, et par 
ax:, les expressions opératoires qui déterminent l’action exercée par 
l'i-ième variable sur la k-ième. Il vient 


apr (p) = D: (p) Rs (p) Qù (p) XP + Ki KyadnU : 
ani (p) = KxRr (p) Où (p) ax: (p) + KrKadnbrrri ; 
£xr (P) = KR (p) Qx (p). 


En outre, introduisons la notation 
KrKhadkUür = Ko: KR (P) Qr (p) Br: (pP) = 
= bp); KÆrorki = Chie 
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Avec ces notations le système d'équations (6.48) se mettra sous la 


forme 
AY = (Ky +c)Ye + DF + BF, (6.49) 
où 
y (P) 
a (P) G12(P) - Gin (P) Y2 (D) 
ax: (P) Gx(p) - Gon (P) | 


A onGp) an) ee amp) | uit) |: 
Gn1 (P) ano (D) …. Ann (P) 
Yn (P) 
£&11 (P) fi (P) O  by2(p) ... bin (p) 
£22 (P) f2 (D) bas (p) 0 - Don (P) 
DE Got: Go) | btp) btp) -. bin(P) 
Enn (P) fn (P) O1 (P) bna(p) -.. 0 
Î1 (p) K : 
fo (p) " on ÿic 
| Ne gore] Rrotee | 
f. (p) Kh ob {nc 


OO “Cis Css Cn 


Cn1 Cn2 Cn3 CCE] 0 


Les cas particuliers de l’équation générale (6.49) sont : 
1) l'équation du système asservi multiple ordinaire (couplage 
seulement à l’aide de l’objet commandé) 


A Yo = KwYe + DF: (6.51) 


2) l'équation du système asservi multidimensionnel (couplage 
seulement à l’aide des organes de mesure), c’est-à-dire œy; (p) = 


— Bai (p) ss 0, 
AnY = KoŸe +cŸe + DF, (6.52) 


où 


INTEL T Cin 
Coy Use -.. Con ||. 
Am = Ù (6.53) 


Cn: Cn2 eee nn 


3) le système de commande avec couplage par la charge; dans 


ce cas ay; (p) = rai (p) = 0 et l'équation du système se met sous la 
forme 


AY = Ke + DF + BF, (6.54) 
où 4, est la matrice diagonale 
ay O0 0...0 
(0 


0 O0 O0... ann 


On a souvent intérêt à envisager le cas lorsque les chaînes de com- 
mande des grandeurs isolées sont identiques et les actions qui inter- 
viennent entre elles sont les mêmes, c'est-à-dire a;; (p) — ax (p) 


et a;x (p) = ar; (p). Dans ce cas la matrice À est symétrique et la 
matrice À, peut s'écrire 


. Ar mi (p) E, 
où 
a (p) = au (P) = G22 (P) = + ++ — Ann (P); 
E est la matrice unité, 


1 0 0 
e=|° 1 0 
0 1 


Si l'on utilise les équations obtenues pour exprimer Ÿ sous forme 
explicite, on obtient le cas le plus général 


Y = AT(KpYe + DEF + BF + CYi). (6.55) 
Le système asservi multiple ordinaire s'écrit 
Y = A (KoYe+ DF). (6.56) 
Le système asservi multidimensionnel : 
Y = An (KwYe+CYe+ DPF). (6.57) 
Enfin, le système de commande avec couplage par la charge 
Y = A (KonY ce + DF + BF). (6.58) 
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La forme explicite de l’équation (6.55) relative à la j-ième commande 
est de la forme 


vs = (D (0 Aus CP) LE an € (P) + Eu (PDF (PI + 


+ [C4 (0 Sa GP) fa Gp) | + 


i=1 
+ > [ (— 1) 4;; (p) s Cin(P)Yre (p) |} ) (6.59) 
i=1 k=! 


où À est le déterminant de la matrice À ; A;,;(p), le cofacteur de 
l'élément a;;(p) de la matrice À. 

L’équation (6.59) peut donner également des modifications pour 
des cas différents. 


$ 5. RÉGIME STATIONNAIRE 


Cherchons l'équation matricielle du régime stationnaire et dé- 
terminons sous ce régime certaines propriétés communes de la classe 
des systèmes considérée. Examinons la classe des systèmes asservis 
multiples dans laquelle les système séparés sont à une boucle. 

L'équation du régime stationnaire peut s’obtenir à partir de 
(6.49) où p = 0. Sous une forme explicite, en régime stationnaire, 
l'équation de toute grandeur réglée s’écrit d’après (6.59) sous la 
forme 


y5(0) = + —{ D (— 19 + Aus (OLA nu e (0) + ru (0) (ON + 


+ D [(— 1% 45, (0) bix (0) fx (0) ] + 
i= k=! 
+ D [(- 04,00) X ci (Our (0) ]}. (6.60) 
" ie! 
On voit sans peine que le retard (s’il existe) n’influe pas sur le régime 
stationnaire, puisque 


liimetr=f{. 
p—0 


Pour une plus grande généralité de l'exposé admettons que du 
nombre total de nr boucles, m boucles sont astatiques et r — m, sta- 
tiques. Le système à une boucle est astatique si et seulement si parmi 
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tous les organes élémentaires de sa structure il y a au moins un 
élément intégrateur associé au régulateur. 

Supposons que notre numérotation soit réalisée de façon que les 
m premiers indices se rapportent aux systèmes astatiques. Alors, 


lim azx (p)= K'r ob k= 1, 2: M; 
p—0 
lim app (P)= 1 + Kop» k=m+1,...,n; 
p-0 
lim ag; (P) = Æ'r obrri: k=1, 2, :..;Mm; 
p—0 


lim au; (p)= Kr@pi (0) + Koprra k=m+i,...,n; 
p—0 


lim g:»(p) =0, k=i, 2, 7 m , (6.61) 
p—0 

lim gx (p)= Kh; k=m+1Â,...,n; 

p-0 

lim by (p)=0, Éd. ne 

p—0 

D— 


Les régulateurs des systèmes statiques de la classe considérée ne 
doivent pas posséder des éléments intégrateurs. 

Cherchons la valeur de la j-ième commande pour deux cas limites : 
1) lorsque tous les systèmes séparés sont astatiques et 2) lorsque tous 
les systèmes séparés sont statiques. De la sorte, pour le premier cas, 
m = n; pour le deuxième, m = (0. 

Ecrivons sous une forme explicite les valeurs de tous les éléments 
des équations (6.60) pour le premier cas 


K; obÀ 1 obl12 --- K; obl{in 


KaobraK2ob ++. Kazoblen 
Ast = “se. ss + © . ee ee e ee 9 (6.62) 


Korn CRE .. K, 


Enr (0) = 0, bys (0) = 0, ax: (0) = Kronrrs- 
Pour le cas considéré la matrice transposée est de la forme 


Kobe oùfoei .. K, obln1 


À (0) = K; ohT12K 2 ob is K, ob n2 


K; où in À 2 ob7on °-.. K, ob 


En portant (6.62) dans (6.60) et en tenant compte de (6.63), on obtient 


n 


i n ” | | | 
v50)= + D (— AN A5 (O)| Ki on e + D ci (0) ven |. (6.64) 
if h= 1 
R#0 


Si entre les organes de mesure il n'y a pas de couplages, il vient 


K, ob 0 0 (4) 


A; = A (0)— ; 
1 O0 O0 O0 K,%» 
K ob 0 0 
0 K j-1 ob 0 0 
O K j-1 ob U 
0 2 .. .. .. Kn oh K 0 ae 0 
Yj st (0) = Ékiop Ù. se 0 | 3 obÿ je (0) = y; c (0). 
0 À 2 ob 0 
() 0) c. Ænob 


De la sorte, on obtient un résultat de grand intérêt: si sous le 
régime stationnaire les systèmes séparés sont astatiques, la grandeur 
réglée donnée ne dépend ni de sa charge, ni des charges des systèmes 
séparés, ni des grandeurs réglées des autres systèmes (bien qu'en l’ab- 
sence de la commande toutes les grandeurs réglées soient associées 
par l’objet et les charges), mais dépend des coefficients de couplage 
introduits artificiellement entre les organes de mesure, qui ne font 
que changer la valeur de la consigne sur la grandeur réglée. Pour 
le cas de l’absence de couplage entre les organes de mesure, la gran- 
deur réglée est égale à sa valeur de consigne. Ce résultat peut être 
énoncé egalement de la façon suivante: si tous les systèmes séparés 
sont astatiques, on réalise par là même l'indépendance de la com- 
mande des grandeurs sous le régime stationnaire, c'est-à-dire on 
obtient ce qu'on appelle l’autonomie statique. Alors qu'avec le cou- 
plage entre les organes de mesure, la valeur stationnaire de chaque 
grandeur réglée dépend non seulement de la consigne propre, mais 
aussi des consignes sur toutes les autres grandeurs réglées. 

Considérons maintenant, le cas où tous les systèmes séparés 
sont statiques et l’objet possède une structure privée d'éléments 
intégrateurs. 
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Le déterminant de ce système s'écrit 
1+ Kio Æi@2(0) + K, ob +. Kiain (0) + Kionrin 


KiGin (0) + Æ'; brin K ja jn (0) + K'; or jn .. 1+X, ob 


La matrice transposée À. du régime stationnaire se met sous la 
forme 


1+Æi0% K;a;: (0) + K'; or j: .. Knans (0) + Ænobrni 
Ke (0) + Xi obr12 1+X;0 ... Kyan (0) + K x ob nj 


À, st — 


Récrivons l'équation (6.60) de la façon suivante 
= .. 
y'a (0) = = D (— 1) 415 (0) {Ka onÿ e (0) + 
i=1 


+ gui (0) (0) + D bix (0) fa (0) + © Cinÿr e (0)}. (6.67) 
h=1 


Rk==1 : 
k#) 


La loi de la construction des éléments de À;; enseigne que chaque 
élément de cette sorte est un déterminant de l’équation (6.65) où 
sont rayées une colonne et une ligne. Par conséquent, l’ordre du 
déterminant du numérateur de l’équation (6.67) sera toujours d’une 
unité plus petit que celui du déterminant A,:. 

On montre aisément que pour une croissance illimitée du gain 
K du régulateur 


lim y;s(0) =y;. (0)-+ à likYn e (0). (6.68) 


K — 00 
Job ko 5 


Il convient de noter qu'une telle croissance du gain n'est admis- 
sible que si, dans ces conditions, le système reste stable. 

Par conséquent, si dans toutes les boucles de la commande on 
augmente les gains Æ;,, aux dépens de l’augmentation correspon- 
dante des gains des régulateurs, à la limite, chaque grandeur réglée 
sera égale à sa valeur de consigne, modifiée de façon correspondante 
par l’introduction du couplage artificiel des organes de mesure, et ne 
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dépendra ni d'autres grandeurs réglées, ni des charges. Si les organe 
de mesure ne sont pas couplés, 


lim Yj st (0) = Yjc (0). (6.69) 
K; ob® 


(6.67) et toutes les valeurs des éléments qui figurent dans cette 
équation rendent clair qu'avec des valeurs finies des gains K,,+, les 
couplages entre les grandeurs réglées isolées sont possibles, ces cou- 
plages étant d'autant plus faibles que les gains des régulateurs iso- 
lés sont plus grands. 

Si tous les paramètres de l’objet et des régulateurs sont donnés, 
on peut calculer d'après l'équation (6.67) la valeur stationnaire de 
la grandeur réglée considérée et, par suite, établir la liaison entre 
cette grandeur et la charge. 


$ 6. INFLUENCE 
DE LA CROISSANCE ILLIMITÉE DES GAINS 
SUR LA STABILITÉ DES SYSTÈMES ASSERVIS 
MULTIPLES 


Les résultats obtenus au paragraphe précédent témoignent du 
fait que la conception des systèmes asservis multiples à grand gain 
est une tâche aussi pressante que dans le cas des systèmes monova- 
riables. 

Voyons comment influe la croissance du gain sur la stabilite. 
L'équation caractéristique d’un système asservi multiple est de la 
forme 


Gi (P) Gy2(P) +. Gin(p) | 
A = do: (p) do (p) se. on (2) _ 0, (6.70) 


ni (p) An2 (p) ce. nn (p) 


ce qui se déduit des équations du système obtenues aux K 3 et 4 
du présent chapitre. 

Pour la commodité de l'exploration introduisons les notations 
suivantes : 


B:,, (p) =D, (p)R (p;, Qit ple“”, 


où Drut st l'opérateur propre de la boucle de la commande composée 
d'éléments principaux. Pour le cas sans retard désignons l’opéra- 
teur propre par B (n). Introduisons en plus la notation 


Ri D) Q: (p) = ME); KiKistdim = Ki. 


Compte tenu des notations introduites, l'équation caractéristique 
se met sous la forme 


Bru (P)+ Kio ÆiV:(P)@y2(p) ... K3Y1(P) &in (p) 
À = K2Y2(P) GP) Br: (P)+K2ob --- K2V2(P) on (P) = 


K nYn (p) Œn1 (P) KhYn (p) Œn2 (p) ee Bron (p) + Kh ob 
(6.74) 


En explorant l'équation (6.70) on peut montrer que lors de la 
croissance illimitée des gains les conditions structurales de la sta- 
bilité seront respectées si les gains augmentent seulement dans celles 
des boucles du système où l'ordre de l'opérateur propre n'est pas 
supérieur à deux. S’il n'en est pas ainsi, le système devient inévi- 
tablement instable. Dans les conditions réelles, l'ordre des opéra- 
teurs propres des boucles isolées peut être supérieur à deux. Il se pose 
donc le problème qui consiste à établir les lois de construction des 
systèmes asservis libres en principe de cette contradiction essentielle 
entre la stabilité et la précision. 

Considérons d'abord le système sans retard. Admettons que 
l'opérateur propre de la chaîne de commande d'une des grandeurs, 
par exemple de Ÿ,, soit de l’ordre V, > 2. La croissance du gain de 
cette chaîne entraîne nécessairement l'instabilité du système. 

En développant le déterminant (6.71) suivant la première colonne, 
on obtient 


[Bai CP) + K0:) A1 + K2R3 (P) Qu (P) Ge (P) Aa + 
+ oc. + Ana (p) Où (p) Œn1 (p) Ana = 0, 


où À;, est le cofacteur des éléments correspondants de la première 
colonne. Dans le premier terme de la somme (6.71) figure p de plus 
grand degré, du fait que ce terme contient le plus petit nombre de 
coefficients mutuels qui sont soit des grandeurs constantes, soit des 
opérateurs d'un ordre inférieur à celui des opérateurs propres des 
boucles isolées. Par conséquent, la dernière équation peut être 
ramenée à la forme 


FX. (p) + KiobF a (p) = 0, (6.72) 


où les indices affectés à F traduisent les degrés des polynômes F;, (p) 
et Fx, (p). Il est clair que le degré de W, sera plus grand que celui 
de N, de la grandeur V,. Il s'ensuit que si V, > 2, la croissance de 
Kb Conduira inévitablement à l'instabilité du système. Par con- 
séquent, la condition V, — N,< 2 sera observée si l’on introduit 
dans la première boucle l'action suivant la (VW, — 2)-ième dérivée. 
En effet, si l’on introduit dans la première boucle l’action suivant 
la (V, — 2)-ième dérivée, l'équation (6.72) deviendra 


Fi: (p) na KiorP °F x, (p) — 0. (6.73) 
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Dans cette équation la condition V, — N,< 2 est observée. En 
généralisant ce résultat pour le cas lorsque les degrés des opérateurs 
propres de chacune des boucles de réglage seront égaux à F, nous 
aboutirons à la conclusion que pour obtenir la stabilité, quels que 
soient Xi, il faut dans chaque boucle à ordre de l'opérateur propre 
V;, > 2 introduire l’action dérivée d'ordre V; — 2. Ainsi, en intro- 
duisant dans l’i-ième boucle la (V; — 2)-ième dérivée on assure le 
respect de la condition W, — N,< 2. 

Elucidons la question suivante: faut-il introduire en plus de la 
(V; — 2)-ième dérivée toutes les dérivées inférieures, la dérivée pre- 
mière y compris? 

Pour répondre à cette question cherchons l'expression de l'équa- 
tion dégénérée en admettant que dans chaque boucle où V; > 2 
on introduit la (V; — 2)-ième dérivée. On montre aisément que 
l'équation dégénérée est de la forme 


Jet in es M5) Fr (p)=0. (6.74) 


Indépendamment du caractère du polynôme F,, (p) il est clair 
que le système sera instable si ne serait-ce qu'un V, > 3. On en tire 
la conclusion que pour l'équation dégénérée la stabilité peut être 
assurée, si pour V, > 3, en plus de la dérivée (V, — 2)-ième, on 
introduit des dérivées inférieures, la dérivée première y compris. 

Ainsi, nous pouvons formuler la conclusion suivante. Dans les 
systèmes à nr grandeurs réglées associées par l” "objet on peut assurer, 
quel que soit le gain, la stabilité par rapport à l’une quelconque des 
grandeurs réglées. A cet effet il faut introduire dans la boucle corres- 
pondante l'action depuis la dérivée (V;, — 2)-ième jusqu'à la déri- 
vée première y compris, où V; sera l’ordre de l'opérateur propre de 
l'i-ième boucle. 

En général, en utilisant les résultats obtenus pour les systèmes 
monovariables, stables dans les conditions d’une croissance illimitée 
du gain, on peut réaliser l’action dérivée d'un ordre quelconque. 
Pourtant, cette procédure ne peut être retenue qu'en l'absence des 
cas plus simples et pratiquement plus faciles à réaliser. Il s'avère 
qu’on peut choisir, sans recourir à des dérivées idéales. une structure 
qui autorise la croissance illimitée des gains des boucles isolées et 
ne compromet pas la stabilité du système dans son ensemble. 

Tout d’abord il est clair que les systèmes séparés ne doivent pas 
être à boucle unique. La figure 6.6 représente le schéma de principe de 
la boucle de l’i-ième composante du système asservi multiple. 
Introduisons les notations suivantes relatives à l’i-ième boucle de 
commande : 

D; (p). l'opérateur propre de la partie de la boucle non entourée 
par le réseau correcteur; F,; (P}/Fm1 (p), l'opérateur de l'élément 
supplémentaire introduit dans le système en guise de retour local 
(dans ce qui suit, la boucle secondaire introduite sera nommée 
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réseau correcteur) ; F,; (pet Fu: (p), les polynômes de l'opérateur p ; 
Kien. le gain de la partie de la boucle entourée par le réseau correc- 
teur ; X;4.. le gain de la partie de la boucle non entourée par le réseau 
correcteur ; À; le gain de l'ob- 
jet par rapport à l’i-ième gran- | : 
deur réglée; M;4e (P). l'opéra- Hide _ _Hient ue 
teur propre de la partie du ré- Mi de (P) “ient(p)  DiP) 
gulateur non entourée par le 
réseau correcteur;  WMien(P); 
l'opérateur propre de la partie 
de la boucle entourée par le ré- 
seau correcteur. Îl est clair que 
Kiob — KienKiKide- 

Admettons que l'objet possè- 
de nr grandeurs réglées et il 
existe respectivement z boucles 
de commande. Comme dans ce Se a 
qui précède nous supposons que  f1£- 2-0. Schema de Principe de la 
les grandeurs réglées sont asso- Se ne 
ciées entre elles par l'objet de à stabilisateur 
commande à coefficients de 
couplage œ;r(p), soumis aux 
mêmes contraintes que dans ce qui précède. Le processus de comman- 
de automatique peut être décrit par le système d'équations diffé- 
rentielles suivant: 


{D: (P) M à de (P) LM à en (P) Fmi (P) + Ki enFni (P)] + 
+ Ki ohF mi (P)} Yi (P) = Ki obF mi (P) Yi e (P)— 
— Ki [Mi en (P) Fmi (P) + Ki en (P) Fni (P)] X 


n 


X M de «)| 2: cn (p) UE @+h | is À, 29 3, ...,n. (6.75) 


Yi 


k= 
Rai 


Introduisons par commodité les notations suivantes: 


I, (p) = D; (P) Mi ae (P) M; en (P) Fmi (P) ; 
B;(p)= D;(pP) Mi ae (P) Fni(P) + Ki deF mi (P) : (6.76) 
D{(p) — KiM; en (p) Fi (p). 


L'ordre de l'opérateur Il; (p) est égal à la somme des ordres de l’opé- 
rateur propre de l'i-ième boucle et du dénominateur de l'opérateur 
du réseau correcteur. L'ordre de l'opérateur B; (p) est égal à la som- 
me des ordres de l'opérateur propre de la partie non entourée du 
régulateur, de l’opérateur'de l’objet et du numérateur de l'opérateur 
du réseau correcteur. L'ordre de l'opérateur D; (p) est égal à la somme 
des ordres de l'opérateur propre du régulateur de l’i-ième boucle et 
du dénominateur de l’opérateur du réseau correcteur. 
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Compte tenu des notations introduites, le système d'équations 
peut être mis sous la forme 


{IT; (P) + Ki en Bi (P)} y: (p) + 1D; (p) + 
+ Ki enK5F ni (P)] Mi en (P) [ZX Gin (P) Ya (P)— fl = 


hi 


= KiobF mi (P)yie(p), i=1, 2, 3, ...,n. (6.17) 


Composons le déterminant caractéristique du système (6.77). On a 


À;: À;2 À;n 

As À: A 

. AE (6.78) 
Ah; An A 


où 
Ai = 1; (p) + Xi enBi (P), i=1, sn, 
Ain = (D; (P) + Ki enKiF ni (P)] Mi de (P) in (Ph k=1, ...,n, ik. 


En développant le déterminant (6.78) on peut ramener l'équation 
caractéristique à la forme suivante: 


Fn, (P)+ KenFwn: (P)+ Ken FN: (P)+...+KenFnn(p)=0, (6.79) 


où dans F,, (p) figurent les produits de tous les Il; (p) et tous les 
autres produits ne contenant pas en facteur X.,. Il est clair que le 
polynôme F,,(p) contient p de plus grand degré et c'est lui qui 
détermine le degré de l’équation caractéristique. 

L'expression de FX, (p) se compose de la somme des produits de 
Bi p) par II, (p). D'autre part, dans F, (p) figurent tous les au- 
tres termes qui dépendent des coefficients de couplage &;x (p) et qui 
s’obtiennent comme facteur affecté à ÆX,, au premier degré. 

Tousles termes de l'équation (6.79)quisuivent sont constitués d’une 
façon analogue: plus l'indice W est élevé, moins de facteurs Il; (p) 
y entrent. Le dernier terme de l'équation (6.79) qui a comme coeffi- 


cient K?, se compose de produits Î B; (p) ; on y ajoute les termes 
_! 


qui dépendent de &;4 (p) et qui s ’obtiennent comme facteur affecté 
à Ken: 
Admettons que chaque boucle de commande à part avec son 
réseau correcteur forme une structure qui admet une croissance illi- 
mitée du gain sans compromettre la stabilité. Alors, comme il 
s'ensuit de la loi d’établissement des polynômes faisant partie de 
l'équation (6.79), la différence des degrés des polynômes voisins ne 
peut pas être supérieure à deux. L'analyse qui précède conduit à la 
loi de conception des structures des systèmes asservis multiples 
stables lors de la croissance illimitée des gains des boucles isolées. 
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Pour que le système à x grandeurs réglées associées par l’objet per- 
mette d'augmenter jusqu’à l'infini le gain de chaque boucle sans 
violer la stabilité (de chaque boucle aussi bien que de l’ensemble du 
système) il faut et il suffit que 1) chaque système séparé, sans tenir 
compte de l’action exercée par les autres grandeurs réglées, ait pour 
un gain aussi grand que l’on veut, une structure stable ; 2) les équa- 
tions dégénérée et auxiliaire 
du système asservi multiple 
respectent chacune isolé- 
ment les conditions de sta- 
bilité. 

Examinons maintenant 
la possibilité d'’extrapoler 
les résultats obtenus pré- 
cédemment relatifs à Ja 
construction des systèmes 
asservis multiples, stables 
avec les gains infiniment 
grands, aux systèmes as- 
servis multiples compor- Fig. 6.7. Schéma de principe de la boucle 
tant des éléments à retard. de la i-ième composante du système asservi 

La figure 6.7 représen- multiple à retard et à stabilisateur 
te le schéma de principe 
d’un système à retard. Une partie de la chaïne est entourée par 
l'élément stabilisateur à fonction de transfert F,; (p}/Fm:1 (p). On 
suppose que la partie bouclée par la chaîne de retour ne possède 
pas d'éléments à retard. Voyons quelles sont les propriétés dont 
doit jouir l’élément stabilisateur et la partie qu'il boucle pour 
qu'on puisse élever infiniment le gain de cette partie de la chaîne 
et, par suite, faire croître le gain total. 

Le système de commande automatique qui correspond au schéma 
fonctionnel de la figure 6.7 est décrit par lesystème d'équations diffé- 
rentielles suivant 


LP; (p) EP + Ki enS 3 (p) ei + Ki obF mi (PI Yi (P) + Ki lRi(p) + 


+ Ki en Vi (P) Fni (P)] 2 œin (P) ya (p) = À; [Ri(p) + 
ki 
+ Ki enVi (D) Fni(p)llyie(P)+fi(p)l, i=1, PS RS (6.80) 
où 


P; @) = D; (p) Ni (p) Fi (p) Qi (p); 
Si(p) = Di(p) Ni(p) Fri (p);: (6.81) 
Rip) = Ni: D) Fni (p) Qi (p); 


Ni (p) est l'opérateur propre de la partie de l’i-ième boucle de régla- 
ge, non entourée par le réseau correcteur ; Q; (p), l'opérateur propre 
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de la partie de l'i-ième boucle entourée par le réseau correcteur; 
Ki, le gain des éléments de l’i-ième boucle non entourés par le réseau 
correcteur ; Ken, le gain des éléments de l’i-ième boucle entourés 
par le réseau correcteur ; 


K iob — Kien K idee 


L'équation caractéristique s'écrit 


À; A2 Ain 
Au A2 An | _ 0. (6.82) 
Ah: A2 Ann 


Les expressions de A; (i = 1, 2, ..., j = 1, 2, ...)] sont de la 
forme 


Au = Pi(p) "PP + Ki enS 1 (P) 4 + Ki obF im (P) à 
Aiÿ= KilR:(p) + Ki en/Vi (P) Fni (P)i &is (P). 
Dans ce qui suit nous supposerons que dans les boucles isolées les 


gains des éléments entourés par les réseaux correcteurs sont égaux 
entre eux ou sont en relation 


Kien = NiKien = NiKen- 


Sous les conditions indiquées l'équation caractéristique peut 
être ramenée à la forme : 


n 


ñn D T;P ñn . D cp 
U P; (p)e'=! + Ken (Us, (p) Ci" P; (p) ei=i + 


T;P 
+ Doo (p) et=" ds + Don (p)| + 
= D TP 
+Æënl Si) Sa (p)Cn-*Pa(pheit + 


Dar de PAL 
+ Dio(P) EE + Dan (p}i+... + Ken EI] Si(phet + 
D) TP 
+ Daoet? +...+D,n(p)}+F(p)=0, (6.83) 


où F (p) est le polynôme qui ne dépend pas de Æ. et t. Il est clair 
que le degré de p des polvnômes D;, (p) est plus petit que pour les 
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polynômes correspondants qui viennent les premiers dans l’accolade. 
Divisons l'équation (6.83) par Aa et désignons 


Es. 
Ken 


Alors, l'équation (6.83) s'écrit 
n ZE wP n . > TP 
me Il Pitt +F(p)}+mt [3 Si(p) Ca Pi(phet + 


ñn 
T 


= 2 [Le 
+ Dop(P) =? +... + Don(p}}+ 


| 2 > TiP 
+m"? ( 2. S; (p) SR (p) Cr P, (p) ei=1 + 


Ÿ v;P 
+ Dio(phei=? +... + Din (p}}+...+ 


n n 


de À wp 2 vip 
+ Si(p)ert + Dotnet +...+Dan(p)=0. (6.84) 


On obtient l'équation dégénérée en posant dans l'équation (6.84) 
m = 


n LO 


Le > UP 2 
U Si(phei=t + Dio(p) et 


T 


p 
Le Din(p)=0. (6.85) 


Admettons que lors du choix correspondant des paramètres des 
réseaux correcteurs F,; (p) et Fm: (p), l'équation dégénérée (6.82) 
satisfait aux conditions de stabilité (dans le cas contraire l'exploration 
ultérieure n'a plus de sens). La stabilité de tout le système dépen- 
dra de la répartition des racines qui vont à l'infini avec m—+ 0. 

Tout d’abord il convient d'établir l'existence du terme principal 
de l'équation (6.84). En vertu du théorème de la stabilité structurale 
démontré dans ce qui précède, nous pouvons affirmer que l’équa- 
tion (6.84) possède le terme principal, si pour chaque paire des coef- 
ficients de couplage le degré du polynôme ax (p)ax: (p) est inférieur 
à celui du polynôme D; (p) D, (p). Dans ce qui suit nous supposerons 
que cette condition est respectée. 

Déterminons le nombre et le caractère des racines qui vont à l'in- 
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n 

D'uP 
fini avec m—> 0. En divisant l'équation (6.84) par m'e!"? , on 
obtient 


n 
TP 


n 5 n 
I AiG&)+F (pe 1 + LES 5,(p) CR Pi (p) + Dootp)e + 


i= 1 i=1 
ñn 


2 WP 1 - n2 
+...+ Donne 4 ]+E TX 816) Sx(p) Ch *Pi(p)+ 
i, h=1 


- D'uP 
+ Dio(p)e 74... +Din(pe F1 |+...+ 


ñn 


n = » t,p 
| L i 
[IL Se(P)+ Dro(phe +... +Dis(phe 1 ]=0. (6.86) 
ii 
Sous une forme développée l'équation (6.86) peut s'écrire 


n 
DE: 


= Ÿ «p 
AooP N° + Ag pot +... + (Boop + Bosplo 7! + ...)e 1 + 
+ LAiopi + Apt + ee + (Bioplio + Baipho +... je" P]+ 


[4302 %2 + Au pN2-1+ + (B20p°° nu B,p°2"! +...) X 


m2 
Xe PJ. + LAmop Nr An pri + 
+ (BnopPno+ BasplnoT + ...)e-uP+...]=0, (6.87) 


où ,, N, sont déterminés par les degrés des polynômes qui figurent 
dans (6.87) et qui sont affectés aux degrés correspondants de m. 
Admettons que 


No— Vi =, No—N3=2, ee.) No—Nn=n. (6.88) 


Autrement dit, le degré de chaque somme successive des polynômes 
est d’une unité plus petit que le précédent. 
Remplaçons les variables 


p = glm. (6.89) 
En portant (6.88) dans (6.87) et en multipliant ensuite l’équation 


obtenue par mN et posant m = 0, on obtient après des calculs 
correspondants l'équation suivante 


À 609 + 43097 +... + Ano = 0. (6.90) 


+ 
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Par conséquent, le nombre de racines qui vont à l'infini avec m — 0 
est égal à » et l'allure de leur répartition dans le plan des racines 
dépend des valeurs des coefficients de (6.90). Pour que les racines de 
cette équation aillent à l'infini à gauche de l’axe imaginaire du plan 
des racines, il faut et il suffit que ses coefficients satisfassent aux 
conditions de Routh-Hurwitz. 

Nous aboutissons ainsi à la conclusion qu'en respectant la condi- 
tion (6.88) le système sera stable si l'équation transcendante dégénérée 
satisfait aux conditions de stabilité, et (6.90) que nous appelons équa- 
tion auxiliaire du premier genre, satisfait également à cette contrain- 
te. Par conséquent, le problème consiste à choisir la fonction de trans- 
fert de l'élément stabilisateur et le point de son couplage de maniè- 
re que 


No—N;=i. 


Examinons maintenant, le cas lorsque 
No—N,=2, No—N,=4, ..., No—N, = 2n. (6.91) 


A l’aide de la transformation 
p=— (6.92) 


et des calculs analogues à ceux effectués précédemment, on obtient 
ce qui s’appellera équation auxiliaire du deuxième genre. Cette 
équation se compose de la façon suivante: 


Ao09 Ne + og t +... + Ai0g 0-2 + AisgNo-s +. 
. + 4,0gNo=2n + A, ,qNo-n-1 +... =0. (6.93) 


Elle se forme à partir de deux premiers coefficients majeurs de cha- 
cun des polynômes de (6.87). 

Pour assurer la stabilité avec m—+0, il faut et il suffit que l’équa- 
tion transcendante dégénérée, ainsi que l’équation auxiliaire du 
deuxième genre respectent les conditions de stabilité. 

Après la division de l’équation (6.93) par g*o-** l'équation auxi- 
Le ei du deuxième genre devient 

À 009 + 40197 + 4309 +... + Ano9 + Any — 0. (6.94) 
Enfin, si 


N—N>3, N—N:>6,... (6.95) 


alors, avec m—> 0 le système sera instable. Cette affirmation est 
justifiée par les propriétés des équations algébriques binomiales et 
sa démonstration est analogue à celle qui a été faite précédemment. 

De la sorte, on aboutit à la conclusion que l'obtention des systè- 
mes asservis multiples à retard stables dans les conditions d’une 
croissance illimitée des gains des boucles isolées, est possible. A cet 


effet il faut remplir les conditions mentionnées. 
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Pour élucider comment sont liées les conditions obtenues dans ce 
qui précède avec la structure du système de régulation, il faut calcu- 
ler Nos Nssrss Ne 

La structure des termes majeurs des polynômes (6.87) et les nota- 
tions (6.84) montrent que les différences des degrés VN,— N,, N, — 
—N,, ..., N,_, — N, se calculent d’après la relation 


No—Ni=m+Q4i—ni, (6.96) 


où m, est le degré de l'opérateur p qui figure dans le dénominateur 
de la fonction de transfert du réseau correcteur ; Q:, le degré de l’opé- 
rateur qui figure dans les dénominateurs des fonctions de transfert 
des éléments entourés par l'élément stabilisateur ; r4, le degré de 
l'opérateur p qui figure dans le numérateur de la fonction de trans- 
fert du réseau correcteur. 

Par condition, 


Ni—N;i1< 2, 
d'où l'on tire 
M; — N; + Qi< LÀ 


De cette façon, l’ordre de l’équation qui décrit la partie des orga- 
nes entourés par le réseau correcteur dans les structures qui admettent 
une croissance illimitée du gain sans compromettre la stabilité, se 
<alcule d’après la relation 


Qi< ni) — M; + 2. (6.97) 


Une relation analogue a été obtenue pour des systèmes monovaria- 
bles et pour les systèmes sans retard.On en tire la conclusion suivante. 

Un système asservi multiple qui comporte des éléments à retard 
reste stable lors de la croissance illimitée de ses gains si et seulement 
si chacune de ses boucles isolées, dont le gain croît à l’infini, appar- 
tient à la classe des structures stables dans les conditions d'un gain 
infiniment grand. 


$ 7. EÉQUATIONS DES SYSTÈMES 
ASSERVIS MULTIPLES COMBINÉS 


Dans ce qui précède nous avons nommé combinés les systèmes 
asservis multiples dont les grandeurs réglées sont liées par l’objet 
commandé et la charge. Les résultats du paragraphe précédent se 
rapportent dans la pleine mesure aux systèmes combinés, c'est-à-dire 
pour ces systèmes le choix d’une structure rationnelle est très impor- 
tant. Bien plus, en s'appuyant sur les résultats du paragraphe précé- 
dent on peut supposer que leur structure peut être de la forme repré- 
sentée sur la figure 6.8. Dans ces conditions, le réseau correcteur 
à fonction de transfert F,; (p)/Fmi (p) est choisi de façon que K,; 
puisse croître à l'infini. 
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Pour ne pas limiter la généralité, n'entourons pas par le réseau 
correcteur l’élément à fonction de transfert u;/Q; (p). Pour le mo- 
ment nous n'imposons à cette fonction aucune contrainte, bien que 
par la suite il faille choisir les paramètres de cet organe tels que 
l'équation dégénérée pour Æ,; —+ oc satisfasse aux conditions de 


8»; (p) 


Fig. 6.8. Schéma de la i-ième boucle du système asservi multiple combiné 


Stabilité. A l'entrée de cet élément est appliquée la somme de toutes 
les perturbations dues aux charges qui agissent sur l'objet. 

La fonction de transfert 6,; (p)/6,,: (p) n'étant pas déterminée 
pour le moment, il importe peu en quel point de la boucle de réglage 
principale sera appliquée la sortie du convertisseur 6, (p}/8hi (p)- 

Le problème consiste à choisir à partir d’un certain critère de 
performance ou une certaine propriété assignée, la fonction de trans- 
fert 6,1 (p)/8,: (p) en fonction des propriétés de la partie de la chaîne 
entre le point d'application de la sortie du convertisseur et l’entrée 
de l'objet, où sont appliquées les perturbations produites par les 
charges. Lorsque la propriété requise du convertisseur est établie, 
sa fonction de transfert étant donnée, le point de couplage de sa 
sortie est défini sans ambiguïté. 

Ecrivons la fonction de transfert de l'i-ième grandeur réglée. 
D'après la figure 6.8, on a 


Qu(p) = pue [vie — vi + GE Z Ba () fa], 


ou 


Où (P) Gi (P) Ti = bu (Yic — Yi) mi (P) + Bni (P) 2 Bix (P) fr] ; 
R;(p)yi= K ut FE ui | 3 (6.98) 
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ou encore 


[R; (p) Fi (p) + ae (p)] yi= — Arret (p) Ti; (6.99) 


pe EE yi+ 5 Gin (P) Ur — S B:x(P)fu. (6.100) 


Rk=1 h==1 
kæi 


En éliminant zx, et yi, on obtient 


Qi (P) Omni (P) LR: (P) Fri (P) + KriF ni (P)] Yi = 


= UK Emi (P) U(Yie— Yi) Omi (P) + Oni (P) 2: Bin (D) fa] > 


Qi (P) On (P) LR: (P) Fmi (P) + KriFni (P)] [ LE Yi+ > Gin (P) Yr — 
Kai 
— D, Bin Cp) fa ]= | ve0m (P)— vi0ms (p)+ On: Cp) D Bin Cp) fa ]Wikrir 


hk=1 h=1 


ou 


[Qi (P) Bus (P) Ri (P) Fi (p) Di (p) + 
+ KD; (p) Q:(P) Oni (P) Fni (P) + WiKriKiF mi (P) Omi (P)] Yi + 


+ KQ: (P) On (P) Ri(P) Fmi (P) à y (P) Ya + 
koi 


+ KiKriF ni (P) Omi (P) Qi(P) DEL (D) yr = KibiK r5F mi (P) Omi (P) Ye+ 


ki 


+ Fri (p) Ki: KriOn: (p) 2 5 Pir (p) fn £a 
+ Æ1Qi(P) 8mi (P) Ra (P) Fri (P) È Ban (P) fn + 


+ KiK Qi (P) Oui (P) Fi (P) Da Bin (P)fr. (6.101) 


Pour i = 1, 2,3, on obtient un système d'équations du système asser- 
vi multiple combiné à grandeurs réglées interdépendantes. Ecrivons 
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ce système d'équations sous une forme matricielle. A cet effet intro- 
duisons les notations suivantes: 


Qù (P) Bi (P) Ri(P) Fmi (P) Di (p) = ai: (p); 
D; (P) Fi (P) Omi (P) Qi (P) + WiKiF mt (P) Omi (P) = bis (D); 
K Qi (P) Omi (P) Ri(P) Fami (P) = Ci (P); 
K3F ni (P) Qi (P) Om (P) = dis (P); (6.102) 
KE mi (P) Omi (P) = lis (P); 
Fri (P) KikiOn: (P) = Pas (P); 
K iQ: (P) Oni (P) Ri (P) Emi (P) = Nu (p)- 
Compte tenu de (6.102), ce système d'équations devient 
Lai CP) + Kribii (P)] y: + Ci (p) &is (P) Ya (P) + Cu (P) &s2 (P) ya (P) + 


+++ + ue (P) Gin (P) Ya Cp) + @u (P) Kri(p) 24 cn (p) yn (P)= 
Rmtrt 


= Kilii (P) Yie (P) + KriPii (P) 2 Pix (P) fa + Ni (P) à Bin (P) fr + 


+Æudu(p) 2 Bm(p)fn, i=1,2, 8,...,n. (6.103) 


Sous la forme matricielle le système (6.103) s'écrit 
À GE) Y @) = B ) Ye(p) + D ) F GE). (6.104) 


Dans la suite, pour simplifier l'écriture omettons dans les notations 
des fonctions l’argument p, en retenant que les transformées de toutes 
les équations sont prises au sens de Laplace. 

Introduisons dans l’équation (6.104) les notations suivantes: 


A(p) = 
Gus + Kridss (C1 + Ær1d11) Ge ... (Cis + Ari) Lin 
(C22 + Krod22) Go oo + KroD2o ... (C22 + Kr2d22) Lan 
(Cu + Kridui) @is (Cri + Kridui (Gin 
(Can + KrnAnn) Qn: (es + KrrÜnn) Œn2 Per Znn + Krnônn 
Un Ye1 Î 
Yo Ye2 Î2 
Y _ .. Y _ …. F _ .…. 6.105 
(p) : c (P) + (p) f, (6.105) 
Un Ycn În 
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CO tdi) EN Bla EN inB3oe + KO + dan) + N11lôin 
CKpoDoot don) FN a01Bol Era aa + do) FN aalBrat : LKpo(P39+ 99) TN on 


CKonOnntdnn) + NnnBnilKrnPnnt nn)  NnnlBnoe.-: 
[Kin@nntdnn) + Nnnlônn | 


Ici 6;;,— 1. 
Cherchons à à partir de (6.104) l'expression de la matrice des trans- 
formées des grandeurs reglées 


y (p) = A1 (p)[B (p)ye(P) + D (p)F (pl. (6.106) 


La forme explicite du système (6.106) est de la forme 


y(P)=—- D (— 1) +4 4, Knlrnÿne (P) + 


lea 


+— LE (— 1) +45 45 [Ki (pu + dus) + Nil S Binfn. (6.107) 


k=1 


On sait que la fonction de transfert est le rapport entre les transformées 
de Laplace de la sortie et de l’entrée. Pour les systèmes à une gran- 
deur réglée la fonction de transfert est le rapport entre la transformée 
de la grandeur réglée et la transformée de la consigne sans interven- 
tion de la charge. Comme le montre (6.107), même si on ne tient pas 
compte de la composante f, (deuxième terme du deuxième membre) 
qui dépend des charges (ou des perturbations), la grandeur de sortie 
y: (p) dépend non pas de la seule consigne, mais de tous les y;c (p). 
Pourtant, il est sensé d'introduire dans ce cas les notions de fonction 
de transfert et de fonction de transfert généralisée. On appelle fonc- 
tion de transfert de la j-ième grandeur réglée le rapport de la trans- 
formée de Laplace de cette grandeur à la transformée de la j-ième 
consigne sans tenir compte des perturbations. 
Si f; — 0, on peut tirer de (6.107) 


yi CP) Ajj(P) Krilji(P) 
Yic (P) A T 


pi ) (— 1ÿ+} KrrAjnlrrYhee (6.108) 


hui 


Yje A 
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Si l’on introduit la notion de la fonction de transfert généralisée 
d’une façon analogue à celle des systèmes monovariables, on obtient 
l'expression suivante 


y CP) : À jj (P) Krjljj (p) 


t _ 1) 
Vie CP) À +15 (— IP Krndjnlir (p) + 


ce (/) 
k=1 
hi 


++ D (— 1) +5 Au (p) LKri (pi CP) + dus (p) + 


i À 


+Na(l=- 5 Binfn (p). (6.109) 


— 


Le sens physique des expressions des eo . de transfert ainsi 
obtenues est parfaitement clair. Le premier terme de l’expression de 
la fonction de transfert, aussi bien que de sa forme généralisée est une 
forme de transfert ordinaire du système à une grandeur réglée; les 
deuxièmes termes des équations (6.108) et (6.109) montrent comment 
change la fonction de transfert sous l’action exercée par les autres 
grandeurs réglées sur la grandeur donnée. Enfin, le troisième terme 
de (6.109) montre comment change la fonction de transfert si l’on 
prend en considération aussi bien la charge propre que les charges 
ou les perturbations dues aux autres grandeurs. Pour étudier les 
systèmes asservis multiples combinés nous exploiterons largement 
Ja notion de la fonction de transfert généralisée. Il est clair que l’équa- 
tion caractéristique du système asservi multiple dans son ensemble 
est de la forme 

A = 0. (6.110) 


$ 8. STATIQUE DES SYSTÈMES COMBINÉS 


Examinons le fonetionnement d’un tel système en régime station- 
paire. Un cas particulier du régime stationnaire est l’état de repos. 
Pour trouver son équation statique on peut appliquer le théorème 
des valeurs limites. L’équation statique s’obtient à partir de (6.107} 
en y posant p = (0. 

Considérons deux cas des systèmes séparés (sans interaction) : 
1) statiques et 2) astatiques, respectivement par rapport aux charges 
propres. 


Systèmes séparés statiques 


Si dans les notations introduites pour (6.102) on admet que 
p = 0, il vient 


aii (0) = Qi (0) 8: (0) Ri (0) Fri (0) D; (0) = 8, (0); 
bii (0) = piK im: (0); css (0) = K:0,,: (0); (6.111) 
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dj (0) =0; ii = piKiBmi (0); 
Qii (0) = 8,; (OhpiKi; Ni: (0) = Ki8mi (0). 


L’équation du régime stationnaire du système statique et de la 
j-ième grandeur réglée se met sous la forme 


y, (0) = Fu 2 (— 13% 4x (0) Krulax (0) You (0) + 
=1 
+ 2 (— 19 An (0) Lx (pu (0) + du CO) + 


+ Nu(0)] ©, Bin (0) fx (0) 
k=1 
et, compte tenu de (6.101), 


0) = S >, (—1)*# 4x (0) Kratr 0m (0) Ye (0) + 


k=1 
T0 5 S Ce 1)7+i A; (0) [LA KO n; (0) de K;0 mi (0)] S Bin (0) ICE 
i=i k=1 
(6.112) 
Ici 
Om1(0)+ Ke cn tK 40m i (0)) pop 
du K ;0n j(0)e ;1 Omp0)+Krji+h; KE m0) Fra 
KnOnn(0Xn: 
K10n1(0)@in 
K,One(0X%n 
Kj0n (On j 


OnnO+Krn(+unKrnKn0mn(0)) 


Si tous les paramètres du système sont connus et si les valeurs des 
charges sont données on peut trouver d’après (6.112) la valeur station- 
naire de la j-ième grandeur réglée. Ainsi, si l’on prend nr = 3, 
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après des calculs élémentaires on obtient pour la première grandeur 
réglée 
ÿ1 (0) = {Krib1K10m1 (0) [8m (0) + Ærst2K30m2 (0)) X 
X (Om3 (0) + Krsus5K 50ms (0) — K2K 3One (0)0ns (0)tsst32)) X 
X Yer — KÆrolsK 20m2 | K10m1 (0)&12 (Om3 (0) + KrstsX 3 X 
X Ums (0)) — K10n1 (0)K30ns (0)t15% 32] Yez + KrssK 390m3 X 
X [K6m1 (0)Æ30n2 (0) Gi2Gis — K10n1%13 (Om2 (0) + 
+ KraleK30m2 (0))] Yes + [8m (0) + Æralt2A 20m (0)) X 
X (Oms3 (0) + KrssX 30m (0)) — K2K 30m2 (0) Om (0) X 
X Gage) [ÆKn1K1 (Om (0) + K10m1) O1 + Biefe + 
+ Biafs)] — (K10n1 (0) (Gps + KrssKoeX 50m3 (0)) — 
— K,0n1 (0) Khs (0) ci5@ 30) (Kr2KoUo0n2 (0) + 
+ Ko6ne)Barfa + fe + Basfs) + (Ki10n1 (0) Æ30n2 (0)Gi2G23 — 
— (0,,2 (0) + KrotoK 20m (0) K10n1 (0) Gal (Krs Kits X 
X 63 (0) + Æ30ms (0)) (Bs1f1 + Bsefa + f3)} {Om (0) + 
+ Krl1K10m1 (0)] [82 (0) + KroU2K20m2 (0)] [8m3 (0) + 
+ Kisu3K 303 (0)] + K10m%1 (0)K20m2 (0) K30m3 (0) X 
X [tistostsr + GoiGsobis — K3K10m3 (0)0m1 (0) X 
X Gs@a1 (0mo (0) + KroloK20m2 (0) — K2K 50m2 (0) X 
X Om3 (0)G32G23 [0m1 (0) + Ærit1K10m1 (0) — 
— K1K0m1 (0)0me (0)ti2%1} (6.114) 


Tirons quelques conclusions imposées par l'analyse d’un système 
à trois variables, qui sans peine peuvent être extrapolées au cas 
d'un système à x variables. Comme nous l'avons supposé tout au 
début, la structure retenue (choix du réseau correcteur F,; (PF mi (p) 
et point de son couplage sur le système) admet une croissance illi- 
mitée du gain quelle que soit la boucle sans violer la stabilité. 
Supposons que les gains des trois boucles Æ,; (i = 1, 2, 3) croissent 
à l'infini. Alors, comme il résulte de l'équation (6.114), 


dim (0) =ver+ De Ui+ Brafe + Bufoh 4, 2, 8. (6.145) 
PET 


Autrement dit, en régime stationnaire, dans le cas de la croissance 
illimitée des gains de toutes les boucles, la sortie est égale à sa valeur 
de consigne y. et, en plus, dépend de toutes les perturbations. L'in- 
fluence des perturbations est déterminée par les coefficients de cou- 
plage suivant la charge B;: (0) et les coefficients 6, ; (0)/6,:: (0). Dans 
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le cas particulier de 6,; (0) = O0, ce qui schématiquement ne pré- 
sente aucune difficulté, on a 


Ce résultat s'obtient pour le régime stationnaire à partir de 
l'hypothèse que F,; (0) = 0. Ceci est parfaitement naturel, puisque 
dans ce cas la croissance du gain améliore la précision. 

Le cas d'utilisation d’un réseau correcteur de type mixte impose 
un examen spécial. On voit sans peine que l'expression (6.115) n'est 
pas alors justifiée. Ce cas sera étudié spécialement. 

De la sorte, l'étude des systèmes asservis multiples combinés 
entraîne que 

en régime stationnaire la croissance des gains des boucles conduit 
au découplage des grandeurs réglées ; 

la croissance des gains améliore la précision par rapport à chaque 
grandeur réglée et pour 6,; (0) = 0 élimine l'action de toutes les 
perturbations. 

Si les gains sont des grandeurs finies, les conclusions obtenues 
sont justifiées avec un degré de précision déterminé. Dans ce cas 
pour des gains finis mais suffisamment grands. on peut considérer 
le découplage ou l'élimination de l’action des perturbations en régime 
stationnaire à e près. Dans le cas général, d’après l’équation (6.114), 
pour chaque charge et chaque valeur des gains on peut trouver les 
valeurs des grandeurs réglées. 

L'équation (6.114) montre que la valeur de chacune des gran- 
deurs réglées dépend non seulement des perturbations, et non seule- 
ment de la valeur de consigne de la grandeur considérée, mais encore 
des consignes de toutes les autres grandeurs réglées. 

Ces conclusions sont l'aboutissement de l’étude d’un système 
asservi à trois variables. Pour » variables la généralisation est guidée 
par les considérations suivantes. L'équation (6.112) et la loi de 
construction de A et À;; rendent clair qu'avec le développement de A, 
le degré supérieur de X,, égal au degré supérieur de X,, figurera seule- 
ment dans celui des termes du numérateur, qui se rapporte à la valeur 
de consigne propre. Ce fait détermine justement les propriétés de la 
classe indiquée des structures, qui consiste à dominer l’action exer- 
cée par les variables non propres. 


Systèmes séparés astatiques 


Pour une allure astatique du système il faut et il suffit que la 
structure constituée par la chaîne à boucle unique possède un inté- 
grateur ; cet intégrateur ne doit pas être entouré par le réseau correc- 
teur et ne doit pas former structuralement l’objet de commande ou 
une de ses parties. Sous ces conditions on a en régime stationnaire 


dus (0) — 0; br: (0) = piK Om (0); cas (0) = 0; 
di (0)°— 0; Lui (0) = piKi0mt (0); pze (0) — 
= Kiliôni (0); Ni (0) = 0. (6.117) 


En portant (6.117) dans l'équation (6.112) on obtient pour nr = 3 


3 
4 | 
n=+— 2 (— 131% 4,2 KrnbrE r0rmr (0) + 


3 3 
+ D (A uk Kabôns (0) D Buxfn. (6.118) 
i=! 


h—)} 


En substituant aux A:, leurs valeurs compte tenu de (6.117), on 
obtient 


An = KroKrsK2K sUol30me (0) 0m (0) ; 
As = 0; (6.119) 
A3 = 0, 
d'où 
YU = KriKreKrsK1K2K siltetts 0m (0) Em 2 (0) On (0) Yie+ 
KriKreArslibolts À 1X 2 K 30m1 (0) Om2 (0) Oms (0) 
RO OO O Ge O7 Li + Bref + sal = 


= yie + SET Lfi+ Bufa+ Brsfsl. (6.120) 


Autrement dit, dans le cas des systèmes astatiques on obtient en 
régime stationnaire (si la croissance des gains n'est pas imposée) 
l'expression de la sortie égale à la consigne de cette grandeur avec le 
supplément qui dépend de toutes les charges. Si l’on retient 6,,,(0)=0, 
en régime stationnaire l'influence de la charge est nulle. Mais en 
général, en mettant 6,; (0)/6m: (0) en facteur, on peut également 
obtenir pour le système astatique en régime stationnaire les valeurs 
de la sortie dépendant de la charge. Dans certains cas cette relation 
s'avère très utile. 

En modifiant la loi [6,: (0)/6,,: (0)] on peut, évidemment, aug- 
menter ou diminuer à l’aide de la charge la grandeur de sortie par 
rapport à la valeur de consigne. 

La particularité importante des systèmes que nous examinons 
consiste dans le fait que la charge (ou la perturbation) est utilisée 
comme facteur supplémentaire pour communiquer à l’objet les pro- 
priétés désirées. Les équations (6.115) et (6.120) rendent clair qu’en 
régime stationnaire, aussi bien pour les systèmes statiques avec 
K,—> co, que pour les systèmes astatiques, la sortie dépendra de la 
valeur de consigne et des propriétés du réseau correcteur, ainsi que 
de toutes les charges. En particulier, dans le cas des systèmes stati- 
ques, si les gains ne sont pas suffisamment grands pour assurer la 
précision requise, on peut également recourir à cet effet à la charge. 
D'après ce qui suit cette charge peut s’employer également comme 
facteur complémentaire puissant pour agir sur les propriétés dyna- 
miques du système. 
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$ 9. DYNAMIQUE DES SYSTEMES COMBINÉS 


À la différence de la stabilité, les propriétés dynamiques des 
systèmes asservis multiples dépendent non seulement des pôles, 
mais aussi des zéros de la fonction de transfert. Pour les systèmes 
ordinaires, la fonction de transfert est exprimée par les équations 
(6.108), et pour les systèmes combinés, la fonction de transfert 
généralisée est donnée par l'équation (6.109). 

Pour élucider les propriétés dynamiques des structures (ou plus 
exactement, des particularités structurales de la dynamique) suppo- 
sons que les consignes ont la forme d’échelon unitaire (ou les lois de 
variation de toutes les valeurs de consigne sont les mêmes et se 
distinguent seulement par l'échelle). Omettons donc le facteur 
Yne (P/Yice (P) en admettant qu'il modifie seulement l'échelle 
(lorsqu'il sera opportun, le facteur 1/y;. (p) affecté au deuxième 
terme du deuxième membre de l'équation (6.109) sera pris en considé- 
ration). De la sorte, les propriétés du système sont déterminées par la 
fonction de transfert généralisée (6.109). 

Examinons les propriétés dynamiques des systèmes stables sous 
la croissance illimitée des gains Æ,:, en supposant que ces coeffi- 
cients sont suffisamment grands. On a l'équation suivante 


4 n | 
TAN TA {4,, (p) Ko) + D (— 1) KrnAyn (D) Lun (p) + 
R=1 


kw) 


+ > (— 1) 4; (p) [Kr: (ou (P) + dus (p)) + 


i=1 
+ Na (Pr D Bufn (p)}. (6.121) 
k=1 


Pour établir la structure de l’équation (6.121) par rapport au petit 
paramètre, développons le déterminant du deuxième membre de 
cette équation par rapport à X.. Puisque les À ;, pour À = 1,2,3,... 
..., n sont les cofacteurs des éléments correspondants du détermi- 
nant transposé A et tous les éléments du déterminant À contiennent 
linéairement X,, il est clair que dans le développement descofacteurs 
A}, le degré supérieur de Æ, sera #7 — 1. Mais comme chacun des 
termes de l’équation (à l'exception de V;;(p) qui sont les facteurs 
de A;:) contient lui-même X,; au premier degré, le degré le plus 
élevé au numérateur de l’équation (6.121) sera également n. 

Portons maintenant notre attention sur la loi de construction des 
cofacteurs ÀA;,. La loi de construction de la matrice du système aussi 
bien que de sa transposée montre que seuls les cofacteurs de la for- 
me ÀA1;, une fois qu'ils seront développés, possèdent des composantes 
ne dépendant pas des coefficients de couplage &;,. Ce qui vient d’être 
dit s'ensuit de cette circonstance que seuls les cofacteurs de la for- 
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me À;; possèdent sur la diagonale principale des éléments diagonaux 
correspondants de la matrice initiale. Après ces réserves, la fonction 
de transfert (6.121) peut se mettre sous la forme 


K (p)={m"@pn: (p) + M 1pns-1 (p) +... + MPxa-(n-1) (P) + 
+ Pen (D) + mn: (P) fa (œir) + mass (D) fa (Min) +... 
+ VŸns-n (D) fn (œin) + MEN, (D) fa (Ban) fn +... EN -n (D) X 


X fn (Bin)} LT One CP) Em Fe (p) + me tFa 1 (p) + 
+ MmEn;-(n-15(P)+Fn-1(p)l}t, (6.122) 


où m — 1/Æ.. 

Comme le montre l'équation (6.122),le numérateur du deuxième 
membre de l'équation (6.121) est une fonction complexe des para- 
mêtres du système, des gains et des charges. Etablissons dans la 
mesure du possible la forme générale de la loi qui régit la construc- 
tion des polynômes figurant dans (6.122), ce qui nous autorisera de 
tirer quelques conclusions sur les propriétés structurales générales 
des systèmes considérés. 

Avant tout portons notre attention sur le dénominateur de l’équa- 
tion (6.122). Puisque les structures retenues appartiennent à la classe 
des structures stables pour X,;—> oo, ou ce qui revient au même, 
pour m — 0, les degrés des polynômes voisins ne peuvent se distin- 
guer de plus de deux, et notamment 


Nu N xii4s < 2. 


Puisque À;; est un déterminant angulaire composé d'éléments de la 
même matrice que À (mais dans lequel à la différence de À il manque 
une colonne et une ligne), les polynômes \, sont construits suivant 
la même loi que la différence des polynômes voisins 


Pnau Parois = Nni— Ni, 


Cette même conclusion peut être tirée, évidemment, pour les polynô- 
mes Ÿru €t Exu - 

Cherchons maintenant la relation entre les valeurs absolues des 
degrés des polynômes au numérateur et au dénominateur. Le degré le 
plus grand du polynôme A est plus grand que le degré du polynôme 
A: de degré du terme a;; + K,b::. (6.99) entraîne que le degré de 
a: (p) est plus grand que celui de b;; (p) et, par suite, le plus grand 
degré de A est supérieur au plus grand degré de À;; (p) de degré de 
ai (p). En tenant compte de l'expression de b;; (p) on peut conclure 
que le degré le plus élevé de À, ou ce qui revient au même, le degré 
de FX, sera plus grand que celui de p,.,, et la différence des degrés 
sera : degré de a;; moins le degré de F3 (p) 6mi (p). 
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Si la structure du système appartient à la classe des structures 
stables avec le gain illimité et si les conditions supplémentaires sont 
également respectées, les propriétés dynamiques du système seront 
déterminées par l’équation dégénérée qui, dans le cas général, se 
présente sous la forme 


° n = _n ) fn(bi 
k.. (pe een Sr (P) fn (@in) + Na (P) fn(B LL (6.123) 


U Ori (P) Fii-n (P) 


Cherchons les expressions de Fxin: Pnornr Pan et E Nan, SOUS 
une forme explicite (c° est une équation de grand intérêt d'après 
laquelle sera établi le régime transitoire et seront déterminées toutes 
les propriétés principales du système pour des gains assez grands). 

Pour rendre l'exposé immédiat, calculons trois grandeurs inter- 
dépendantes. Alors, d’après l'expression obtenue on tire sans peine 
les lois qui permettent de construire l'équation pour = grandeurs 
réglées liées entre elles. 

Ecrivons l'équation de la première grandeur d'un système asservi 
à trois variables. En posant dans (6.109) x = 3, il vient 


Ya CP) (P) __ A1 (P) Kralya (P) 


= _ 7 Yec (P) 
Vic Yic(P) — A Æ r2A42 (p) Lao (p}> jé (p) + 


++ KrsA43 (P) Lss _ 2 ee + Ass LA (Os (P) + 
se : (EP) + Na} Gi (P)) + Bref dé + Bisfs (p)) — 
— + Asa LK re (2e (D: +de (P)+ Naples _ » Bai Gp) + 
+ f2 + Bosfs (P)) + — Ajs [Ær3 (Ps3 (P) + d23 (p)) + 


+ Nas (D) 5 (Bssfs (P) + Bof (p) + f(P)) (6.124) 


où Bu = 1; 
Gis (P)+K bas CP)  Ucis (PI+ Ko jdis (P)] ss css (P)+ Ko gdas (P)] @is 


[C:2 (P)+K,, dis (P)]@rs [ass (P)+Kh,b:: (P)] [crs (P)+ Koodes (P)] Œsa 
[css (P)+ Kiodsa (P)] &ss [Css (P)+K ds (P)]'%ss Gss (P)+K,9bas (P) 


Az 


(6.125) 

22 (P) + À r2022 (P) [C33 (P) + Kr3d33 (P)] 32 
[C22(P) + Kr2d22(P)@os 33 (p) + Kr3033 (P) 

[css CP) + Kridss (p)] &ie [C33 (P) + Krsd33 (p)]@32 
[ais (P) + Kridis (p)lois 33 (P) + Kr3033 (P) 
[ci11 CP) + Æridss (P)] &y2 22 (P) + À 72022 (P) 

[ci CP) + Kridss (P)] is [c22(P) + K r2d22 (P)) os 


, (6.126) 


11 — 


, (6.127) 


12 — 


. (6.128) 


13 — 
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Admettons que les gains X,; sont de même ordre, de sorte qu'on 
peut admettre que K;:, — K:e — K:3=K,. Ce n'est pas une contrain- 
te de principe, puisqu'on peut: toujours recourir à la relation 
K; = n:KX. Divisons le numérateur et le dénominateur de (6.57) 
par X?. En posant Æ, — o on obtient par des calculs élémentaires 
l'équation dégénérée sous la forme suivante 


pcs — [Ai ae (p) {lu Cp) + Las GP) + dus (II X 
— [1 x + Bizfz (P) :- Bisfs (P}} — — À, de (P) {122 (P)> se ment 
+ [P22 (P) + das (p)] FRS _ en (Pa (P) + f2(P) + B2s en} 


+ Ais de (P) {1 (P) En 1e mi | Pas (P) + das (P) —G X 


x [Bsuf1 (P) + Bsafa (P) + fs (p)1} ] : (6.129) 


où on a noté 


bi: (p) di (P)&i2 du(p) TE 
A3 de = d32 (P) Go: Bo2(p) dy (P) &s| : (6.130) 
da3(P)Gs1 das (P) ao D33 (P) 
b> (P) das(P)&s2 
A — 6.131 
RS do (P) C2 33 (P) , 
di (P)@i2 d33(P) se 
A = ; 6.132 
PAS rs (D) &is Ds À ) 
di (P) &i2 Da | 
Asie = : | 6.133 
ne di, (P) &is das (p) (PT À 


Il est clair que si le système est à n variables, l’équation dégénérée 
de la première grandeur réglée s'écrit 


Yi (p) __A\i+R YRe Cp, 
Yje(P) — . D] An ae (p) (1) {tx «CP tm + 


pan (+ dun PI À Baufr} - (6.134) 
ii 


Cherchons les formules d’après lesquelles on pourrait calculer et 
analyser les propriétés dynamiques d’un système asservi multiple 
combiné. Utilisons la courbe de la décomposition en D par rapport 
au gain de la partie dégénérée de l'équation à l'intérieur de chaque 
boucle de commande. 


1e 
Æ% 
=! 


Le gain de la partie dégénérée de chaque boucle se compose de 
deux facteurs, du gain K', de l’ objet propre et du gain u; de la partie 
de la boucle non entourée par le réseau correcteur. Le gain K4.; de 
l'équation dégénérée peut être modifié en faisant varier u,. Dans ce 
cas il est commode d'introduire les notations suivantes: Ke; = 
= ,X;, et respectivement 


bis (P) = Di (p) Fni (p) Qi (D) Omi (p) + 
+ WA iF mi (P) 0mi D) = bi (p) + KäaeiF ms (PYOmt (P)- 


Dans les notations nouvelles, les équations (6.131), (6.132) et 
(6.133) s’écrivent 


A, — b3(P) + U2K2F m2 (P) Om2 (P) dss (P) &2 | 
POS do (P) Gs b3(P) + UK 3F ms (P) 0m3 (P) | 
(6.135) 
dipie das (P) As2 | 
A — : 6.136 
ÈS ñ (P)@uis UK 3 + Ke 3F ms (P) 0m3 (P) ) 
dis (P) Go MeK 2 + Ke 2F m2 (P) Om2 (P) 

pe | = 7 6.137 
DES | dis (P) is dax (P) 23 1) 


Remplaçons dans le déterminant du système (6.130) les lignes 
par les colonnes et développons-le suivant les éléments de la premiè- 
re ligne. Alors, compte tenu des notations introduites, 


Asde . b, (p) À 11de (p) + bi XF mi (p) On (p) Aide (p) Ex 
—d32 (P)&s1A1de (P) + dssGs1A1sde (P); (6.138) 


d’où l'équation de la courbe de la décomposition en D par rapport 
à u, s'écrit 

__ __ bi (P) Air de (P)— das (P) Gz1412 de (P) + dss (P) Gs1413 de (e) 
M T— Æ 1 Fm (P) Om1 (P) A11 de (P) (6.139) 
p =j0. 

Divisons le numérateur et le dénominateur de l'équation (6.129) 


par K:Fm1 (P) Om1 (P) Aide (P)- Après les calculs élémentaires 


réduisons (6.129) à la forme suivante: 


Yic (2) Oo (p) 
où 


Ans ae (P) {Bu CP) + Lu CP) + du (PT X 


L (p) = X [f1 (P) +-Biefe (P) + Biafs (D) . 
K ; Fm (P) Om (P) A11 de (P) è 


Asa de (D) {Liz (P) HE + [pas (D) + des (PN ——— X 
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B(p)= X ([Borfs (P) + fa (P) + Basfa(P)l} . 
P K1Fmi (P) Omi (P) 411 de (P) / 


A;s de (P) {= ee Las (P) + [Ps3 (P) + dss (P)] — X 


 X [Bs1f1 (P) + Bsafe (P) + fs (PIX . 
D(p)= K1Fm1 (P) Om: (P) A11 de(P)  ? 


o (p) = + (P) A11 de (P)— des (P) Go 39 de (P) + das (P) Gay A3 de (P) 
+ KA 1F m1 (P) Om1 (P) A11 de (P) 


Une telle équation peut s’écrire sans peine pour un système à 7 varia- 
bles. Elle peut servir de formule pour le calcul de la stabilité et le 
choix des paramètres assurant les performances requises du système. 

En effet, dans le dénominateur de l’équation (6.140) figure la 
somme du gain p, et l expression de la courbe de décomposition en 
D par rapport à ce gain. Donc, si cette courbe est construite (et 
elle permet de juger de la stabilité du système dans son ensemble), 
alors, d’après la règle connue on détermine directement pour chaque 
pulsation de cette courbe les valeurs du dénominateur de (6.140), 
dont le numérateur est l’équation de la courbe auxiliaire. Les proprié- 
tés dynamiques du système asservi multiple tout entier sont déter- 
minées dans la pleine mesure par la disposition de la courbe de décom- 
position en D et de la courbe auxiliaire. A titre d'exemple, considé- 
rons le système combiné à deux variables par lequel nous illustrerons 
la méthodologie du calcul et essayerons de tirer au clair certaines 
propriétés générales des systèmes asservis combinés. 

Pour nr = 2 l'équation (6.140) s'écrit 


ys(p) __ _L(P)+N (p)+P (p) mn 
Yic(P) O (P) A A (6.141) 
_ A1 de (P) 11 (P) 
L(p)= X 1 Fm1 (P) Om1 (P) . de(P) ” 
: À11 de (P) [P11 (P) + di: (9) Bree — [f1 (P) + Bios (P)] 
(P — K 1 Fm (P) Om1 D À11 de (P) 
Asa de (P) La2 (p) #2 et + [P22 (P) + da (PI X 
[B21f1 (P)+f2 (P)) 


Xe 
— Vic MDI . 
dé (p) K1#m1 (P) Om1 (P) A11 de (P) 


_ b, (P) A11 de (P) — de2 (P) Gr 

PURE A 1Fm1 (P) Om (P) A1 de (P) * 

Portons dans l'équation (6.141) les valeurs des opérateurs ti- 
rées de (6.99): 


_Y1(P) __ B+6(p)+Y @IH(PI—EP 
Yic He) — q (2) (6.142) 
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C(P)= TE [fs CP) + Braf2 PN 
PER 1j, (p)+ Brafe ue 5 


Ô(P) = KiFn1(p) O1 (P) Oms (P) 2 {KobeF me (P) Be (p); . ne + 


+ {Æot3Fmo (P) On2(P) + K2F na (P) Q2 (P) Om (P)] _ X 


X [Bas (P)+ fa (P)1} : 


E(P) — KiFm (P) Om (P) lKo2F m2 (P) Om2 (P) + 


+ D, (p) Q2(P) Fna (P) Om2 (P)] ; 


P (p) — D: (P)@ (P) O1 (P) Fna (P) Omx (P) pre (P) Qa (P) Gme (P) Goes + L ; 


Pi=l{u2K2F me (P) 0m2 (P) + D: (P) Q2(P) Fn2 (P) m2 (P)] ; 
Pa = K Fm (P) m1 (P) 1 K2b2F m2 (P) Om2 (P) + 
+ D, (p) Q2(P) Fna(P) Om (P)]. 


L'équation (6.142) conduit aux conclusions suivantes : 

1. Admettons que les grandeurs réglées ne sont pas liées entre 
elles ni par l’objet, ni par la charge, c’est-à-dire &,,. — 0 et B,: = 
= +, = 0. Il vient 


y (p) = 


On: (P) (p) fs CP) (p) 


Hi He 
ui OP) TT TE Em OP) ie (P) _ ; 
net ne mPmu PIS CF) 
Se Fma () Ai 


et en l'absence de l’action exercée par la charge, on obtient 


Ya CP) Mn 
Vie) ai D,(P)Q:(P)FnitP) * (6.144) 


Ainsi, en introduisant le signal de la charge on peut agir sur 
l'allure de la courbe auxiliaire. On peut également choisir la fonction 
6,1 (P)/8m1 (p) telle que soit assuré un caractère défini du régime 
transitoire. Comme il fallait s’attendre, la fonction 6,, (p)/6,1 (p) 
n’influe pas sur la stabilité du système. Si & ,, = Oet f,, = Be, = 0, 
pour améliorer la dynamique du processus on peut non seulement 
utiliser la charge propre, mais aussi la charge de la partie restante 
de la chaîne. 

2. Quelles que soient les conditions, les propriétés dynamiques du 
système seront déterminées par l'allure de la courbe de décomposition 
en D et de la courbe auxiliaire. Qui plus est, l'allure de la courbe 
auxiliaire dépend de la fonction 6,; (p}/8»=: (p). Il s'ensuit une con- 
clusion significative suivant laquelle les propriétés dynamiques du 
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système peuvent être modifiées dans de très larges limites à l’aide 
des convertisseurs de On: (P)/Bmi ().- 

3. Mettons l’expression de la courbe de décomposition en D sous 
une forme quelque peu différente. Divisons terme à terme le deuxième 
terme du dénominateur de (6.142). Pour la courbe de la décomposition 
en Don a 
= D; (P) Q1(P)} F; (p) Fe KeFne (P) 
Ps K 1 Fm1 (P) KiFn: (p) 

Om (P) O2 (P) Gas (P) , 
” O1 (P) [A obteF me (P) Ome (P) + Da (P) Qe (P) Fn2 (P) 8m2 (P)° (6:149} 


Le premier terme de (6.145) est l'équation de la courbe de décom- 
position en D par rapport à u, en l'absence de couplages, le deuxième 
montre comment influe la couplabilité sur l’allure de la courbe de 
décomposition en D. 

L'équation (6.145) peut être récrite sous la forme 


RE Fne(P) Q2 (P) Gi (P) 

MT Du 5 Art Fni(P) ES Om: (P) Fme (P) [He —1t2D,,.] ? (6.146) 
où D, est l'équation de la courbe de décomposition en D par rapport 
au gain de la deuxième boucle 

D): —— D: (P) Q2(P) Fn2(P) 
GE KoeFme (P) ° 


Les courbes de décomposition en D par rapport à u, et u. peuvent 
être construites avant de choisir les fonctions de transfert des conver- 
tisseurs 0,1 (D}/Om: (p). Les courbes de décomposition en D per- 
mettent de définir tous les termes de l’équation (6.146) sauf la fonc- 
tion de transfert 6,,, (bp) qui peut être choisie telle que le système 
dans son ensemble satisfasse au critère de performance défini. 

De la sorte, nous avons obtenu la formule du choix de la struc- 
ture et du calcul des paramètres des systèmes asservis multiples. 

La méthode examinée permet, certainement, de composer aussi 
l'équation du système à nr grandeurs réglées. 


X 


$ 10. COMPENSATION DANS LES SYSTÈMES COMBINES 

DE L'ACTION EXERCÉE PAR LA CHARGE AVEC K,-—> 00 
Examinons la question du choix de 6,; (p)/6,,; (p) dans le cas où 
les propriétés dynamiques du système sont déterminées par l’équa- 
tion dégénérée dans le but de compenser totalement l’action exercée 


par les charges. 
L’estimation (6.129) montre que sous la condition 


pis (p) + du (p) = 0 (6.147) 


les charges n'’influent pas sur les propriétés dynamiques du système. 
Substituons à p:: (p) et di (p) leurs valeurs fournies par (6.102) 


KiuiF mi (P) Oni (P) + KiFni (P) Qi (P) Omi ) = 0 
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ou 


Hi, Oni(P) __ __ Fns(p) 
Q:(P) Emi (P) Fmi (p) * 


Ce qui vient d'être dit montre clairement que le mode le plus 
simple de réaliser la formule (6.148) consiste à modifier la structure. 
En effet, si la sortie du convertisseur est commutée de la façon dessi- 
née sur la figure 6.9, c’est-à-dire si l’on branche la sortie du convertis- 
seur en aval de l’élément à fonction de transfert u;/Q; (p), ceci est 
équivalent à la division du premier membre de (6.148) par u;/6; (p). 
Aussi, sous la forme définitive obtient-on pour ÆX,; —— 


(6.148) 


On: (P) _ Fni(pP) 
Om (P) _ FmilP) (6.149) 


Aucun besoin n'est d'insister sur le fait que la réalisation du con- 
vertisseur possédant une telle fonction de transfert ne présente aucu- 
ne difficulté technique. Dans le cas général, pour éliminer l'influence 


Oni 1$ D) 
Orni (P) 


ul 
ee. Bikfk 


Fig. 6.9. Schéma du système asservi multiple combiné assurant la compensa- 
tion de la perturbation 


des charges les composantes du système à n variables doivent avoir 
la structure représentée sur la figure 6.9. Le choix des convertisseurs 
doit être fait suivant la condition 


doi = ni (6.150) 


On i Fmi L 


où i 1,2, ..., 1. 

Dans la réalisation pratique des schémas, la simplification ulté- 
rieure de la structure peut s’obtenir en utilisant le réseau correcteur 
également comme convertisseur. Dans ce cas, les perturbations 
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n 
D Pirfr dues aux charges sont appliquées directement à l'entrée du 
=1 


réseau correcteur de façon représentée sur la figure 6.10 et on n’a pas 
besoin d'arranger les paramètres du réseau correcteur et du con- 
vertisseur (ces paramètres étant ceux du réseau correcteur). 

Ainsi, pour des gains X,;, assez grands, la structure de la figu- 
re 6.10 rend le processus de commande indépendant des charges ou 
des perturbations appliquées à l’objet de réglage. 


Ai Aoi k 
— — ê 
A 


Fig. 6.10. Schématisation de l'utilisation d'un stabilisateur pour la compensa- 
tion des perturbations 


A titre d'exemple considérons le système de réglage automatique 
de deux générateurs synchrones fonctionnant en parallèle sur une 
longue ligne soumise à la charge. Les grandeurs réglées sont la tension 
du courant, la vitesse de rotation et la pulsation. D’après les condi- 
tions du travail, la vitesse est réglée par un tachymètre statique; 
la caractéristique statique du réglage suivant la vitesse détermine 
la répartition des charges entre les générateurs fonctionnant 
en parallèle. Pour ces raisons admettons que le statisme suivant 
la vitesse (ou, respectivement, le gain de la chaîne de vitesse) 
est un nombre donné. Le réglage astatique de la pulsation est assuré 
par un régulateur secondaire. 

Du point de vue de la stabilité statique et dynamique un intérêt 
notable présente pour le comportement du système énergétique dans 
son ensemble le réglage de la tension. Ce qui importe ici c'est aussi 
bien la vitesse des processus transitoires que la précision du main- 
tien de la tension. Pour cette raison portons surtout l'attention 
sur le mode de réglage de la tension et la détermination des paramè- 
tres du régulateur. Admettons que les systèmes de réglage de la vitesse 
et de la pulsation soient donnés. Tenons compte dans notre étude de 
l'interaction des grandeurs réglées isolées, définie par les propriétés de 
l’objet. La figure 6.11 représente le schéma fonctionnel de la régula- 
tion. Tout le système se compose de deux générateurs synchrones 
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reliés par une longue ligne mise à la charge. Le générateur Z subit 
seulement le réglage de la vitesse, et le générateur 2, celui de la 
vitesse, de la pulsation et de la tension. 

Dans un système linéarisé les processus sont décrits par le 
système d'équations différentielles suivant [12]: 


à ) ôH: 
Es Aôs+ (Zip+ SE) Au + AE, = Au; 


EA ÔE 34 
du» Ô 0 
7 A2 + (Z2p EL <e ] A +3 AE a = Aus + Aus ; 
Pôy2 = Aw — Ao ; (6.151) 
P(T2P +1) (Tep +1) 4o = [p (Tep +1) (Ka. vP +1) + K2K+] Au ; 
d ’ 
(Tip+1)Ao=KiAu; AEsu = AE + Toa Des È 


AE — AA, + BAËE a ; AU, — CA, + DAE 4 , 
(1+Tsp)(1+ Tip) AEca = KAU:, 
où J, et Z, sont les moments d'inertie réduits de la première et de la 


deuxième machines ; Aw,, Aw,, les variations des pulsations des machi- 
nes ; Altogec, l'instant du déclenchement du régime transitoire ; £a, 


Régulateur Régulaïeur de 
| de‘ vitesse j a ue ae 


Générateur 


Générateur 
2 
} Régulateur | 
L , : 
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Chatne de 
lronsmlssion 
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Fig. 6.11. Schéma fonctionnel de régulation de deux générateurs synchronisés 
fonctionnant sous une charge commune 


la force électromotrice de la marche à vide du générateur 2; Eÿ%, 
la tension d'’excitation du générateur; Æ.4, la force électromotrice 
relative à la réactance transitoire du générateur 2 ; T',.4, la constante 
de temps de la chaîne d’excitation du générateur 2? ; T., la constante 
de temps du régulateur de pulsation ; T, et T,, les constantes de temps 
des régulateurs de vitesse des régulateurs des générateurs 2 et 2 
respectivement ; 1, U2, les coordonnées des régulateurs des machines; 
K,, le gain du régulateur de la pulsation; X, et X,, les gains des 
régulateurs des vitesses des générateurs 2? et Z respectivement ; 
K,. v, le coefficient d'influence de la dérivée du régulateur de vitesse ; 
T:, la constante de temps d'excitation de l’induit ; 7,, la constante 
de temps du régulateur de la tension ; U,, la tension sur les plots du 
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générateur 2 ; , le gain de tension de l’induit, du régulateur de ten- 
sion et du générateur 2 ; 6,., l'angle de déphasage entre la force élec- 
tromotrice du générateur 2 et la tension sur les plots du généra- 
teur Z ; A, B,C, D, les constantes. 

Voici les valeurs des constantes de l’exemple considéré : 


1,=0,469 MW:s; J,—0,22 MW:s3; 
A=710,5 KkV/degré; B—0,843; C—112 kV'/degré; D—0,15; 


Er =0,0312 MW: ; 2e = 2,23 MW-s/degré ; 
12 
ra . de 
ne — 0,00468 kA-s : Zn. — 0022 MW:ss; 
0 a ? ! A 9 ? 
5e = 1.231 MW-sidegré; 322 —0,00648 kA:s ; 


Ti=1s; T—2s; T;—-0,2s; T;,—=0,2s; T.—=0,5s; 
Toa=5 s; Ki—=0,25; K:—=0,53; Ky—0,9; Ka.v= 0,0. 


Comme nous l'avons déjà dit, nous admettons que les gains du 
tachymètre et du régulateur de pulsation sont donnés. Pour ce qui est 


Fig. 6.12. Courbe de variation de la pulsation dans le temps sous des E;y 
et E:4a constantes 


du régulateur de tension, il importe que la précision du réglage du 
système multivariable soit de 1 à 1,5 %. En outre, on voudrait que 
les processus de réglage de la tension n’interviennent pas sensible- 
ment sur le processus de réglage de la pulsation. 

La figure 6.12 représente la courbe de calcul du processus de régla- 
ge de la pulsation sous la condition que les f.é.m. dues aux réactances 
transitoires Æ.,4 et ÆE,4 restent constantes. La figure montre que ce 
processus s’achève pratiquement en 10 ou 12 s pour un rebondisse- 
ment relatif de 0,4 

Dans le cas considéré, l'opérateur propre de la boucle de réglage 
de la tension est du troisième ordre. D'après les conclusions obtenues 
précédemment, l'équation caractéristique du système peut donc 
être ramenée à la forme 


Fy ) + KF vs (p) = 0. 
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Fig. 6.14. Courbe de la variation de la 
p sation dans le temps pour le réglage 
de la tension et pour À = 10 
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Fig. 6.16. Courbe de la variation de la pulsation Fig. 6.15. Courbe de la 
lors du réglage de la tension et pour Æ — 200 décomposition en D 
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Fig. 6.17. Courbejide la variation de la tension 


En portant les valeurs numériques dans (6.151) on obtient l’équa- 
tion caractéristique suivante 


0,00233 p19 + 0,0567 p° + 0,541 p® + 2,95 p7 + 10,8 p$ — 
+ 28,7 p5 + 49,4 pt + 50,1 p5 + 30,3 p° + 18,2p + 
> + 0,788 + A (0,0104 p7 + 0,147 p5 + 0,690 p5 + 
H+ 2,60 pt,+ 6,07 pr 6,72 p° — 4,28 p + 0,777) = 0. 


La figure 6.13 représente pour le cas considéré la courbe de la 
décomposition en D par rapport à Æ. Cette figure montre que la va- 
leur critique du gain est égale à 27. Sous cette forme, la condition de 
précision et l’allure du régime transitoire rendent le système inu- 
tilisable. 

La figure 6.14 représente la courbe de calcul du réglage de la 
pulsation compte tenu du réglage de la tension avec un gain À — 10. 
En comparant cette courbe à celle de la figure 6.12 on voit que le 
dépassement devient 30 fois plus grand. Le temps de réponse aug- 
mente lui aussi. De la sorte, le système est également inutilisable 
suivant les conditions de la précision statique et la performance 
du régime transitoire. 

Introduisons maintenant dans la boucle de réglage de la tension 
l’action par la dérivée première de la tension. Alors, l'équation 
Caractéristique s'écrira 


Fr (p)+K(Kip+1)Fx-3(p) =0, 


où Æ,est le coefficient d'action en dérivée. La figure 6.15 visua- 
lise la courbe de décomposition en D par rapport à À pour le cas où 
K' = 2. Le domaine de stabilité est constitué par le demi-axe réel 
tout entier. 

La courbe de calcul du réglage de la pulsation pour À — 200 est 
tracée sur la figure 6.16. En comparant les courbes des figures 6.16 et 
6.12 on voit que suivant le rebondissement aussi bien que suivant le 
temps de réponse ces deux courbes coïncident assez bien. 

La figure 6.17 représente la courbe de variation de la tension dans 
le temps. Le processus de réglage de la tension prend fin seulement en 
6 s, alors que le processus de réglage de la pulsation, en 125. 

Sur la base de cette exploration on peut tirer la conclusion que les 
processus de réglage de la tension et de la pulsation restent pratique- 
ment autonomes non pas parce que leur durée est différente (12 et 6 s), 
mais parce que l'autonomie s'obtient grâce à un gain important 
qui, dans le cas considéré, est égal à 200. 
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$ 11. IDÉES STRUCTURELLES SUR LES ASSERVISSEMENTS MULTIPLES 
ET POSITION DU PROBLEME D'OPTIMISATION 


Les asservissements multiples les plus usités peuvent être repré- 
sentés par deux structures caractéristiques, la structure à couplages 
par interaction directs (fig. 6.18) et la structure à couplages par 
interaction inverses néga- 
tifs (fig. 6.19). Examinons 
le premier type des struc- 
tures. Ici les grandeurs 
d'entrée x; agissent à l’ai- 
de des coefficients d'’in- 
teraction &;; directement 
sur la grandeur réglée 
donnée y; (sortie). Dans ce 
cas l'équation de toute 
grandeur réglée s'écrit 

n 


Fig. 6.18. Elément de l’objet asservi mul- n=ant— Ÿ ox 
tiple à couplages par interaction directs l LR A à 


(6.153) 
Ici &;, est le coefficient d'action propre ; &;,, le coefficient d'interac- 
tion entre les i-ième et j-ième grandeurs. En régime statique les 
coefficients «:; et &;, sont des grandeurs constantes. Les coefficients 
aux indices analogues dé- 
terminent l’action de la 
grandeur sur elle-même, et 
aux indices différents, l’in- 
teraction entre les gran- 
deurs réglées. Générale- 
ment, l’action sur elle-mé- 
me est toujours supérieure 
à l’interaction. Nous ver- 
rons dans ce qui suit que 


cette particularité des sys- . 
tèmes asservis multiples Fig. 6.19. Elément de l'objet asservi mul- 


ES . à ] . E invers 
est très importante pour tiple à couplages par interaction inverses 


la résolution des problèmes 

de commande optimale. Elle conditionne la propriété suivante 
des objets à couplages par interaction directs négatifs: tous les 
éléments non diagonaux de la matrice des coefficients d'action sont 
non positifs, et les éléments diagonaux sont positifs. La matrice 
à une structure des signes de cette sorte s'appelle matrice S. Elle 
est de la forme: 


ygs —i2s <.er — in 


A) Ter Can see Gen | (6.154) 


Si la matrice des interactions est de dimension m X nm n), 
les éléments de la peuse eheenele sont positifs, alors que tous les 
autres sont non positifs. 

Pour la deuxième variante de la structure (cf. fig. 6.19) nous 
aurons le système suivant des équations par rapport aux grandeurs de 
sortie pour le cas des couplages par interaction positifs de réaction 


Yi = Lis (r, + 2 ay) L — 1, ss ss: 1 (6.155} 
jai 


Sous cette forme les structures des sorties impropres y; (j Æi) agis- 
sent par l'intermédiaire des coefficients d'interaction «;, sur l’en- 
trée de l’i-ième élément de l’asservissement multiple. Si on résout 
l'équation (6.155) par rapport aux entrées, on obtient 


Li = Vi D TELLE (6.156) 


Par conséquent dans ce cas-là nous aurons la matrice S (6.154). 
Pour le cas des couplages par interaction inverses négatifs on a 


ñn 

i | . 

= bit D dijÿpn i=1Â,...,n. (6.157 
i=1 
Jet 


En même temps les objets à couplages par interaction directs positifs 
donnent 


n 
n=auri+ 2 LijT j i= 1, ses ls (6.158) 
je 

On sait bien que les transformations structurelles permettent de 
réduire les systèmes à couplages par interaction directs au système 
à couplage par interaction inverse et inversement, c'est-à-dire rame- 

ner la matrice des interactions à la matrice S. 
Dans plusieurs cas il est facile de réaliser un tel passage. A titre 
d'exemple examinons l'objet à couplages par interaction inverses 
négatifs. Sous la forme matricielle l'équation d’un tel objet s'écrit 


X = AY, (6.159) 


où À est une matrice non négative ; X et Ÿ , les vecteurs des grandeurs: 
d'entrée et de sortie respectivement. Changeons la direction de la 
transmission du signal. Du point de vue du problème à résoudre ce: 
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changement a dans plusieurs cas un sens. Après un tel changement 
on obtient 

} — A X. 
En vertu de ce qui précède, dans notre cas À -! sera une matrice S. 

Formulons maintenant le problème d'optimisation du fonctionne- 
ment d’un système asservi multiple en régime statique. À cet effet il 
faut établir la fonction économique, c’est-à-dire formuler sous une 
forme mathématique le but à atteindre par la position du problème 
d'optimisation et, d'autre part, tenir compte des conditions dans 
lesquelles le but assigné peut être réalisé. 

Le fonctionnement rationnel d’un système asservi multiple est 
déterminé par le critère de performance généralisé qui dépend simul- 
tanément de toutes les grandeurs réglées. Si ce critère est noté 7, alors, 
dans le cas général, 


I =1(Y), (6.161) 


où Y est le vecteur des grandeurs réglées. Nous examinerons le cas 
lorsque le critère de performance généralisé est fonction linéaire des 
grandeurs réglées, et plus précisément 


I = ) CU (6.162) 
i= 1 


où y; est la grandeur réglée de l’i-ième système séparé. 

L'optimisation consiste à chercher le maximum ou le minimum 
(suivant le sens technique du problème) du critère de performance 
généralisé. De la sorte, ce critère constitue précisément la fonction 
économique du problème d'optimisation. Dans ce qui suit nous parle- 
rons d’extrémisation (maximisation ou minimisation) de la fonction 
économique (6.162). Cette position du problème a un sens si les con- 
traintes sur les variables du problème sont déterminées. Il convient 
d’envisager ici les contraintes imposées à l’ensemble des variables et 
à chaque variable prise séparément. 

Sous le régime statique, les contraintes assignées aux ensembles 
des grandeurs réglées sont déterminées par l'équation du système ; 
par conséquent, dans le cas général, on peut écrire la relation suivante 


2 dijÿ 3 = Li. (6.163) 


Si x; est également soumis à une contrainte, par exemple si 
Zi Tilims 


la relation (6.163) se met sous la forme 


n 


À Gr Tim. (6.164) 
2— 
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En outre, il existe des contraintes imposées à chaque variable prise 
séparément. Nous noterons cette condition de la façon suivante: 


yiZ> 0. (6.165) 


De la sorte, les problèmes d'optimisation statique peuvent être 
formulés de la façon suivante: 
ñn 


D C;y; —+ exl. 
i= À 


i= 


Sous les conditions 
n 
2) dijÿ; LT dim i= 1, ...,n, et 
j=1 


yi20 (6.166) 
nous avons obtenu un problème de programmation linéaire. 


$ 12. PROGRAMMATION LINÉAIRE 


L'ensemble G € R" est dit convexe si avec deux de ses points 
quelconques zx, et x, il contient le segment qui relie ces points 


Ut, + (—u)z, 0O<u<1; 


ici À, est l’espace d’'Euclide n-dimensionnel. 
Si l'ensemble G est convexe, pour tout point x, € G il contient le 
point y, combinaison convexe des points x;, 


y = > Hiti, 
i=1 


S 


> =, u20. 
ER | 

On appelle polyèdre convexe l’ensemble G composé de points X — 
= [x,, ..., x,] € R" qui satisfont aux conditions suivantes 


à ati = (AX){E = >}b, i=1,...,0. (6.167) 
J—= 


Ici (4,X) est le produit scalaire du vecteur À; par le vecteur X. 
On appelle polyèdre convexe un ensemble convexe sous la condi- 
tion qu’il soit borné. 
La relation linéaire dans l’espace AR" 
n 
> ajx;= D 
2= 
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s'appelle équation de l’hyperplan. L'hyperplan divise un espace en 
deux demi-espaces 


n n 

> a;x; << b; > a;x; >b. 

2=1 j=1 
Il s'ensuit qu'un polyèdre convexe est un ensemble formé par l’inter- 
section d’un nombre fini de demi-espaces et d’hyperplans. Le point 
extrême d'un ensemble convexe est le point x € G, pour lequel il 
ne pas deux points différents x, et x. appartenant à cet ensemble, 
tels que 


T=un +(—mu)z, où 0Ku< 1. 


Les points extrêmes s'appellent sommets du polyèdre convexe. 
Pour que le point X € G soit sommet du polyèdre, il faut que ce point 
satisfasse aux égalités strictes au moins de # contraintes linéaire- 
ment bornées indépendantes des systèmes (6.167). Pour la détermina- 
tion des composantes du vecteur X qui correspond au sommet du 
polyèdre convexe, il faut résoudre le système d'équations algébri- 
ques linéaires 


> dit; =b;. i= 1, es» ll, (6.168) 
J=1 


Dans les cas courants, pour résoudre le système (6.168) on utilise la 
méthode d'élimination complète de Jordan-Gauss, qui se ramène aux 
transformations d'après les formules des éliminations de Jordan 
modifiées. 

Examinons de plus près cette méthode. puisqu'elle est largement 
appliquée dans la résolution des problèmes de programmation 
linéaire. Un pas dans les éliminations modifiées de Jordan consiste 
à procéder de la façon suivante. On a la matrice 


Gygs OŒyas --. dir Gin 


_ ni» Œno) en Zno Ann _ 


Choisissons l'élément pivot (un des éléments de la matrice), par 
exemple a... Le pas de l'élimination modifiée de Jordan consiste 
à transformer la matrice À en matrice À’ en appliquant les formules : 


aijpa : : : 
ai;= ay pour iÆr, jt. 
r _ Arj . »' 010". 
Bi? JÆV, Ab PRE 
, 1 
An —=— . (6.169) 


Les primes désignent les éléments de la matrice obtenue par trans- 
formation. La résolution du système (6.168) s'obtient dans la colon- 
ne B après nr pas de l'élimination modifiée de Jordan à pivots a,;, 
dass, ..., a. Dans ces conditions on peut ne plus poursuivre 
l'examen des colonnes utilisées comme pivots. Le problème général 
de programmation linéaire énoncé sous une forme arbitraire peut 
s'écrire sous la forme suivante 
n 


L= > ct, max (min) (6.170) 
j=1 
sous les contraintes 
n 
DTA = =)0;, Lil: 01. 
?2= 


Souvent le problème de programmation linéaire se met sous la forme 
canonique 


L=Ÿ CT; max (6.171) 

sous les contraintes . 
D auey= br L—=,.525 0; (6.172) 
2,>0, j=1,...,n, m<n. (6.173) 


Le passage à l’écriture canonique est réalisé par l’introduction des 
variables supplémentaires. 


Le vecteur X = [x;] qui satisfait aux contraintes imposées au 
problème de programmation linéaire s'appelle plan. Le plan est dit 
d'appui s’il correspond au sommet du polyèdre. Cette définition du 


plan d’ appui peut s'écrire de la façon suivante : le plan X = [zx,, .. 
sn. Th] s'appelle plan d'appui du problème (6.170) s'il satisfait 
comme à des égalités exactes au moins à nr contraintes linéairement 
indépendantes de ce problème. Pour le problème écrit sous la forme 
canonique (6.171)-(6.173) le plan est d'appui si les vecteurs À; des 
conditions (6.172) qui correspondent à ses composantes positives, 
sont linéairement indépendants. Le plan est optimal s'il satisfait 
aux contraintes et maximise (minimise) les problèmes de programma- 
tion linéaire. On appelle base de l’espace 7-dimensionnel le système 
de 7 vecteurs r7-dimensionnels linéairement indépendants. Tout 
vecteur de l’espace 2-dimensionnel peut être mis sous forme d’une 
combinaison linéaire des vecteurs de la base. On appelle base du 
plan d'appui À = [zx,,...,x,] du problème (6.171)-(6.173) le systè- 
me de m vecteurs linéairement indépendants des conditions À; qui 
inclut tous ceux des Æ} tels que x; > 0. Ici, pour la matrice des 
conditions À de dimension m X nr (m<< n) la dimension de l’espace 
est m. 
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Dualité dans la programmation linéaire 


À chaque problème de programmation linéaire on peut faire cor- 
respondre un certain autre problème dit dual. Examinons de plus 
près la méthodologie de la composition du problème dual. Soit le 
problème de programmation linéaire sous forme d'écriture arbitraire 


» 
L=x CjTj—+ MAX (6.174) 
sous les contraintes 
n 
D dti ds, i=1,...,m, mm; (6.179) 
= 
2 yzy=by, i=mit+i,...,m; (6.176) 
j—= 
27,20, j=1, ..., ny n<n. (6.177) 
Le problème dual du problème (6.174)-(6.177) s'écrit 
L, = D b;y;—> min (6.178) 
is 1 
sous les contraintes 
m 
>, dyÿi>cy j—=1,...,n, nZ>n; (6.179) 
Îmm 
m 
2 dijÿi=Cn j=n+1,...,n; (6.180) 
yiZ>O, i—14,...,m, mi<m. (6.181) 


A son tour le problème (6.174)-(6.177) est dual par rapport à (6.178)- 
(6.181). Pour cette raison ces problèmes s'appellent couple de pro- 
blèmes duals ou adjoints. La règle de composition d'un problème du- 
al prévoit: 

la formation d'une matrice des contraintes par transposition de 
la matrice du problème primal; 

le vecteur des coefficients de la fonction économique du problème 
dual doit être égal au vecteur du deuxième membre des contraintes 
du problème primal, alors que le vecteur du deuxième membre des 
contraintes du problème dual doit être égal au vecteur des coeffi- 
cients de la fonction économique du problème primal; 

pour les variables des problèmes primal et dual il existe la rela- 
tion suivante: la contrainte du problème dual est une inégalité si 
à la variable du problème primal de même indice est imposée la 
prescription de non-négativité ; dans le cas contraire cette contrainte 
est une égalité ; d’une façon analogue sont liées les contraintes du 
problème primal et les variables du problème dual; 
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lors du passage du problème primal au problème dual dans les 
contraintes les signes des inégalités changent ; la maximisation de la 
fonction économique du problème primal est remplacée par la mini- 
misation de la fonction économique du problème dual. 

Pour le problème écrit sous la forme canonique (6.171)-(6.173) le 
problème dual est de la forme 


m 
= Ÿ by; min (6.182). 
im { 
sous les contraintes 
m 
Dames j=1...,n. (6.18:3) 


Ici ñn, = n et m, = (0. 

La relation entre les solutions du problème primal et du problè- 
me dual est établie par deux théorèmes appelés théorèmes de la duali- 
té. Le premier théorème (fondamental) s énonce de la façon suivan- 
te : si l’un des problèmes du couple dual possède une solution, l’autre- 
est Hé enes résoluble ; de plus, les plans optimaux X'* —- (z* . 2 

x?) et be = [y* y} de ces problèmes vérifient l'égalité 


næ} 


CxT — Ÿ biy;. 
F1 


Pour rendre le problème de programmation linéaire résoluble il 
faut et il suffit que l'ensemble de ses plans ne soit pas vide et que la 
valeur de la fonction économique soit bornée supérieurement (pour: 
le problème de maximisation) sur l'ensemble des plans. Si la fonc- 
tion économique de l’un des problèmes du couple est non bornée, 
l'ensemble des plans du dual sera vide. Mais si l’ensemble des plans. 
de l’un des problèmes du couple est vide, alors le dual soit possède 
une fonction économique illimitée, soit l'ensemble de ses plans est 
également vide. 

A titre de corollaire du premier théorème de dualité on peut 
énoncer l'affirmation suivante: pour la résolubilité d'un des problè- 
mes du couple dual il faut et il suffit que chacun d'entre eux ait ne 
serait-ce qu'un plan. Un autre corollaire important de la dualité. 
est le suivant : pour que les plans X = fx,....,z,l et Y — [y,.... 

. Ym) des problèmes d’un couple dual soient optimaux. il faut et 
il suffit que pour ces plans les valeurs des fonctions économiques du 
primal et du dual soient égales. Il s'ensuit que chercher la solution 
des problèmes primal et dual équivaut à chercher les vecteurs qui 
satisfont à toutes les contraintes du primal et du dual, ainsi qu’à la 


condition 
Es 


Ÿ CT; = à by. (6.184) 
mer! 


Ainsi. pour le problème de ns linéaire sous la forme 
canonique écrit sous la forme matricielle les plans optimaux se 
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trouvent à partir de la solution particulière du système d’inégalites 
et d'équations suivant: 


AX = BP: (6.185) 

X>0; (6.186) 
A, >C: (6.187) 
CX = BY. (6.188) 


Passons maintenant à l'examen du deuxième théorème de la dualité. 
Supposons qu'on envisage un couple de problèmes duals (6.174)- 
(6.177) et (6.178)-(6.181). 

Les conditions des systèmes (6.175) et (6.181) 


À ar et y2>0, (6.189) 
2= 


l'indice de la ligne ; du problème primal étant fixé. s'appellent cou- 
ple de ligne des contraintes duales des problèmes adjoints. Les condi- 
tions des systèmes (6.177) et (6.179) 


m 
DETTE et x,>0, (6.190) 


l'indice de la colonne j du primal étant fixe. s'appellent couple de 
colonne des contraintes duales. 

La contrainte du problème est dite lâche s'il existe une solution 
telle que la contrainte donnée soit observée comme une inégalité 
stricte; elle est dite serrée. si dans toutes les solutions du problème 
elle est vérifiée comme une égalité. Après ces remarques le deuxième 
théorème de la dualité peut ètre formulé sous la forme suivante: 

si les problèmes adjoints sont résolubles. chaque couple de con- 
traintes duales (colonnes ou lignes) se compos: d’une contrainte 


lâche et d’une! contrainte serrée. Autrement dit, les solutions X* et 
} * du couple des problèmes duals satisfont aux contraintes 


yi (2: d525— bi) = 0: (6.191) 
2—= 
x$ > dijY1i —C;) = (0. (6.192) 


(6.191) et (6.192) sont appelées contraintes lâches complémentaires. 
Elles assurent l’observation de l'inégalité lâche ne serait-ce que pour 
l’une des contraintes du système (6.189) ou (6.190). 

Dans les problèmes (6.171) et (6.173) écrits sous la forme canonique 
et dans leurs duals (6.182) et (6.183), les contraintes (6.189) n’inter- 
viennent pas et les contraintes lâches complémentaires se composent 
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seulement du système (6.192). Ces contraintes signifient qu'au point 
m 
optimal à a;ijy; = c; ou sous la forme vectorielle 
il 
(Y. A) =c; pour x, Æ 0. (6.193) 


On montre sans peine que l’égalité (6.188) est le corollaire de (6.193). 
En effet, écrivons (6.193) sous la forme de coordonnées 


2, dijÿi — Cj. 
1— 


En multipliant cette équation par x; et en sommant d…1àn,ona 


n 
> T'; D dijÿi — S CT ;. (6.194) 
J=1 izi j=1 


En changeant l'ordre de sommation dans le premier membre de 
(6.194) il vient 


m n n 
KV 
DE a Gijtj — D CT js 
=1 jai 1 
mais 


LL 
D @ijTi —= b;. 
j=i 


En portant (6.194) dans (6.193), on obtient 
. : 
D biyi = es CiT; 
1= 2= 
ou sous la forme vectorielle 
CX = BY. 


On en tire la résolution d’un problème de programmation linéaire 
équivalente à la recherche de la solution particulière du système 


(6.185)-(6.187), (6.194). 


Méthodes de résolution des problèmes 
de programmation linéaire 


On en compte quatre. La première s'appelle méthode du simplexe 
ou algorithme primal du simplexe. Dans cette méthode on se déplace 
vers l’'optimum suivant les points qui satisfont aux contraintes 
(6.185), (6.186), (6.194) ; les contraintes (6.188) présentent le critère 
d'optimalité. La deuxième méthode, la méthode duale du simplexe. 
consiste à chercher l’optimum en se déplaçant suivant les points qui 
satisfont aux contraintes (6.185), (6.187), (6.194) ; son critère d’opti- 
malité est constitué par les conditions (6.186). La méthode primale- 
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duale qui est la troisième, consiste à résoudre simultanément les 
problèmes primal et dual. Ici on se déplace vers l’optimum suivant 
les points vérifiant les systèmes des contraintes (6.186), (6.157). 
(6.194). Les conditons (6.185) remplissent ici le rôle de critère d'opti- 
malité. La quatrième est la méthode d'encadrement, dans laquelle 
interviennent les contraintes (6.185), (6.186) et (6.18%), alors que 
son critère d'optimalité est constitué par (6.188). 

L'une des propriétés de la programmation linéaire est que la fonc- 
tion économique du problème atteint l’optimum en point extrémal 
du polyèdre convexe constitué par les contraintes. De cette façon. 
pour résoudre le problème il faut passer en revue seulement les points 
extrémaux. Les définitions qui précèdent entraînent qu'à chaque 
point extrémal correspond un certain plan d'appui auquel on associe 
une certaine base. Si la matrice des contraintes est de dimension 
m x n(m<n), la base se compose de m vecteurs linéairement 
indépendants du nombre total de nr vecteurs. La résolution du pro- 
blème consiste au fond de choisir parmi les nr vecteurs m vecteurs liné- 
airement indépendants tels que les coordonnées positives correspondan- 
tes des variables assurent l'optimisation de la fonction économi- 
que. 

Le critère d’optimalité est nécessaire pour assurer le choix orienté 
des vecteurs de base en observant la croissance monotone (ou, pour 
la minimisation, la décroissance monotone) de la fonction économique. 

Supposons que nous ayons un certain système de À; vecteurs. 
C’est un système d'équations algébriques linéaires à m inconnues. 
I] se peut que les variables obtenues par la résolution de ce système 
ne respectent pas les contraintes (6.190) du problème dual. Ces varia- 
bles ne genèrent denc pas de plan du problème dual. Désignons-les 

m 


par Ài. Notons À; la condition > dijhi — Cj. 


_ 
Au point optimal les contraintes (6.190) sont observées (tous les 
A;> 0) et les variables À; coïncident avec les valeurs optimales des 
variables du dual yÿ = 27. De la sorte, pour m variables de base x; 
on a, par analogie avec (6.194). 
ni 


A; O0 ou D ai =cy (G.195} 
i—1 


Le critère d'optimalité est donné par le signe des estimations A;; 
pour les nr — m variables x; hors de la base 


m 
A; > djh—c;< 0. (6.196) 
FE 
L'optimum est obtenu si toutes les inégalités du système (6.195) ont 
le signe >. Dans le cas contraire. la variable x; à estimation négative 
minimale À; est remplacée par une certaine variable de base x; et 
on vérifie de nouveau les signes des estimations (6.196). Le passage 
d'un plan d'appui à un autre fait croître la fonction économique. 
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Les À — |A,,..., AÀ,} s'appellent estimations des vecteurs des 
conditions À ; par rapport à la base donnée. Les variables À = [A,, ... 
..., An] S’appellent estimations des conditions du problème par 
rapport à la base donnée (les variables À; s'appellent également fac- 
teurs du simplexe, estimations duales, etc.). 

Désignons par 4, la matrice des vecteurs de base À;,, = [43,4 . . . 
.. «Apml. Par An, désignons la matrice des vecteurs hors base 


Ahb —. [ Ans, ... Abbtn-ml 


Dans les notations matricielles l'estimation (6.196) se met sous la 
forme 


Anb = AAhb — Chb Z 0, (6.197) 


où Aus = [Ann + + + Anben-mTl3 A = Ty, - +. Am) est le vecteur 
ligne des variables obtenues à partir de la résolution du système 
(6.196) qui sous forme matricielle s'écrit 


A45 = Cy (6.198) 


Les expressions (6.197) et (6.198) présentent une forme du critère 
d'optimalité de la méthode simpliciale. Cette forme s'emploie dans 
l'algorithme du simplexe appelé méthode de la matrice inverse ou 
forme révisée de la méthode du simplexe. Cette appellation devient 
claire si l’on retient que dans le cas considéré on utilise l'inverse de 
la matrice de base. en particulier. pour calculer À à partir de (6.198) 
on a 


A = ChAït. (6.199) 


On recourt souvent également à une autre forme du critère d'optima- 
lité. Elle s'obtient aisément si l’on porte les valeurs de A tirées de 
(6.198) dans (6.196) et si l’on tient compte de 


Ab Any = Ab, (6.200) 


où Ant est la matrice composée de vecteurs hors de la base exprimés 
par l'intermédiaire des vecteurs de la base{donnée, et notamment 


An =C An 0, =0! (6.201) 


Dans les notations en projections sur les axes des coordonnées et 
compte tenu de A; = 0 pour les grandeurs de base, on obtient 


m 
A,=2 Chidij —Cy <O0, j=1,...,n. (6.202) 
L'algorithme qui fait appel aux estimations (6.201) est nommé pre- 


mier algorithme de la méthode du simplexe, et celui qui utilise les 
estimations (6.195), deuxième algorithme de la méthode simpliciale. 
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Schémas de calcul 


1. Commençons l'étude des schémas de calcul des problèmes de 
programmation linéaire par les algorithmes de la méthode du simple- 
xe. Pour simplifier, appliquons l'écriture canonique (6.171)-(6.173), 
du fait que tout problème de programmation linéaire peut être ra- 
mené à cette forme. 

Pour résoudre le problème (6.171)-(6.173) choisissons du nombre 
total de z vecteurs la combinaison optimale À; telle que les varia- 
bles x; constituent le plan d'appui du problème, puis progressons sui- 
vant les plans d'appui vers le plan optimal. 

Examinons d’abord la question d'obtention du plan d'appui. 
Soit une certaine combinaison À ; de m vecteurs (et soit © l’ensemble 
des indices de ces vecteurs). D’après la définition du plan d'appui 
pour que la combinaison donnée des vecteurs À; corresponde à un 
certain plan d'appui du problème (6.171)-(6.173) il faut que toutes 
les variables x; aux indices /; 6 o soient nulles, et lors de la résolu- 
tion du système 


à ajr;=tbs i=1,...,m, (6.203) 
60 


les valeurs des variables x;, j € o, soient non négatives. 

Le calcul est le plus commode si les vecteurs À;, j € o, sont des 
vecteurs unitaires. La solution du système (6.203) s’écrit alors tout 
de suite 


Lb!t — bi, l = je 


Ceci est très commode également pour le passage d’un plan 
à un autre (nous allons le voir dans ce qui suit). Mais si les À; ne sont 
pas des vecteurs unitaires, pour résoudre le système (6.203) il faut 
quand méme les transformer en vecteurs unitaires. 

Ainsi, la méthode simpliciale opère tout le temps avec une base 
composée de vecteurs unitaires. En cherchant le plan d'appui ini- 
tial, la base unitaire se compose de vecteurs de la matrice des contrain- 
tes ou des vecteurs unitaires « artificiels » spécialement ajoutés 
(méthode de base artificielle). 

Pour calculer le plan d’appui de départ, on peut résoudre le 
problème auxiliaire isolé qui consiste à minimiser les valeurs des 
variables artificielles (c'est-à-dire des variables x;, j > n, ajoutées 
au problème pour créer la base unitaire de départ). Il existe de nom- 
breux moyens pour établir le plan d'appui initial. Nous en examine- 
rons un parmi les plus usités en pratique. dans lequel l’étape de la 
recherche d’un tel plan se confond avec l'étape de la recherche du 
plan optimal. Soit à résoudre le problème de programmation linéaire 
écrit sous la forme canonique 


CT + Coto +... + Cnln > Max 
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pour 
A1121 + Goloe Tec + Aintn = Li; 


Œo1T) dome. + Aon£n — b, ; 
ER a a (6.204) 


Ami + Emale Fes. + AmnTIn = Drm 
ZT, > 0, j=i, e ee» nr. 


On peut admettre que les éléments b; sont non négatifs du fait que 
dans le cas contraire ceci s'obtient aisément en multipliant l’i-ième 
ligne par (—1). Considérons le problème augmenté auquel on a ajouté 
les vecteurs artificiels À;, j = nr + 1, ..., r + m, qui composent 
la base unitaire de départ 


n 
D Cri W (tn4g +. + Zntm) > MAX; 


11 + CCE + dintn + Tn+1 — b, ; 


VESTA + .. + Zontn + () + Tn+o — De; 
TE . (6.205) 


Emil +. + Amntn +0 +... + Ziim = ms 
z;> 0, j = 1, 2. ..., m + n. 


Le Li (6.205) possède le plan d'appui initial z; =0. — 
RE Rd . m. On montre sans peine que, 
pour une ‘valeur assez grande du coefficient w, si au point optimal 
tous les 254; — 0, la solution 


X*=[xf, 25, ...,+ xl 


du problème (6.205) coïncide avec celle du! problème (6.2 4). Mais 
si le plan optimal du problème (6.204) contient des variables artifi- 
cielles non nulles zr*.;, cela signifie que l’ensemble des plans du pro- 
blème est vide. Il n’est pas non plus difficile de voir que si le pro- 
blème (6.204) est réalisable, le problème (6.205) l’est aussi. De la 
sorte, si la matrice du problème (6.204) ne contient pas de sous- 
matrice unitaire dont on peut composer la base initiale, alors, au 
lieu du problème (6.204), on peut envisager le problème équivalent 
(6.205) qui comporte la matrice unitaire des vecteurs de base. 
Notons que la matrice de (6.204) peut contenir les vecteurs unitai- 


n 

res A;, par exemple, dans le cas où les conditions >, aix; = b: 
Zi 

sont obtenues après avoir réduit aux égalités les conditions 
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Ÿ air; bi. On utilise souvent le problème de programmation 


2 CT; —> MAX (6.206) 


1=1 
sous les contraintes 
n 


> dit; Li. i — 1, és 5 “TTL: 
J=1 


zx; >, 1=1, ce. N, 
{où b; > 0), qui possède une base initiale composée de vecteurs unitai- 
res A; =n—+—1,...,n - m)avec des variables complémentaires 
Tn+i Qui transforment les i-ièmes contraintes du problème en égalités. 
Le plan d'appui initial du problème (6.206) s'écrit 
TZ =0, j=1i,...,n; Tan = br, i=1,..., m. 

2. Au point précédent nous avons vu que le problème de program- 
mation linéaire peut toujours être ramené à la forme telle que la 
matrice des contraintes possède une sous-matrice unitaire des vecteurs 
qui constituent la base d’un certain plan d'appui initial. On peut 


donc dans le cas général envisager le problème de programmation 
linéaire suivant : 


L' = CT + Cote ose + Cn-mln-m + ee + Cnln— Max 
avec 
dyiTi + dioTo +... +ün-mTln-m + Tn-m+ Fe b;; 
AT + Gooto + +. Han-mEn-m +0 + Tn-m+2 = Vs; (6.207) 


Grnili + Amele + ++ FEmn-mlnem +0 +... + =, 
où b;,> 0. Le plan d’appui initial du problème donné est 


Tn-mtt = On =1,2, ...,m; z,=0, j—=1, ..., n—m. 
Ceci peut s’écrire d’une autre façon: 
X,=B, Xhn = 0. 


Dans ce point nous examinons la procédure du passage d’un plan 
d'appui à un autre imposé par la résolution du problème (6.207). 
Supposons qu'à cet effet on utilise le premier algorithme de la mé- 
thode simpliciale. Les vecteurs sont évalués d’après la formule (6.202) 

m 


Aj= à Cn-mtidij Cp j—=1, ....n. 


ts 
=] 
tÜ 


Dans notre cas C3 = Cn-m+i; dij = @ij. Il est clair que À, ,4; — O, 
i — 1,..., m. Mettons maintenant toute l'information initiale sous 
Ja forme du tableau 6.1. Si A; << 0, le plan d'appui donné n’est pas 
optimal et il faut passer à un autre plan d'appui. A cet effet il faut 
inclure aux vecteurs de base le vecteur 4, — {a;.] qui possède l'esti- 
mation négative minimale AÀ;, et faire sortir de la base le vecteur 
Ar tel que 


6, — min . (6.208) 
air 

Si la colonne À ; à estimation A; << 0 ne contient pas d'éléments 
ais > 0, cela signifie que la fonction économique du problème est 
illimitée sur l’ensemble des plans considéré. Après cette itération le 
vecteur À, devient vecteur unitaire de la base, alors que tous les 
vecteurs hors base s'expriment à travers les vecteurs de base. 
Dans ces conditions, la matrice du tableau 6.1 se transforme de la 

façon suivante : 

AirAs)j 


Qij= Qi, ir, j AV; 


re 


a 
a 
b 


’ r} e je Rs & t __ 4. 
arj=-—, jÆv: ai=0; ir, a, 1; 
rer 
i 


_Sicbr jr, bt-+2. (6.209) 
arc 


b: — 
. Œrv 


, Arai E ’ 
Aj=A;———— ]JÆC, Ar =0; 


RSS Pi Atb} 


arc 
où v est l'indice de la colonne génératrice (j = r); r. l'indice de la 
ligne génératrice (i = r). 


L 


Tableau 6.1 


Représentation tabulaire de l’information de départ 
pour la résolution du problème (6.207) à l’aide du premier algorithme 
de la méthode du simolexe 


n-m+i n-me+oNn-mas" ° Yn 


Numéro L n-m 
e Xh 
la ligne k . 
- A14243... An m An-man-mesdn-m+s An 
1 Tn-me+jl di yo Ay3 +. dj, n-m 


2 Tn-m+2l dey oz rs ++. A, n-m 


Zn-m4+3 


18—0551 1273 


Par exemple. si l’on introduit dans la base le vecteur 4, et on 
sort le vecteur 4,_,+1:. la matrice acquiert la forme du tableau 6.2. 


Tableau 6.2 


Première itération de la résolution 


XXL ee En Le. RC A 
Nuinéro . 3 n-m n=-M4+]1" n=-M+2" n-n1+7 n 
de a : ; | ser D 
la ligne 42.2 , , 
ie A14949 ... An_m ER D. AO EN d 
° LA 
1 To Gi | is Gi, n-m x 
ns 
2 2n-ms+s| an 0 as as, n-m _ 


LE 


Le pivot a,, dans ce cas est l’élément a, (r indique la position du 
vecteur À, dans la matrice unité de la base avant l’itération). Après 
le passage à la base nouvelle, les variables de base restent les varia- 
bles &,, Tn-m+2: : - -: In- Les valeurs des variables de base sont x, = 
= b;, c'est-à-dire ze = D; Tn-m+re = be. . Tn = bn. 

L'optimalité du plan d'appui obtenu est de nouveau vérifiée d’après 
le signe des estimations A; &es vecteurs de condition. S’il existe des 
estimations A; négatives, on passe au plan d’appui suivant, etc. La 
procédure de passage à chaque itération est analogue à celle décrite 
ci-dessus. Ce n’est qu’à la p-ième itération que l’on aura au lieu des 
éléments a;j, bi, A;, les éléments af”, b;P*?, AjÿP*!!, et au lieu des 
éléments ay, br, A, les éléments a{f', biP, ASP’. 

Sià unecertaineitérationil s'avère que parmilesélémentsa;f” intro- 
duits dans la base il n’y a pas d'éléments positifs (ou si pour la colon- 
ne AP” avec l'estimation AÿP’ 0 tous les af?’ < 0), cela signifie 
que la fonction économique est illimitée supérieurement sur l’ensem- 
ble de ses plans. L’organigramme du premier algorithme de la metho- 
de du simplexe est représenté sur la figure 6.20. 

3. En résolvant le problème on peut ne pas écrire la matrice 
unité de la base. L'écriture du tableau du simplexe devient alors. 
plus compacte. Dans ce cas le vecteur 4,, sorti de la base s'écrit à la 
place du vecteur À, introduit dans la base à l’itération donnée. 
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Respectivement. l'estimation À; du vecteur sorti de la base s’écrit 
a la place de l'estimation À, du vecteur introduit dans la base. 
Les éléments de la matrice se transforment à chaque itération d’après 


les formules (6.169) des élimi- 
nations de Jordan modifiées. 
Les éléments du vecteur B et 
les estimations À; se transfor- 
ment d'une façon analogue; on 
peut admettre simplement que 
ces éléments figurent dans la 
matrice transformée suivant les 
formules (6.169). Le tableau ini- 
tial de la méthode du simplexe 
est dans ce cas de la forme du ta- 
bleau 6.3. A gauche de la matrice 
suivant la verticale on écrit les 
variables de base, en haut de la 
matrice suivant l'horizontale 
on écrit les variables hors 
base. À chaque ïitération, une 
des variables de base change de 
place avec la variable hors ba- 
se. Dans ces conditions, la va- 
riable hors base zx,, introduite 
dans le nombre des variables 
de base, détermine la colonne 
génératrice, et la variable de 
base z,, introduite à partir des 
variables de base détermine la 


Vérifier ©) 
opéimalité: Îous 5; >0 Plan 
(b{°/ >< 0) Gptimal 

Ecistent 87/0 


Mise en évicence allure 
éllimitee fezistent lignes 
0 aŸ<0 
pour {ous |] 


Oui _ Proëlème 
irresoluble 


Choix 
coonne de 
pivotage 


Transformation 
matrice 


Fig. 6.20. Organigramme du premier 
algorithme de la méthode du sim- 
p'exe 


ligne génératrice. Le pivot a, 
se trouve à l'intersection de la ligne et de la colonne généra- 
trices. 

Par exemple, si l’on admet de même que lors de la composition 
du tableau 6.2, qu'on introduit dans la base le vecteur 4, et qu’on 
en sort le vecteur 4, +, la matrice se ramène à la forme du ta- 
bleau 6.4. Si l’on tient compte que les formules (6.169) entraînent 


a _ Gmi At ay 
er 9 —. CRE e— 


F 1 Ana 
As —=— 


12 
l’analogie entre les tableaux 6.2 et 6.4 devient évidente. 

Notons qu’à la p-ièmeitération on aura comme éléments a;;. bi, A; 
les éléments a;jf*", biP*?, AÿP#?, et comme éléments a;;, bi, À;. les 
éléments aff, bi”, ASP. 

4. Considérons maintenant la résolution du problème par la 
méthode du simplexe révisée (deuxième algorithme de la méthode). 

Dans ce cas les estimations À ; des vecteurs des conditions se trou- 
vent d’après la formule (6.196). où la valeur de A == [A;] se calcule 
d’après la formule (6.198) par l’intermédiaire de l'inverse de la ma- 
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Tableau 6.3 


Représentation tabulaire de l’information de départ 
pour la résolution du problème (6.169) à l’aide du premier algorithme 
de la méthode du simplexe en utilisant les éliminations 
de Jordan modifiées 


Numéro À hb 

la ligne 
| Tn-m+1 d1 as a;3 .. a], nn b, 
2 Tn-m+2 sy ss og --. As. n-m ba 
3 Tn-m+3 Agy gs gg --.e A3, n-m bs 


Tableau 6.4 


Première itération de la résolution en utilisant 


les éliminutions de Jordan modifiées 


Xhb 


Numéro " 
de | X1 Xn-m *3 Xi B’ 
la ligne À 
0] ’ ’ , ‘ 
1 To Ayy yo ya ee y, n-m b, 
’ ‘ ‘ La LA 
2 Tn-m+2 Aoy oy Ms ce Ao, n-m ba 
3 LU ’ ’ b! 
Tn-m+3 Ag ge gygy +. Ag, n-m " 
0 ’ ’ ‘ b! 
m Tn Ami Ame Amy + Am. n-m 1m 
, ’ ’ ’ 
m —- À A; As A .. 1 L' 


trice de base A5'. On voit sans peine que dans les tableaux de la métho- 
de du simplexe la matrice Aj' s'obtient à chaque itération à la place 
de la matrice unité de la base initiale. Dans les tableaux 6.1 et G.2 
à titre d'illustration la matrice A4;' est encadrée par un trait fort. 
D'où il est déjà clair qu’au lieu de transformer à chaque itération 
du tableau de la méthode du simplexe la matrice toute entière, on 
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peut le faire seulement pour une de ses parties. Après avoir obtenu la 
matrice A5! on trouve le vecteur A (6.168), et puis, d’après la for- 
mule (6.196), les estimations A;. Notons qu’à chaque itération les 
valeurs des éléments À; peuvent s’oblenir directement après la trans- 
formation de la matrice A;j' dans la (m + 1)-ième ligne du tableau. 
A cet effet, à la première itération il suffit d'écrire sous la matrice 
unité An la (m + 1)-ième ligne composée d'éléments Ài = cui. 
Notons également que lors de la 


transformation de la partie indi- 


C4 ° L Vérifier @) 
quée de la matrice nous n aurons œtirelité vus 20 pen 
pas à chaque p-ième itéralion "5 0 cote 


les coefficients a;5' de l’expres- 
sion des vecteurs hors base par 
l'intermédiaire des vecteurs de 
base. Or, on a besoin de cette 
expression pour le vecteur À, 
introduit dans la base, puisqu'on 
détermine par là le vecteur à 
sortir de la base 


A p) 


Q ? 
6, Fi min 7 (P) ? 


d 
Ezristert pe 7 
Choix conne de p1v0- 

20e Ag et 
caècut AP) 


Mise en evidence 
alture illimitee 
lous ajÿ/<0 


Probleme 
trresoluble 


Oui 


Choiz 
digne de 
pivotage (Î=r) 


10 


a: 0. Transformation 
07 gtrice As et 
L'expression du vecteur À, à vecteurs À,, 8 


l’aide des vecteurs de base se cal- 
cule de la façon suivante en 
appliquant (6.169) 


AU) = AS'A.. 


Calcut 
estimations 4; 


De la sorte, dans la méthode 1e le le ue D 
révisée du simplexe, au lieu de 

transformer toute la matrice représentée sur le tableau 6.1, on trans- 
forme seulement la sous-matrice À; du vecteur \, B et à chaque 
itération on complète ce tableau par le vecteur correspondant. 

Par rapport au premier algorithme de la méthode du simplexe la 
méthode révisée présente certains avantages dans le cas où la dimi- 
nulion de la partie transformée de la matrice donne un effet impor- 
tant. Or, ceci aura toujours lieu lorsque le nombre de colonnes de la 
matrice est sensiblement supérieur à celui des lignes. 

À titre d'illustration le tableau 6.5 reproduit la partie trans- 
formée initiale de la matrice utilisée par la méthode révisée du sim- 
plexe. Au lieu de la matrice des vecteurs hors base À4,, 4:,... 

 An-m (Cf. tableau 6.1) on note ici un seul vecteur 4, (1) introduit 
dans la base à la première itération. Si, par exemple, on introduit 
dans la base le vecteur À, et sort de la base le vecteur A,_,+,, la 
partie transformée de la matrice se met sous la forme donnée par Île 
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Tableau 6.5 


Ecriture de départ de la partie transformée de la matrice 
pour résoudre le problème (6.207) par la méthode révisée du simplsxe 


Numéro 
d 


e 7 
la ligne 


Tn-m+1 
Zn-m+ 


Tn-m+3 


m In Ame 0 0 0 ... 1 


m —- 1 | | Ap | h: ho hs …. re | L. 


Zableau 6.6 


Première itération de la résolution du problème 
par la méthode révisée du simplexe 


SU y ; | | 
€ “hb ÀAr (2) Î ? dd «2: om BL’ 
la ligne " 
à 1 
1 Te ain O0 0 (Ù L, 
ais 
, Gan ’ 
2 Lan=m+s Aa, Sr = | (4) 0 b. 
12 
, Ag 
12 
, a e ’ 
m x: ane Es Oh 33e bn 
12 
m1 A! | OR CR 2 12 


tableau 6.6. L'’organigramme de la méthode révisée du simplexe 
est représenté sur la figure 6.21. 

Les tableaux 6.5 et 6.6 montrent que lorsqu'on applique la mé- 
thode révisée, la partie transformée de la matrice peut contenir un 
grand nombre de vecteurs unités. On utilise donc souvent une repré- 
sentation de la matrice Aï' telle qu'on écrit seulement les vecteurs 
non unitaires (forme produit de l'inverse). 


278 


5. Considérons maintenant la méthode duale du simplexe. Con- 
formément à la classification des méthodes de résolution du problème 
de la programmation linéaire donnée plus haut, en appliquant la 
méthode duale du simplexe on progresse vers l’optimum suivant les 
points tels que les valeurs de A;> 0, mais les valeurs de x; peuvent 
être négatives. Au point optimal les conditions x; > 0 sont respectées; 
dans le cas considéré ces conditions constituent le critère d’optimalité. 

La procédure de résolution du problème par la méthode duale du 
simplexe, tout comme dans le cas de la méthode primale, peut être 
divisée en deux étapes, celle de la recherche du plan d’appui initial 
et celle de la recherche du plan d'appui optimal. Seulement la 
méthode duale impose la recherche du plan d'appui du problème dual 
(lorsque sont vérifiées les conditions A; > 0). Le calcul du simplexe 
par la méthode duale présente des avantages définis par rapport 
à la méthode primale justement dans le cas où il s'avère plus simple 
de chercher le plan d’appui initial du dual que celui du primal. Nous 
ne nous attarderons pas à l'examen de divers modes de l’établisse- 
ment du plan d'appui initial du dual. Notons seulement que ce plan 
s'écrit tout de suite sans peine. par exemple, dans le cas où dans le 
problème (6.204) tous les coefficients de la fonction économique 
sont non positifs —c;< (0. Les contraintes du problème dual de 
(6.204) sont alors de la forme 


=|y;l=0, 1=1;:,:;m, 


a =ly;al = —c;, 1—=1, RE 4 


OÙ yYja est la variable complémentaire qui ramène à l'égalité la 
j-ième contrainte du dual. 

Ainsi, soit le plan d'appui initial du problème dual. Dans ce cas 
tous les éléments de la ligne A;, c’est-à-dire de la (m —+ 1)-ième ligne, 
du tableau de la méthode du simplexe seront non négatifs. Si tous 
les éléments de la colonne x, — B = {b:] sont également non négatifs, 
le plan d'appui donné est optimal. Mais s’il existe des éléments 
b; << 0, alors. ou l’on voit que le problème est irréalisable, ou on 
passe à un autre plan d'appui. Ainsi, si dans la méthode du simplexe 
la procédure de la recherche du plan optimal consistait à éliminer 
les valeurs négatives des éléments de la ligne À = [A;] tout en con- 
servant la non-négativité des éléments de la colonne B = {b;], la 
procédure considérée de la méthode duale consiste à éliminer les 
valeurs négatives des éléments de la colonne B tout en conservant 
la non-négativité des éléments de la ligne A. 
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Voici la marche des calculs pour passer, à la p-ième itération, 
d’un plan d'appui du problème dual à un autre. Parmi les éléments 
bi?" de la colonne F4) on cherche l’élément de valeur négative mini- 
male b:P 


bP= min bf. 
b(P) 0 


Cet élément détermine la ligne du pivot: i = r, c’est-à-dire le vec- 
teur 4,7 candidat à la sortie de la base à l’itération donnée. Le vec- 
teur A?’ introduit dans la base 
(c’est-à-dire la colonne du pivot) 


Vérifier @) se calcule d’après la relation 
RE ous 4;>0 Plon (p) 
4j"5 L À; 
optimal 8, = min — J 


Ezristent 4}? <0 


Mise en évidence 
cllyre illimitée 
(exis{ent colonnes 4} 
0 SF <0 et a «0 
pour tous i 


Si dans la ligne qui possède 

Oui Problème V0 tous les éléments af; > 
irrésolubte 20. la fonction économique du 
problème dual est illimitée in- 


È 


A férieurement sur l’ensemble de 
colonne ae ses plans (et, par suite, les con- 
2iperene ditions du problème primal sont 

contradictoires). Après la déter- 

Cnoir mination de la ligne génératrice 
CHR et de la colonne génératrice on 


réalise la transformation de Îla 

- matrice d'après les relations 

M ee récurrentes du type (6.169) ou 

(6.209) (suivant la forme du ta- 

bleau : pour les tableaux G.i et 

6.2, les formules (6.209); pour 

Fig. 6.22. Organigramme du premicr les tableaux 6.3 et 6.4, les 

algorithme de la méthode duale du formules (6.169)). Ensuite com- 

simplexe mence l’itération suivante de 

l'algorithme.  L'organigramme 

de la méthode duale du simplexe est représenté sur la figu- 

re 6.22. 

Le deuxième algorithme de la méthode duale du simplexe s’éta- 

blit sans peine par analogie avec la méthode révisée du simplexe (deu- 
xième algorithme de la méthode du simplexe). 


$ 13. ALGORITHMES D'OPTIMISATION STATIQUE 
DES SYSTÈMES ASSERVIS MULTIPLES 


Nous avons déjà noté que les problèmes d'optimisation statique 
se ramènent à la résolution des problèmes de programmation mathe- 
matique dans l’espace euclidien à dimensions finies, en particulier, 
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à la programmation linéaire. Pourtant. les difficultés de l'utilisation 
de la programmation linéaire sont liées à la grande taille des probli- 
mes à résoudre. Pour les systèmes asservis la grande taille n’est pas 
une exception, mais plutôt une règle. Il convient de retenir que le 
problème ne concerne pas seulement la mémoire et la rapidite de la 
technique de calcul utilisée. Pour s’en convaincre, voici un exemple. 
Considérons le problème de la commande optimale de l’exploitation 
d’un gîte pétrolifère sollicité par 500 trous. Dans ce cas les contrain- 
tes technologiques à elles seules fournissent 500 équations. Si l’on 
utilise les algorithmes de la programmation linéaire sous leur forme 
usuelle, on aura en moyenne quelques milliers d’itérations. Or. cela 
signifie que les données numériques devront être arrondies quelques 
milliers de fois et la solution obtenue pourra s'écarter de l'optimum. 
Pour tourner cette difficulté il faut recourir à des méthodes spéciales 
établies pour une classe des problèmes de programmation linéaire 
a forme définie des contraintes. 

Il a été déjà dit que les systèmes asservis multiples constituent 
deux groupes de structures. Leurs formes conditionnent un système de 
signes défini de la matrice des contraintes. Plus précisément. la 
diagonale principale de cette dernière se compose d'éléments positifs, 
alors que les autres éléments de la matrice sont non positifs. En ou- 
tre, tous les deuxièmes membres des équations des contraintes sont 
positifs. En se guidant sur ces propriétés on a élaboré des méthodes 
qui permettent de résoudre les problèmes de programmation linéaire 
pratiquement de n'importe quelle dimension tout en utilisant les 
calculateurs usuels. La méthode prévoit deux étapes, d’abord on 
trouve la base de la solution optimale (solution qualitative), puis on 
cherche la valeur numérique de l'optimum. 


Généralités sur les problèmes S 


Décrivons les propriétés principales des problèmes de program- 
mation linéaire relatifs aux asservissements multiples, que nous 
appelons problèmes S. 

Examinons le problème de programmation linéaire mis sous la 


forme canonique 


L = à CjT;—> Max (6.210) 

avec s 
ÿ ayt;+i=b;, i=1,...,m, (6.211) 
. z,2>0, 2i>0. (6.212) 


Ici bi> 0, ai; L O0 pour i £ j. Le problème inclut comme cas 
particulier n’importe quelle écriture du problème S. Si le problème 
consiste à chercher le minimum, il se ramène à la maximisation en 
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changeant les signes de la fonction économique. Pour les contraintes 
de la forme les variables 2? sont complémentaires et transforment 
les conditions données en égalités. En présence des contraintes de Ja 
forme =, >, les variables 2° sont artificielles. 

Résumons: les problèmes devant satisfaire aux contraintes des 
types indiqués jouissent des propriétés suivantes. 

Propriété 1. Dans tout plan d'appui du problème (6.210)-(6.212) 
pour chaque à une seule des variables zx; et x? est positive. 

Démonstration. Prenons un plan d'appui arbitraire tel qu'il 
existe r variables positives x;. x. Considérons le système correspon- 
dant de m, conditions linéairement indépendantes (6.211) qui inclut 
seulement les colonnes à variables positives. Pour respecter chaque 
i-ièéme condition de ce système. au moins l’une des deux variables 
zi. x, doit figurer dans le système envisagé (c'est-à-dire doit être 
positive). S’il n’en est pas ainsi, le premier membre del’i-iémeéquation 
comportera le nombre négatif 2 aijx; < 0 (s'il existe des ai; # 0. 

#=1 

iÆ j). et son deuxième membre, le nombre non négatif b; > 0; 
les conditions de cette équation ne peuvent donc pas être observées. 
Mais si dans l’i-ième équation tous 
les ai; = 0. i  j. sans éléments a;;xi. 
zi. la ligne considérée est nulle (liné- 
airement dépendante) et n'est pas 
incluse par construction dans le systé- 
me envisagé. 

La théorie de la programmation 
linéaire enseigne que le système 
d'équations qui correspond au plan 
d'appui à r variables positives con- 
tient. r conditions linéairement in- 
dépendantes: m, =r<m. De la 
Fig. 6.23. Illustration géomé- sorte. nous avons r conditions linéaire- 

trique du problème S ment indépendantes: pour observer 
chaque i-ième d’entre elles, au moins 
l’une des variables x;. 2 doit être 
positive, alors que le nombre total des variables positives doit être 
égal à r. Il s'ensuit que pour chaque ÿ qui correspond au numéro 
de la condition faisant partie du système considéré. une seule 
des deux variables zx;, x est positive. Mais si l’on tient compte 
non seulement des r conditions linéairement indépendantes, mais de 
toutes les »#7 conditions du système (6.211). où r<< m, alors, pour cha- 
que à sera positive pas plus d'une des deux variables x;, 2°, ce qu'il 
fallait démontrer. 

L'interprétation géométrique de la propriété 1 des plans d'appui 
des problèmes S devient évidente avec x = 2. La figure 6.23 illustre 
l'exemple le plus simple 


L= —2, + z, — max 
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avec 
TL, = ts < 2: 
(4) —x + 3x2 K 3; 
(2) —x  — Ze > 0; 
(3) x>0, zx, 2> 0. 


Sous la forme canonique les conditions (1)-(3) s’écrivent comme 
suit 


La condition (3) est excédentaire. Le domaine des points admis- 
sibles est le polrèdre O0 ABC. L'observation de la propriété { est 
évidente 


en À en 
z,>0, 2 -0: 2,20, 2 0: 
T0, 2 -0; Zs=0, 20: 
en C en D 


7,30, x =0; 2 =0, L=0,. 
Lo 0; 20; Lo= 0, 250. 


Certains algorithmes de la résolution des problèmes S peuvent 
être établis en simplifiant sensiblement la procédure de la méthode 
du simplexe appliquée. Ces simplifications se fondent sur plusieurs 
affirmations que nous allons démontrer. 

Propriété 2. Lors de la résolution du problème S par la méthode 
du simplexe : a) chaque colonne de la matrice des contraintes ne peut 
constituer une colonne génératrice qu’une seule fois ; b) les pivots 
reposent toujours sur la pseudo-diagonale *) de la matrice À. 

Démonstration. Le point de départ de la résolution du problème 
{6.210)-(6.212) par la méthode du simplexe est évident: 2° = b;. 
Désignons par A) la matrice des coefficients de l'expression des 
vecteurs hors base par l’intermédiaire des vecteurs de base, obtenue 
à la p-ième ilération. Par commodité, adoptons la forme de l’écri- 
ture donnée par le tableau tiré de [8]. Alors, on écrit seulement les 
vecteurs hors base et les matrices a”) s’obtiennent après chaque ité- 
ration de la méthode du simplexe à l'emplacement de la matrice a. 


_*) On suppose que les lignes et les colonnes de la matrice À sont numé- 
rotées de façon que les éléments positifs reposent sur la diagonale qui part de 
l'angle gauche supérieur de la matrice. Cette ligne est nommée pseudo-diagonale. 


Pour les matrices carrées cette pseudo-diagonale coïncide avec la diagonale 
principale. 
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Le vecteur sorti de la base à l’itération donnée s'écrit à la place du 
vecteur introduit dans la base. Les transformations se font d’après 
les formules de récurrence des éliminations modifiées de Jordan 


FAPA 


(p+1) — (p) ar rJ = e . 
SU q;; aP) pour £ UE ]F r; 
rr 
(p) 
(PEL) 7  jLre ‘09 
a{r y pour ir: (6.213) 
a 
rr 
(p) 
atp+1) — Pie our Hr; 
rj tn) P U ' 
rr 
a+!) + 
rr Cp) ? 


rr 


où l'indice r désigne la ligne ou la colonne du pivot à la p-ième ité- 
ration. Désignons par A;?” les estimations des vecteurs des conditions 
par rapport à la base considérée. Puisqu'on envisage le problème de 
maximisation, on introduit dans la base les vecteurs qui possèdent 
les estimations négatives A;”'. La j-ième colonne de la matrice A(P) 
sera celle du pivot. Les estimations sont transformées suivant les 
itérations d’une façon analogue à (6.21) : 
A+ Lau AP Er: 
j J an)  J ? 


1p) 
A+ D ne (6.214) 
rr 

Les notations et les termes nécessaires étant expliqués, voici la 
démonstration. Il est clair qu’à la première itération le pivot ne 
peut se trouver que sur la pseudo-diagonale, du fait que tous les 
autres éléments a;; de la matrice S sont non positifs. Après la trans- 
formation (cf. (6.213)) les éléments de la colonne du pivot (j -— r) 
deviennent non négatifs, et les éléments de toutes les autres colonnes 
reçoivent des accroissements non positifs 

at lat) 
6a{1) TG pour ir. 
rr 
Après la transformation les signes des éléments de la ligne du pivot 
(i — r) restent les mêmes. 

À la deuxième itération le pivot de nouveau ne peut se trouver 
que sur la pseudo-diagonale. Les accroissements ai; > 0, ôA;” > 0, 
ir, j < r sont caractéristiques de la colonne déjà utilisée (à la 
première itération) pour le pivotage ; ôa;;  < 0, ir, j r sont 
caractéristiques des éléments des autres colonnes de la matrice. Après 
la transformation, les éléments de la colonne du pivot de l’itération 
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«‘onnée deviennent non négatifs, et les éléments de la ligne du pivot 
conservent leurs signes. 
Si l’on poursuit l'exploration, on établit par récurrence que 


aÿ >0et A; > 0 pour les colonnes employées pour le pivotage 


ae elles bai; ÆU:.i= Tr, 6A;" > Ojet a} O0, i- j, pour les 
colonnes qui n’ont pas été utilisées F pour le pivotage (pour elles les 
accroissements 64% <0. ir, j£r). 

On peut en tirer la conclusion suivante: 

1) la j-ième colonne de la matrice A? employée déjà pour le 
pivotage ne le sera déjà plus du fait qu'aux itérations ultérieures 
l'estimation de cette colonne reste positive, ce qui est démontré 
par le point a) de la propriété 2 : 

2) pour la j-ième colonne non employée pour le pivotage les élé- 
ments positifs a;; ne peuvent reposer que sur la pseudo-diagonale, 
fait démontré par le point b) de la propriété 2. 

La propriété 2, b) peut être considérée comme une interprétation 
de la propriété À en termes de la méthode du simplexe. 

En vertu de la propriété 2 on peut démontrer également les pro- 
priétés suivantes du problème S. 

Propriété 3. Si au moins à une itération de la résolution du pro- 
blème S par la méthode du simplexe le vecteur À; de la matrice des 
contraintes possède une estimation négative À;, il entrera nécessai- 
rement dans la base optimale. 

La propriété 3 peut s’énoncer également d'une autre façon: une 
fois introduit dans la base lors de la résolution du problème S par 
la méthode du simplexe, le vecteur n'en sort déjà plus. 

Démonstration. Introduisons les notations: À; (j — 1, ..., n) 
sont les colonnes des coefficients affectés aux variables x;; A5 (j — 
= n+1,...,n + m), les colonnes des coefficients affectés aux 
variables complémentaires m(j=n—- 1, ,R-— m). 

Au point de départ du problème (6. 210)- (6. 212) tous les vecteurs À; 
sont hors base et 4°, de base. Supposons qu'à une certaine itération 
l'estimation A, du vecteur À, soit négative. Introduisons 4, dans 
la base. En vertu de la propriété 1 le vecteur À°,, sera sorti de la 
base. Par la suite, au cours de la résolution du problème le vecteur 
A, ne peut être remplacé dans la base que par le même vecteur 4°:x. 
Mais en vertu du point a) de la propriété 2 la colonne 4:, ne peut 
déjà plus servir pour le pivotage, il ne sera déjà plus introduit dans 
la base. Le vecteur À, une fois introduit dans la base n’en sortira 
donc déjà plus. Et puisqu'en résolvant le problème par la méthode 
du simplexe on peut introduire dans la base un vecteur quelconque 
à estimation négative A;, la propriété 3 est ainsi démontrée. 

Propriété 4. La base optimale du problème S ne dépend pas des 
composantes du vecteur Z du deuxième membre des contraintes. 

Démonstration. Aux itérations de la résolution du problème par 
la méthode du simplexe la composante du vecteur du deuxième 
membre des contraintes détermine la ligne du pivot. En vertu du 
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point b) de la propriété 2 l'indice de la ligne du pivot est égal à 
l'indice de la colonne du pivot, c’est-à-dire le choix de la base opti- 
male ne dépend pas du deuxième membre des contraintes, ce qu'il 
fallait démontrer. 

La géométrie de la propriété 4 est illustrée par la figure 6.23 
pour le cas nr — 2. Le changement de la composante b; du vecteur 
des deuxièmes membres des contraintes correspond à la translation 
de l’i-ème hyperplan. La figure 6.23 montre que quel que soit le dé- 
placement parallèle à eux-mêmes des côtés 4B ou BC du polyèdre 
OABC, l’optimum restera toujours au point A (ici b; > O0 par dé- 
finition du problème S). 

La propriété analytique 3 est un corollaire du point a) de la pro- 
prieté 2, alors que la propriété 4 est le corollaire du point b) de la 
propriété 2. On peut également avancer l'affirmation suivante com- 
me corollaire du point b) de la propriété 2. 

Propriété 5. Dans la résolution du problème S par la méthode 
du simplexe le cyclage est théoriquement impossible. 

Pour s’en convaincre il suffit de se rappeler que le cyclage est 
caractérisé par l'ambiguité du choix du vecteur à faire sortir de la 
base. (Le cyclage n est possible que dans le cas où le plan d'appui 
courant possède au moins deux variables de base nulles, ce qui en- 
traîne l’ambiguïté du choix du vecteur à faire sortir de la base.) 
En vertu du point b) de la propriété 2 le vecteur sorti de la base à 
l'itération donnée est déterminé univoquement par le choix du vec- 
teur introduit dans la base, ce qui démontre justement la propriété 5. 

Propriété 6. Si B> 0, le polyèdre défini par les contraintes (6.211), 
(6.212) ne contient pas de plan d’appui dégénéré. 

Démonstration. Cette propriété est démontrée d’une façon analogue 
à celle de la propriété 2. En effet, en résolvant le problème S par la 
méthode du simplexe, tous les éléments de la colonne du pivot de 
l’itération donnée, sauf le pivot (a;?’ >> 0) sont non positifs (ai? < 0). 
Les composantes du vecteur B = [b;], ir, ne reçoivent donc au 
cours de la résolution que des accroissements non négatifs 


pr pp Te; 
b{p+1) = p{P) — FOHEN i£r: 
rr 
e b{P) 
pet (6.215) 


rr 
où ail” <O;a;P > 0. Onentire pour b; > 0 avec p = 1, bi” > 0 
et, respectivement, par récurrence, biP*!” => 0. Par définition. le 
plan d’appui qui ne contient pas de composantes de base nulles 
z'4' = b;?' est non dégénéré, ce qu'il fallait démontrer. 

Avant de passer à l’examen des algorithmes de résolution des 
problèmes S il nous reste à élucider dans quels cas la fonction eéco- 
nomique du problème sera illimitée sur l’ensemble des plans admis- 
sible. Lors de l’utilisation de la méthode du simplexe la fonction 
économique du problème n’est pas bornée sur l’ensemble considéré, 
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si parmi les composantes du vecteur a; introduites dans la base il 


n'y a pas de composantes positives. Notons que dans le problème S 
le vecteur introduit dans la base ne peut avoir de positif que l'élé- 
ment af’ (cf. la démonstration de la propriété 2). Pour obtenir la 
composante al} il convient d'exprimer le vecteur introduit dans la 
base à travers ‘les vecteurs de la base courante. Comme nous allons 
le voir dans ce qui suit, en résolvant le problème S on peut construire 
les algorithmes des solutions qui n’imposeront pas le calcul des com- 
posantes a’. Examinons donc certains autres critères d’après les- 
quels on peut juger de l’allure illimitée de la fonction économique 
du problème S. - 
Introduisons les notations nécessaires. Soit ./ l’ensemble des 
indices des vecteurs À; de la matrice À = [a;;] qui au cours de la 
résolution du problème (6.210)-(6.212) _par la méthode du simplexe 


étaient ceux du pivot. Désignons par À la matrice carrée composée 
d'éléments de la matrice À qui se trouvent à l'intersection des colonnes 


et des lignes d'indices à € A7, j € M. Désignons respectivement par C 
le vecteur constitué de composantes du vecteur C = [c;] d'indices 


jE M,et par B, le vecteur composé d'éléments du vecteur B = [b;] 
d'indices à € M. Les notations introduites sont explicitées par la 
figure 6.24. Sur cette figure, les colonnes d'indices j € AZ sont re- 
portées dans la partie gauche de la matrice, et les lignes d'indices 
CE M, en haut. 

Expliquons les notations introduites. Supposons que la matrice de 
base soit composée de vecteurs 4, qui correspondent aux variables 


de base À;, et de vecteurs unités qui correspondent aux variables 
de base x° (fig. 6.25). Il est commode de diviser la sous-matrice des 


vecteurs À, en deux : la sous-matrice À composée de lignes d'indices 


iE M et la sous-matrice A, composée de lignes d'indices i € M. 
Qu'obtient-on en divisant ainsi la matrice? Le vecteur .\; des esti- 
mations duales des conditions du problème se calcule, comme on 
le sait, de la façon suivante: 


A — ChAÿ', 


où Cp est le vecteur constitué de composantes du vecteur de la fonc- 
tion économique, qui correspondent aux variables de base. Le vec- 
teur À; peut s’obtenir également à partir de la résolution du système 


AbAh — Che 
En résolvant le problème de programmation linéaire nous nous 
intéressons aux composantes non nulles du vecteur .\,. À l’aide de 


la matrice À nous obtiendrons justement le sous-vecteur À qui com- 
porte seulement les composantes non nulles du vecteur A} en opé- 


rant par là même avec la matrice À de taille ordinairement bien plus 
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petite que celle de la matrice 4,: À = CA-1! ou AÀ = C. De la 
méme façon exactement, lors du calcul du vecteur X — {x;] l'uti- 


lisation de la matrice À permet d'opérer avec un système de taille 
sensiblement plus petite, en calculant seulement le sous-vecteur X 
des variables de base. 

Formulons maintenant les critères qui déterminent l'allure illi- 
mitée de la fonction économique du problème S. 

Propriété 7. La fonction économique du problème S est bornée 
Sur l’ensemble des plans considéré, si au cours de la résolution du 


jen J£M je 
A — 


Ù 
l 
gi 
l 
l 
| 
l 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


Fig. 6.24. Partition de la matrice Fig. 6.25. Relation entre la matrice 
pour la résolution des problèmes S À et la matrice de base 4p 

problème a) le vecteur X > 0, où X se calcule d'après la résolution 
du système ÀAX = B. ou b) le vecteur À > 0, où A se calcule par 


résolution du système AA — C, ou encore c) la matrice A1 => (. 
Mais si les conditions a) ou b), ou encore c) ne sont pas observées, 


ou si | À | — 0, la fonction économique du problème S n’est pas 
bornée sur l’ensemble considéré. 
Démonstration. Démontrons chaque point séparément. 


a) Si au point optimal le vecteur x. obtenu par résolution du 


système A,nXopt = Bon eSt non négatif, alors l'optimum existe, 
la fonction économique du problème est bornée sur l'ensemble des 
plans considéré (c'est-à-dire tous les af” => 0). Maïs si le vecteur 


optimal X,, ou le vecteur X obtenu au cours de la résolution du 
problème ont des composantes négatives, il existe donc des termes 
aÿÿ << 0 et la fonction économique du problème n'est pas bornée 
sur l’ensemble considéré. 

En effet, lors de la résolution du problème par la méthode du 


simplexe les composantes zx; du vecteur des variables de base x; 
sont égales à x; — b;P’, où i — j, valeurs correspondantes des com- 


288 


posantes du deuxième membre à la p-ième itération donnée. L'’exa- 
men des formules (6.215) de la transformation des composantes du deu- 
xième membre entraîne que b;?*">0 si a? > 0, et inversement, 
al >> 0 si bit? > 0. Les éléments b;?*" peuvent avoir des valeurs 
négatives seulement si à une certaine itération apparaît un élément 
négatif a{?. Il en résulte que la fonction économique du problème S 


n’est pas bornée sur l’ensemble des plans considéré, si le vecteur X 


obtenu à partir de la résolution du système AX = B possède des 


composantes négatives. Mais si au cours de la résolution du problème 
le vecteur X possède des composantes non négatives (c’est-à-dire 


également X opt > 0), cela signifie que la fonction économique du 
problème S est bornée sur l’ensemble des plans considéré. 

Si le système est indéfini, cela témoigne également du fait que 
la fonction économique du problème S n'est pas bornée, ce qui se 


déduit de ce qui suit. Le cas | À | = 0 signifie que parmi les pivots 
ai? il existe des éléments nuls, puisque le déterminant 

[A] =a;;afhaf) ... at-b, 
où / est le nombre de lignes (colonnes) de la matrice À, ce qu'il 
fallait démontrer. 


b) Si au point optimal le vecteur A,,. obtenu par résolution du 


système Aoptdont. — Cu est non négatif, il existe donc un plan 
optimal du problème dual, et la fonction économique du problème 
primal est bornée sur l'ensemble des plans considéré. Mais si le vec- 
teur optimal À,,. ou le vecteur A obtenu par résolution du problème 


à partir du système AA = C ont des composantes négatives, cela 
signifie que la fonction économique n'est pas bornée sur l’ensemble 
des plans considéré. 

En effet, à l’itération donnée les composantes À; du vecteur A 
sont égales aux valeurs correspondantes des estimations A7” des vec- 
teurs des conditions, sortis de la base au cours de la résolution, où 
i — j (cf. propriété 2). En même temps les formules (6.214) de la 
transformation des estimations A?” ont montré (lors de la démonstra- 
tion de la propriété 2) que si un vecteur est sorti de la base, A; 
reste positive à toutes les itérations successives (avec ar > 0, c'est- 
à-dire, À; > 0). Et inversement, af > 0 si Ait? > To. i=r 
(ou À; > 0, j —r). Les valeurs négatives de À; peuvent apparaître 
seulement si à une certaine itération a?’ << (0. 

De la sorte, la fonction économique du problème S n'est pas bornée 
sur l’ensemble des plans considéré si le vecteur À obtenu par résolution 


du système AA — C possède des composantes négatives. Mais si au 
cours de la résolution du problème le vecteur À > 0, la fonction éco- 
nomique est bornée sur l’ensemble considéré, ce qu'il fallait dé- 
montrer. 
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c) Le point a) entraîne que dans le cas où la fonction économique 
est bornée 


X = AB 
pour B > 0. Soit 
1 
à 0 
B = , . 
(0 


Alors, À > 0 seulement si les éléments de la première colonne de 
la matrice À sont non négatifs. En examinant les valeurs des élé- 
ments des deuxième, troisième, etc. colonnes de la matrice À -1 avec 


1 (0 
B= 0 a B = 1 ’ etc. 
0 0 


nous voyons que dans le cas considéré A7 > 0, ce qu'il fallait dé- 
montrer. 
Il devient clair de la démonstration ci-dessus que l’inobservation 


de la condition 4-1 > 0 signifie que la fonction économique du pro- 
blème n’est pas bornée sur l’ensemble des plans considéré. En effet, 
les éléments a;f*'”, i € M, j € M sont les éléments de la matrice 


inverse À“! à la (p + 1)-ième itération. L'apparition à cette itéra- 
tion des composantes a;;<< 0, i EM, j€ M peut avoir lieu si af?” << 
<< 0. Mais comme dans le problème S$S cet élément est le seul de la 
ligne du pivot qui peut être positif, cela signifie que la fonction éco- 
nomique n'est pas bornée. 

La propriété 7 est ainsi complètement démontrée. 


Méthodes révisées du simplexe 


Les propriétés spéciales des problèmes S permettent de simplifier la 
méthode du simplexe. En vertu de la propriété 4 la résolution peut 
être divisée en deux étapes: qualitative (détermination de la base 
optimale) et quantitative (calcul des valeurs des variables au point 
optimal). La recherche de la base optimale d’après la propriété 1 
consiste à déterminer laquelle des deux variables x}, et x? (i — j) de 
(6.210)-(6.212) est positive au point optimal. Au point de départ 
tous les x; = 0, tous les x? > 0 
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Pour trouver la base optimale il suffit d’établir lesquels des x; > 0 
au point optimal ; de plus, en vertu de la propriété 3, la résolution du 
problème se poursuit seulement dans une direction, c’est-à-dire on 
augmente tout le temps le nombre de variables positives, tant que ne 
seront élucidées toutes les variables positives au point optimal. 

Ainsi, le plan d'appui de départ est r° — b,;, les estimations de 
départ des vecteurs hors base A; = —c;. Conformément à la pro- 
priété 3, les vecteurs possédant les coefficients c; > 0 entreront né- 
cessairement dans la base optimale. Comme nous l'avons déjà dit, 


ces vecteurs sont notés À;. Il est plus commode de les introduire dans 
la base simultanément, puisque nous savons où se trouvent les pivots 
(point b) de la propriété 2) et savons qu'ils ne sortiront plus de la 
base (propriété 3). Pourtant, nous ne les introduirons pas dans la 
base tant que nous ne connaîtrons pas tous les vecteurs hors base, 
dont les estimations deviendraient négatives si nous avions introduit 
dans la base les vecteurs À. A cet effet il convient de déterminer les 


Le. 4 


signes des éléments de la ligne des estimations A; des vecteurs hors 
base de l'itération suivante 


N= CLEA (6.216) 
c'est-à-dire vérifier les signes des inégalités 


Le. À 


AAÂZC, (6.217) 
où À se calcule d'apres le système 
AA = C. (6.218) 


Si le signe de l'inégalité (6.217) est >>, nous avons obtenu l’opti- 
mum, mais s’il y a des vecteurs À; à estimations négatives, en les 


ajoutant aux vecteurs À ; on détermine de nouveau les signes des iné- 
galités (6.217), etc. 

De cette façon, en déterminant (sans transformer la matrice elle- 
même) les signes des éléments de la ligne des estimations des vecteurs. 
hors base nous opérons par une sorte de « tâtonnements » pour cher- 


cher la base optimale (calculons l’ensemble tout entier des vecteurs À), 
puis obtenons d'emblée la solution du problème en introduisant si- 


multanément tous les vecteurs 4, dans la base. Comme l'ont montré 
les expériences de calcul dans la résolution des problèmes d'optimi- 
sation de la production du pétrole, les « tâtonnements » de la base 
optimale convergent rapidement en une, ou tout au plus en trois. 
itérations. 
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D'une façon concrète, la recherche de la base optimale du problè- 
me (6.210)-(6.212) qui consiste à déterminer les indices des variables 
non nulles *) x; au point optimal, se ramène à ce qui suit. 

La résolution débute du point où toutes les variables x; sont 
nulles. On extrait l’ensemble (4/) des indices des variables x; à 
coefficients c; positifs. Au point optimal les variables aux indices 
j € M seront non nulles. À partir des éléments a;;, c; aux indices 


i CE M, j EM on forme la matrice À, le vecteur C et on résout le 
système d'équations linéaires algébriques (6.218). Ensuite on véri- 
fie les estimations (6.217) ou les inégalités (6.218) pour les autres 
variables x;. Si toutes les estimations À; s'avèrent non négatives, 
la base optimale est trouvée. Mais s'il existe des variables x, à esti- 


mations À ; négatives, ces variables doivent également être rapportées 
aux variables non nulles. A cet effet il faut élargir l’ensemble A7 à 
l’aide des indices des variables données. I] s'avère alors que la matrice 


À est encadrée par de nouvelles lignes et colonnes aux indices ài € A], 
j E M. On ajoute également des éléments correspondants c;, j € M 


au vecteur C. Ensuite on recalcule la solution du système (6.218) 
obtenue à l’itération précédente et on vérifie encore les estimations 


À, des variables nulles restantes x;. 


Notons que pour la formation de la sous-matrice À, pour ne pas 
transférer les lignes et les colonnes de la matrice À dans le coin supé- 
rieur gauche de la matrice (comme cela a été fait sur la figure 6.24), 
il est commode pour le calcul manuel de biffer les lignes et les 
colonnes aux indices à € A1, j E M. Il en est de même pour les 


vecteurs B, C. 
Pour établir les cas de la fonction économique non bornée le plus 
commode est d'utiliser le critère de la propriété 7, b). 
L'organigramme de l'algorithme décrit est donné par la figure 6.26. 
Appelons itération un pas complet de haut en bas de l’organigramme. 


La résolution du système d'équations linéaires algébriques AA = C 
à l’itération donnée doit partir de la valeur de À obtenue à l’itération 
précédente, puisque la matrice A) de l’itéraltion donnée s'obtient 


par encadrement de la matrice A-1 de l’itération précédente. Tou- 
tes les itérations précédentes sont au fond, des pas isolés de la der- 
nière itération de la résolution du système d’équations linéaires 
(6.218), puisque la résolution du problème n'est menée que dans un 


sens (l’ensemble A7 et, par conséquent, la matrice À peuvent seule- 
ment s’élargir). Le volume total de travail de la recherche de la base 
optimale est déterminé donc par le nombre de calculs nécessaires 


*) Dans le cas des composantes b; = 0 au deuxième membre des contrain- 
tes, au lieu des variables non nulles il sera plus exact de dire variables de base. 
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a) Formation a 
matrice À et Encadrement de À 
" vecteur È par nouvelles colonnes 
et lignes, élargissement 
de C 


É)Solution système 
(6.218) :AA = C 


À; «0 existe ou | 
système (6.218)  —*-—- c) Vérification A>0 


indeterminé 
d) Verification signe éziste 
énegalites 
(6.217) 
Fonction écono-, Obfention base optimale 
mique non bornee z} > 0 pour jeM, 
sur l'ensemble donne x} >0 pour jf 


Fig. 6.26. Organigramme de l'algorithme de résolution de la base optimale du 
problème (6.210)-(6.212) 


pour résoudre le système d’équations linéaires algébriques (6.218) 
de la dernière itération. On ajoute seulement l'opération de la véri- 
fication du signe des inégalités (6.217). Cette vérification et, res- 
pectivement, la mise en évidence des variables x, transformées en 
variables non nulles, peut être réalisée non seulement après l’obten- 
tion à chaque itération de la solution exacte du système (6.218), 
mais directement en résolvant le système. A cet effet il suffit d’uti- 
liser la méthode assurant la croissance *) monotone du vecteur A 
à partir de la valeur nulle. En effet, si au cours de la résolution de 


(6.218) A croît monotonément, le vecteur des estimations À (A) dé- 
croit monotonément du fait que A 0, A > 0. La décroissance 
monotone de À (A) avec l'augmentation de A assure que si À, (A) << 0 


au pas donné, alors, d'autant plus, À ÿ (A) << 0 aux autres pas, c'est- 
à-dire, si lors de la vérification des inégalités (6.217) au pas donné il 


*) Dans le cas considéré, par « accroissement monotone » on entend qu’à 
chaque pas de la procédure au moins une composante du vecteur augmente, 
alors que toutes les autres composantes ne diminuent pas. 
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devient nécessaire d'inclure certaines variables dans le nombre des 
variables non nulles, ces variables doivent d'autant plus être au 
nombre des variables non nulles aux autres pas de la résolution du 
système (6.218), et en particulier lorsque la valeur de A correspond à 
la solution exacte. Dans ce cas, où tout au cours de la résolution de 
(6.218) on vérifie les inégalités (6.217), aucun besoin n'est de véri- 
fier la positivité des composantes du vecteur A. Ceci est assuré par 


le choix de la méthode de résolution de AÀ = €, qui permet d'ob- 
tenir l’accroissement monotone de À, suivant les pas de la résolution 


erificafion 
signe inegalites 
(6.217) 


Bose optimale 
obtenue 


AP) 


e = . 
JF 4;<0eriste 


#Æ 
Pos de la résoluila Tous 4,20 


Cu Système AÀ = C 


Fig. 6.27. Organigramme de l'algorithme à vérification parallèle des inégalités 
(6.217) 


du système depuis la valeur nulle de À. Par exemple, si lors de la ré- 


solution du système AÂ = C on utilise la méthode de Gauss, avec 
af” >> 0 les composantes augmenteront à chaque pas. 


Résumons: si le système AA = C'est résolu par la méthode assu- 
rant la croissance monotone de À, le signe des inégalités (6.217) peut 


être vérifié simultanément avec la résolution du système ; la matrice À 
sera encadrée par de nouvelles lignes et colonnes directement au 
cours de la résolution et la procédure se mettra sous la forme repré- 
sentée sur la figure 6.27. 

L'algorithme permettant de vérifier les inégalités (6.217) sans 
obtenir la solution exacte du système (6.218) présente un avantage 
dans le cas où, pour résoudre (6.218), on utilise les méthodes itéra- 
tives. Ceci s'explique par le fait que l’application des méthodes ité- 
ratives permet généralement d'obtenir en un nombre relativement 
peu grand de pas une approche assez bonne de la solution. L’appro- 
che obtenue s'emploie pour vérifier les inégalités (6.217), c’est-à-dire 
pour révéler de nouvelles variables transformées en variables non 


C- 
nulles. Ensuite la matrice À est encadrée et la résolution se poursuit. 
De la sorte, la base optimale est déterminée assez vite et la solution 
du système s'obtient avec la précision requise. 


Solution quantitative 


Dans ce qui précède nous avons discuté de l'extraction de la base 
optimale du problème de programmation linéaire (6.210)-(6.212), 
c'est-à-dire de la solution qualitative. Lorsque la solution qualitative 
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est connue, on trouve sans peine également la solution quantitative 
(les valeurs des variables x; au point optimal) 


Le. 4 


AsptÀ opt — Bopt- (6.219) 


Ainsi, pour résoudre le problème (6.210)-(6.212) il faut au fond 
résoudre deux systèmes d'équations linéaires algébriques (6.218) 
et (6.219), dont les matrices de même écriture sont transposées l'une 
par rapport à l’autre. Le système (6.218) est résolu pour obtenir la 
résolution qualitative du problème. La solution quantitative est 
fournie par la résolution du système (6.219). La résolution du système 
(6.218) s'accompagne de la vérification des inégalités (6.217) et de 


l'encadrement de la matrice À par les lignes et les colonnes corres- 
pondantes, jusqu'à l'obtention de la matrice de base optimale. 
Exemple 6.1. Résolvons le problème S suivant 


OT, — Ile + Ty — 4Tn — 5Ts —» MAX; 
107, — 0,57, — 573 — 4x, 30; 
— 2x, + 107, — 4x; — x, — 22, L 0; 
— 22, + 11zs — 87, — 2x, < 50; 
— DT — Lo — Ta + 147, — x, < 10; 


n>0, &2>0, 2:>0, x>0, x > 0. 


Procédons conformément à l’organigramme de la figure 6.26. 


Première itération 


1, a) L'ensemble A1 — {1; 3} des indices des variables à coef- 
ficients c; positifs. Marquons par les flèches les lignes et les colonnes 
du tableau initial auxquelles sont affectés ces indices. Les éléments 
des matrices à l'intersection des lignes et des colonnes marquées 


forment la sous-matrice À, alors que les éléments marqués de la 
ligne C forment le vecteur C: 


A=(a;y), iEM, jeM; C=lce;), jEM; 


: 10 —5 | 2 
LT 


1, b) Résolvons le système ArAr = Cr (T est le symbole de 
transposition) 
10h — 2 = 5, —5 + 11As = 1; 
4 = 0,57, Às — 0,35. 
1, c) Tous les À; > 0. 
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1, d) Vérifions les inégalités ArAr = Cr, où la sous-matrice À 
se compose d'éléments de la matrice À à l'intersection des colonnes 


non extraites et des lignes extraites ; le vecteur C se compose des 
éléments non biffés de la ligne C: 


(A 


—(a;;], iEM, jéM; C=lc;], jéM; 
ler — 4 w 
LL —0 —zx —2/j’ 


=[—3, — 4, — 9]. 


mit ni 


Cù? 


Les inégalités sont de la forme 
— 0,54, — OÀ, >> —3; 
—4ha — 8k3 < —4; 
Où — 23 > —50. 
La substitution À, — 0,57 ; À, — 0,35 montre que la variable x, 
doit également être convertie en variable non nulle, puisqu'’avec 


le signe << on respecte l’inégalité correspondante. Elargissons à ses 
dépens l’ensemble M = {1; 3; 4} et passons à l'itération suivante. 


Deuxième itération 


2, a) Extrayons encore du tableau de départ les lignes et les co- 
lonnes aux indices ajoutés à l’ensemble dans l’itération précédente 


(les quatrièmes ligne et colonne). La matrice À est encadrée par les 
colonne et ligne complémentaires et devient 


7 10 —5 —4 
A=| —2 11 —8 |, 
—9 —1 14 


alors qu'au vecteur C s'ajoute l'élément correspondant 


C—15 1 —4]. 
2, b) Résolvons le système 
104, — 248 — DÀ = 9; 
—5À + 1143 — AA, = 1; 
—41 — 8hs + 144, = —4 
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en partant du point de résolution du système du point 1, b). Si l'on 
utilise la méthode d'élimination, à cet effet un pas suffit 


A = 0,64; A3 = 0,39; À, = 0,12. 
2, c) Tous les À; > 0. 


? 


_ —0,5 —07 . 
A=| —0 —2|, C—(-3 --5). 


On aura les inégalités 

—0,54, — Os — A, >> —3; —OÀù — 23 — À > —0. 
Lorsqu'on remplace À;, toutes les inégalités ont le signe > (À; > 0). 
La base optimale est obtenue. 

Résumons: la solution qualitative du problème: les variables x;, 
Ze, TZ, Sont non nulles, les 1re, 3me et 4mC contraintes se transforment 
en égalités. 

Pour obtenir la solution quantitative il faut trouver la solution 
du système (6.219) dont la matrice est la sous-matrice À de la der- 
nière itération de la solution qualitative, et où au lieu du vecteur C 
le deuxième membre comporte le vecteur B: 

10zx, En T3 Lu 4, = 30 ; 
—2z, + 1x, — 8x, = 90; 
z, — 10; za = 10; Le = 9: 


Réponse: Le vecteur 


Solution optimale 
Lopt — CX opt == 39,9. 


CHAPITRE 7 


SYSTÈMES ÉCHANTILLONNÉS 
DE COMMANDE AUTOMATIQUE 


$ 1. CLASSIFICATION DES SYSTÈMES ECHANTILLONNES 


Les systèmes échantillonnés se rapportent aux systèmes discrets 
puisque pour eux l’un des signaux est discontinu dans le temps. La 
transformation du signal continu en un signal discontinu s'appelle 
échantillonnage du signal. Un système échantillonné comporte tou- 
jours un organe qui coupe la chaîne d'action d une façon forcée à 
une fréquence constante indépendante du régime de fonctionnement 
du système. Cet organe s'appelle échantillonneur ; il transforme la va- 
riable d'entrée continue en une séquence d'impulsions équidistantes 
dont les paramètres (hauteur. polarité ou largeur) dépendent de la 
valeur de la variable d'entrée à des instants discrets, ceux du préle- 
vement du signal. Généralement, l’échantillonneur sert non seule- 
ment à transformer le signal, mais aussi pour l’amplifier. Sa présence 
dans un système asservi modifie sensiblement les propriétés de ce 
dernier, qui acquiert des trails impropres aux systèmes continus, 
rend impulsionnel (échantillonné, pulsé ou encore intermittent) le 
système asservi. La classification des systèmes échantillonnés peut 
être basée sur les particularités caractéristiques de l’échantillonneur. 
Cet organe peut être de deux types. Le premier vérifie la relation 


z{nT] = kulnT], n=0, 1, 2,... (7.1) 


L’'amplitude des impulsions est proportionnelle à la variable d'entrée 
à des instants discrets nT, où T est le temps entre les impulsions qu'on 
appelle période d’échantillonnage. Les durées multiples de 7 sont 
les instants de prélèvement. 

Pour l’échantillonneur du premier type l’allure qualitative des 
variables d'entrée et de sortie est visualisée sur la figure 7.1. Le des- 
sin montre que la période d’échantillonnage, ainsi que la largeur de 
l'impulsion y? sont des constantes. y est le rapport des impulsions. 

Le système asservi muni d'un échantillonneur du premier type 
est un système impulsionnel à modulation d’impulsions en amplitude. 
Si sa partie continue est linéaire, le système est linéaire lui aussi, 
du fait que les niveaux des grandeurs examinés à des moments dis- 
crets sont liés entre eux par des relations linéaires. Il s'ensuit de la 
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figure 7.1 que dans les intervalles entre les impulsions le système 
est en boucle ouverte. En ce temps (si on ne tient pas compte de la 
dynamiaue) le régulateur ne se déplace pas. Ses déplacements ne sont 
actionnés que par les im- 
pulsions, modulées dans no- 
tre cas en amplitude. 
D'après l’équation (7.1). 
la séquence des impulsions 
à la sortie de l’échantillon- 
neur n’est pas déterminée 
par toutes les valeurs du 
signal d'entrée uw (t), mais 
seulement par ses valeurs 
aux instants discrets du 
temps absolu nT. Si on in- 


troduit le temps réduit t — Fig. 7.1. Courbe de la modulation en am- 
— t/T et examine seule- plitude impulsionnelle du signal u(t) 
ment les valeurs entières 


de t, on obtient le temps 

réduit discret nr — 0, 1,2, ... Notons que le rapport d’impulsions y 
c'est la largeur de l'impulsion en un temps réduit. On aurait donc 
intérêt à remplacer le signal continu (ou possédant un nombre fini 
de discontinuités du premier genre) uw (t) par un signal échantillonné. 
On appelle fonction échantillonnée (discrète) u [TT] la fonction dont 
les valeurs coïncident avec celles de w (t) aux instants de prélève- 
ment, alors que dans les intervalles entre les prélèvements elle est 
nulle. Ses ordonnées sont dites échantillons. Il est évident que si les 
discontinuités de la fonction « (t) interviennent entre les instants de 
prélèvement, elles n'influent d'aucune façon sur la formation de 
la fonction échantillonnée. Pourtant, si les discontinuités ont lieu 
aux points nT, il faut convenir de ce qu'on entend par fonction échan- 
tillonnée (discrète) en ce point. Ordinairement dans ce cas les ordon- 
nées de la fonction se calculent à partir de a relation 


u[nT] = limu((n+e)T), (7.2) 
e—0+ 


c'est-à-dire on examine les valeurs de droite des ordonnées aux points 
de discontinuité. 

Nous écrirons l'argument de la fonction échantillonnée entre 
crochets ou, en omettant T, nous utiliserons la forme condensée 
de l'écriture 


f(E) leznr = fIRT|= fr. (7.3) 


Un échantillonnage analogue peut être appliqué à un signal quel- 
conque du système échantillonné, par exemple, à la coordonnée 
réglée. Pour une période d'échantillonnage relativement petite le 
comportement de la coordonnée réglée à des instants discrets permet 
généralement d'évaluer avec précision suffisante la performance de 


Li 
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la régulation. Il existe, pourtant, des problèmes pour lesquels on 
aurait intérêt à étudier le comportement de la fonction dans les in- 
tervalles entre les instants de prélèvement du signal. Pour leur uti- 
lisation il est avantageux d'utiliser la notion de la fonction échantil- 
lonnée décalée. 

Examinons comment elle se forme. Introduisons sur le parcours 
d’un signal arbitraire f (t) un élément fictif par avance de phase pure 
ET, où & est fixé. L’échantillonnage du signal est réalisé aux mêmes 
instants nT et e peut prendre les valeurs de 0 à 1. Formellement, 


d 
fT 21 JT «Th !T 21 3T tt IT 27 JT 4Tt IT 27 JT 4Tt 
D es DS DE PR D OS VOS DS PS CS CS ES EUR 
12 3 #7 1 2.3 #n 1 2 3 4n 1 2 F3 49 


Fig. 7.2. Fonction échantillonnée et ses enveloppes 


cela correspond à la substitution de t{ par(n +e) T,où0<e< 1, 
et n — 0,1,2,3, ... 
De la sorte, la fonction échantillonnée décalée sera 


1 (6) [t=(n+e)T = fI(R+e) T]= }, (E), (7.4) 


sous la forme condensée de l'écriture la partie entière de son argument 
est mise en indice, et la partie fractionnelle, entre parenthèses. Par 
conséquent, on a réussi à obtenir une suite des fonctions échantillon- 
nées f, (e) porteurs de la même information que la fonction f (t) 
initiale. I] est naturel que pour e — 0 on obtient la fonction ordi- 
naire non décalée (7.3). 

Toute fonction continue qui coïncide avec la fonction échantil- 
lonnée à des instants discrets rT s'appelle enveloppe de la fonction. 
Il est parfaitement clair qu’une fonction échantillonnée f, possède 
un nombre infini d'enveloppes. L’enveloppe la plus simple est la 
fonction qui dans l'intervalle de temps de nT à (n + 1) T conserve 
la valeur constante de f,. La figure 7.2 montre le processus d'échan- 
tillonnage de la fonction continue (a), ainsi que les fonctions échan- 
tillonnées (visualisées par des ronds) et échantillonnées décalées 
(visualisées sur la figure par des croix) (b), l'enveloppe escalier (c} 
et enveloppe arbitraire (d). Notons encore une fois que pour la fonc- 
tion /, (€) imposée il est bien simple de rétablir toutes les valeurs 
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de la fonction f (t), et lorsqu'on ne donne que jf, une telle opération 
est impossible en principe. 
Les échantillonneurs du deuxième type vérifient la relation 


ÿn = AuInT], n=0,1,2,..., (7.5) 
c'est-à-dire à des instants discrets le rapport d'impulsions est pro- 


portionnel à la grandeur d'entrée. L'allure qualitative des entrées 
et des sorties est représentée sur la figure 7.3. Le système qui comporte 


Fig. 7.3. Courbe de la modulation en durée impulsionnelle du signal « (4) 


un tel échantillonneur forme un système à modulation d'impulsions 
en durée. Dans le cas général, un tel système est non linéaire, mais 
pour des y suffisamment petits il peut être linéarisé. 

En plus des types considérés, passons sommairement en revue 
les autres types d’échantillonneurs. Il existe des systèmes dans les- 
quels l'amplitude et la largeur des impulsions sont constantes, alors 
que la polarité dépend du signe de la grandeur d'entrée à l'instant du 
prélèvement. De tels systèmes sont non linéaires. Si la chaîne d’action 
est coupée à l’aide des clés, dans l'intervalle de temps y? la sortie 
correspondra exactement à l'entrée. La forme des impulsions « dé- 
coupées » dans le signal d’entrée n’est déjà plus rectangulaire. À titre 
d'exemple considérons le système échantillonné de réglage de la tem- 
pérature (fig. 7.4). La température du réchaud est mesurée à l’aide 
d’une thermistance TS et d’un pont balancé, l'équilibre survenant 
lorsque la température atteint la valeur assignée. Un échantillonneur 
du premier type est branché à la diagonale du pont ; l'échantillon- 
neur se compose de galvanomètre de zéro à barre d’enclenchement 
et à schéma électrique peu compliqué. En des intervalles de temps 
égaux la barre d’enclenchement serre l’aiguille du galvanomètre de 
zéro à la résistance du schéma électrique, et à la sortie de ce dernier 
apparaît une séquence d’impulsions de tension modulées en ampli- 
tude etayant une forme rectangulaire. La tension u prélevée de l'échan- 
tillonneur alimente le moteur D qui actionne le volet de la ligne 
d’amenée de la vapeur dans le réchaud. Si la désadaptation e n’est 
pas nulle, la séquence d’impulsions n’est pas nulle non plus. Sup- 
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posons que la vitesse du servomoteur dépend de l’amplitude de la 
tension et, notamment, plus la tension est grande, plus la vitesse du 
servomoteur est grande elle aussi ; il en résulte que pendant l’action 
de l'impulsion le volet se déplace d’une valeur plus grande. L’allure 


Fi. 7.4. Schéma de principe d'un système échantillonné de réglage de la tem- 
perature 


qualitative de la variation des signaux dans le temps aura alors la 
forme de la figure 7.5. L'action de commande u appliquée à l’objet 
change pendant l’action de l'impulsion en restant constante dans 
les intervalles entre les impulsions, c’est-à-dire pendant ce temps le 
système est ouvert et la réaction n’a pas lieu. La grandeur réglée 


14 


Fig. 7.5. Courbes de certains signaux dans le système échantillonné de réglage 
de la température 


qui est la température 8 est continue, son remplacement par la fonc- 
tion échantillonnée 0, n'est justifié que par la nécessité de simplifier 
le calcul de l’asservissement échantillonné. 

Voici d'autres exemples des systèmes échantillonnés. Les exi- 
gences élevées imposées aux systèmes de commande modernes obli- 
gent les concepteurs de chercher les algorithmes de commande nou- 
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veaux, plus compliqués, dont l'exploitation est assurée par des tech- 
niques numériques. L'une des variantes éventuelles de l'application 
du calculateur numérique dans un système de stabilisation automa- 
tique est schématisée sur la figure 7.6. La grandeur réglée x de l’objet O 
est comparée à la valeur de la consigne zx,. La désadaptation e (gran- 
deur continue) est amenée sur le convertisseur C/D qui transforme 
la grandeur continue en une grandeur discrète. La séquence des nom- 
bres est traitée par le calculateur numérique conformément à l'algo- 


Fig. 7.6. Système de réglage automatique à calculateur numérique 


rithme retenu. Ces calculs font qu'à la sortie du calculateur apparaît 
une commande sous la forme d'une séquence de nombres qui dans 
le convertisseur D/C est retransformée d'une action discrète en une 
action continue. Ce convertisseur s'appelle parfois circuit de fixa- 
tion. L’action continue est amenée sur l’objet O. Le système envisagé 
est un système bouclé. Si le nombre de niveaux du signal de sortie du 
calculateur numérique est assez grand et on peut négliger l’allure dis- 
crète suivant le niveau, il est raisonnable de le calculer comme un 
système échantillonné. 

Les choses ne changent pas si un calculateur desserve plusieurs 
objets commandés branchés périodiquement. On dit alors que ce sont 
des systèmes multiples ou à plusieurs voies. 

Dans l’industrie pétrolière et pétrochimique une classe parti- 
culière des systèmes échantillonnés est constituée par les systèmes 
de réglage de la qualité des produits qui imposent un certain temps 
pour leur analyse. Dans de tels systèmes asservis on utilise le plus 
souvent comme capteurs les chromatographes industriels pour les- 
quels la période 7', temps de réalisation de l'analyse, varie de quel- 
ques minutes à plusieurs heures. Les exemples peuvent en être fournis 
par le réglage des régimes des installations d’adsorption des fractions 
de gaz et de distillation des raffineries de pétrole. des processus de 
production et de rectification des fractions butylènes, butanes et 
divinyles aux usines de caoutchouc synthétique. la détermination de 
la présence de méthane et d'éthylène dans le condensé léger d'hydro- 
carbures dans les usines de gaz et d'essence, etc. Dans les processus 
de déshydratation catalytique des hydrocarbures (déshydratation de 
l'isopentane en isoamilènes dans une couche de catalyseur en ébul- 
lition, déshydratation des butylènes en divinyle sur une couche fixe 
du catalyseur) l'utilisation des chromatographes industriels permet 
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d'augmenter la sortie des produits prévue. Dans la littérature on trou- 
ve la description de l’utilisation des chromatographes XIIA-4 insé- 
rés dans le flux général de la matière première et à la sortie de chacun 
des quatre réacteurs de l'installation de déshydratation des butylé- 
nes. L’analvyse de la matière première se fait toutes les 30 mn, et des 
produits de la réaction, toutes les 15 mn. Dans les systèmes d’opti- 
misation du fonctionnement du four tubulaire d’une installation de 
pyrolyse les chromatographes servent pour déterminer la présence de 
l'hydrogène, de l’éthylène et du propylène dans le pyrogaz. L'analyse 
dure environ 10 mn. Dans la plupart des cas le système de réglage de 
la qualité des produits pétroliers se construit suivant le schéma ana- 
logue à celui de la figure 5.19, a, où à titre de W.. (p) on utilise les 
régulateurs industriels de température, de débit, de pression, etc. 
Par exemple, le réglage de la composition du produit supérieur des 
colonnes de rectification par l’action sur le débit du produit infé- 
rieur ou sur le rapport des débits du produit supérieur et de l’arrosage, 
le réglage de la composition du produit inférieur par l'action sur le 
débit du fluide caloporteur dans la bouilloire ou sur la température 
de la partie inférieure de la colonne, etc. Parfois on recourt aux sché- 
mas dressés sur le principe de compensation : on mesure le débit et 
la composition de la matière première pour modifier conformément à 
ces données les débits du produit supérieur et du fluide caloporteur 
et maintenir la permanence des compositions des produits supérieur 
et inférieur *), ainsi que des schémas où en plus de la boucle de re- 
tour principale on utilise la chaîne de compensation (c’est-à-dire le 
schéma analogue à la figure 5.19, b). Par exemple, le réglage de la 
composition du produit supérieur par l’action sur le débit d'arrosage 
avec/compensation suivant la composition de la matière première, 
etc. 

Tous les systèmes de réglage envisagés très variés, dont l’un des 
éléments est le chromatographe, sont de par leur nature échantil- 
lonnés et doivent être calculés par les méthodes de la théorie des 
systèmes échantillonnés. 

Un chromatographe industriel se compose surtout d’un échan- 
tillonneur, d'un doseur, d'une colonne de séparation, d’un capteur 
et d’un convertisseur de signaux. Périodiquement, à une fréquence 
constante sont prélevés des échantillons de la matière à analyser. 
Après une préparation préalable, l'échantillon retenu est transporté 
par le gaz porteur à travers la colonne de séparation ; à sa sortie appa- 
raissent successivement dans le temps des composantes isolées ou 
des groupes des composantes de la matière à analyser. Le chromato- 
graphe enregistre alors des pics (fig. 7.7, courbe 3). Le numéro d'ordre 
du pic (7 à V), calculé à partir du début de l’analyse, correspond à 
la composante définie du mélange. et sa hauteur (pour le mode absolu 


._*) De tels schémas de réglage des colonnes de rectification s'appellent par- 
[ois schémas de réglage direct (de prédiction). 
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Fig. 7.7. Courbes de certains signaux dans un chromatographe industriel 


della graduation du chromatographe industriel *), à sa concentration. 
Le convertisseur des signaux « retient » la hauteur du pic qui corres- 
pond à la composante « clé » (c'est-à-dire à la composante dont la con- 
centration doit être mesurée) pendant la durée de la période T. L'al- 
lure de la variation des signaux est dessinée sur la figure 7.7, où 1 
est la courbe de la variation de la concentration réelle C au point du 
prélèvement de l'échantillon ; 2, la courbe de la variation de la con- 
centration C au point de départ de la colonne de séparation ; 3, le 
chromatogramme (t4, ts, instants du début et de la fin de l’analyse 
complète, la composante « clé » retenue est la III‘) ; 4, l’envelop- 
pe de la fonction échantillonnée des valeurs mesurées de la concen- 
tration C de la composante « clé » ; #, le signal de sortie du conver- 
tisseur. Le retard Tv, est lié au transport de la matière du point de 
prélèvement de l’échantillon jusqu’à l’analvseur, et t., au temps de 
l'analyse. Les perturbations de la forme du signal ici ne sont pas 
évaluées. De ce fait il vient que la colonne de séparation elle-même 
produit des impulsions étroites assez élevées de forme compliquée, 
c’est-à-dire réalise l’échantillonnage du signal dans le temps. La 
hauteur des impulsions peut être interprétée comme les échantillons 
de la fonction du signal mesuré. Le convertisseur des signaux les trans- 


*) Dans le cas d'une graduation absolue la relation qui associe dans les 
conditions données de l'ana a la hauteur du pic à la concentration de la ma- 
tière correspondante du mélange analysé est déterminée expérimentalement, 
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forme en impulsions rectangulaires à rapport d’impulsions égal à l’uni- 
té. I] constitue le circuit de fixation d'ordre nul. 

De la sorte, un chromatographe industriel peut être représenté 
comme un couplage en série du circuit de retard puret de l’échantillon- 
neur du premier type à rapport d'impulsions égal à l'unité. Notons 
encore une fois que l'allure discrète des systèmes de cette sorte est 
déterminée par la méthode retenue de la mesure de la grandeur 
réglée ou de l’action perturbatrice qui dans la plupart des situations 
pratiques est la seule possible. 

En généralisant les schémas examinés des systèmes asservis re- 
présentons la structure d’un système échantillonné comme un en- 


Fig. 7.8. Structure d’un système echantillonné 


semble de l’échantillonneur et de la partie linéaire continue 
(fig. 7.8, a). Cette dernière peut inclure l’objet de régulation, l'organe 
de mesure (ou sa partie), l'actionneur et le régulateur (ou sa partie). 
Appliquons l'action extérieure à l’échantillonneur et interprétons- 
la comme la consigne, mais puisque toute action perturbatrice peut 
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Fig. 7.9. Détermination d’un élément échantillonné 6 


étre ramenée à l'aide des transformations structurelles à ce point, 
alors, en général, on peut admettre que x, est également une action 
perturbatrice réduite. Nous ouvrirons le système à l'entrée de l’e- 
chantillonneur (fig. 7.8, b). Dans le sens physique z, x, et e sont des 
fonctions continues du temps, et y (sortie de l’échantillonneur), 
le train d'impulsions modulées d'une certaine façon. 
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Introduisons la notion de l’échantillonneur à et de l'organe de 
formation ; appelons échantillonneur 6 l’organe dont la grandeur de 
sortie est une séquence des impulsions instantanées /,,ô (t — mT) 
qui apparaissent à des moments de temps entiers mT. L'aire de cha- 
que impulsion est égale numériquement à la grandeur d'entrée à 
ces mêmes instants, c’est-à-dire elle est égale à l'échantillon de la 
fonction échantillonnée. La notation conventionnelle de l’échantil- 
lonneur à est donnée par la figure 7.9, a et les graphiques des gran- 
deurs d’entrée et de sortie, par la figure 7.9, b. L’astérisque affecté 
aux notations des fonctions temporelles traduit le fait qu'il s’agit 
d'une séquence des impulsions instantanées. 

Rappelons que la fonction impulsion de Dirac est définie par les 
relations suivantes 


oo pour 4=0; *® 


8 =| 0 pour 140 RULES (7.6) 


Le graphique de la fonction impulsion est représenté sur la 
figure 7.9, c. Cette impulsion peut donc être considérée comme une 
impulsion unité qui apparaît à l'instant nul et qui possède une am- 
plitude infiniment grande, une durée infiniment petite mais une 
aire finie. Nous avons montré plus haut que la transformation de 
Laplace de la fonction impulsion est de la forme 


L {ô (t)}} = 1. (7.7) 


Nous appellerons organe de formation ou formateur l'élément 
dont la fonction de poids coïncide suivant la forme avec l'impulsion 
réelle. La définition entraîne que si à l’entrée du formateur est ap- 
pliquée une impulsion instantanée d'’aire unitaire, à la sortie apparaît 
une impulsion dont la forme est déterminée sans ambiguïté par la 
fonction de transfert du formateur. Pour trouver la fonction de 
transfert du formateur qui produit des impulsions rectangulaires 
il faut trouver la transformation de Laplace de l'impulsion rectangu- 
laire de hauteur unitaire et de largeur y7. Alors, on obtient 


Wi(p) = (1—e-vTr). (7.8) 


Le symbole du formateur à forme rectangulaire de l'impulsion 
est donné par la figure 7.10, a, alors que la structure qui correspond 
à l'équation (7.8) est visualisée sur la figure 7,10, b. Analysons le 
processus de formation de l’impulsion. A l'entrée de l'intégrateur 
(cf. fig. 7.10, b) est appliquée l’impulsion unité. Alors, à la sortie 
de l’intégrateur apparaît l'échelon unitaire qui passe par deux canaux 
parallèles, dans l’un sans perturbation et dans l’autre à travers 
l'organe de retard pur. Après la soustraction des signaux sur le 


20% 307 


sommateur on obtient l'impulsion rectangulaire terminale d'ampli- 
tude et de largeur requises *). 

Le modèle d’un échantillonneur réel à impulsion de forme arbi- 
traire à la sortie sera représenté comme un couplage en série de l’é- 
chantillonneur 6 et du formateur. Alors, la structure d’un système 


0 


Fig. 7.10. Symbolisation rt re d'un formateur à impulsions rectangu- 
aires 


échantillonné en boucle ouverte à modulation d'impulsions en am- 
plitude peut être schématisée suivant la figure 7.11, a. Par défini- 
tion de l’échantillonneur 6, à l’entrée du formateur est appliqué 
le train d’impulsions unités à partir desquelles le formateur produit 


a Ech PLC r 
"#2 
T 7 T 
e e* y ze e* 
EICHER CT PET 
>, ———————— 
PLCR 


Fig. 7.11. Schéma: fonctionnel d’un système échantillonné en boucle ouverte 


des impulsions rectangulaires. Au fond, le formateur est un organe 
linéaire continu décrit ordinairement par une fonction de transfert 
usuelle ; il est donc raisonnable de le rapporter dans les calculs du 
système à la partie linéaire continue. L'ensemble du formateur et 
de la partie linéaire continue s’appelle souvent partie linéaire con- 
tinue réduite du système (PLCR). La structure 7.11, a amène que 
sa fonction de transfert est de la forme 


WE) = WG) WE). (7.9) 


Ceci permet de passer à la structure généralisée du système à 
échantillonneur 6 (fig. 7.11, b). Il est clair que quelle que soit la 


*) Pour y = 1 un tel formateur s'appelle circuit de fixation d'ordre nul. 
A la sortie du formateur pendant la période 7 la valeur de l'entrée est maintenue 
au niveau mesuré à l'instant discret n 7. Autrement dit, à partir de la fonction 
impulsionnelle il se forme une fonction échantillonnée. L'’allure qualitative 
du signal est visualisée sur la figure 7.2, c. On démontre que l'application d'une 
telle extrapolation permet d'éliminer les composantes HF du signal d'entrée. 
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forme de l’impulsion réelle (rectangulaire, triangulaire, sinusoïdale, 
etc.), la structure de calcul du système échantillonné peut toujours 
être mise sous la forme de couplage en série de l’échantillonneur 6 
et de la partie linéaire continue réduite à fonction de transfert (7.9), 
c'est-à-dire sous la forme de la structure 7.11, b. C’est en ceci que 
consiste l'intérêt de l’introduction d’un tel modèle de l’échantillon- 
neur réel. Notons que la division de l’échantillonneur en échantil- 
lonneur 6 et formateur est artificielle et que la réalisation de l’échan- 


tillonneur 6 est en principe impossible. 
Pour explorer les structures représentées sur la figure 7.11 nous 
utilisons la méthode de la transformation en z. 


$ 2. GENÉRALITES 
SUR LA MÉTHODE DE TRANSFORMATION EN z 


Transformation en z modifiée des fonctions temporelles 


Puisque les fonctions échantillonnées jouent un rôle exception- 
nel dans l’exploration des systèmes échantillonnés examinons la 
question de leur transformation. Cette approche permettra d'obte- 


# t 
ue CS om € ns 


Fig. 7.12. Schéma illustrant le formalisme de la méthode de la transformation 
en z modifiée 


nir la solution sous la forme bouclée. Conformément au schéma de la 
figure 7.12 on peut écrire 


f*(t+eT) — à fn (e)Ô(6—nT), (7.10) 


où j* (t) est la séquence ou train d’impulsions instantanées ; f, (t), 
la fonction continue arbitraire (ou possédant un nombre fini de dis- 
continuités de première espèce). 

Transformons le signal f* ({ + eT) au sens de Laplace 


L{f*(t+eT)} =: L {> Ja (e)8(—nT)} — 


sa fl oo 
= 2 fn (e)e-PATL {6 (£)} — 2 fn(e)e-P"T. (7.11) 


À cet effet on a utilisé les théorèmes de linéarité, de retard et 
l'équation (7.7). 
Introduisons les notations 
z=e =erT. (7.13) 
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Puisque p est une variable complexe de la transformation de Laplace, 
g et z sont également des variables complexes. 
L'équation (7.11) peut se récrire 


F4 (ae) = Zn (0} = Zn E) = LUN +ET) = D fr 
(7.44) 


Ici F* (2, e) est la transformée ; z, la variable complexe ; &, la deu- 
xième variable indépendante ; Z,, et Z, les symboles de la transfor- 
mation en z modifiée et ordinaire ; f, (e), l'original ; z2-", le noyau de 
la transformation ; l’astérisque indique qu'il s’agit des grandeurs 
quantifiées. 

L'équation (7.14) s'appelle transformation en z modifiée directe 
de la fonction f (t). En éliminant sur la figure 7.12 le facteur de l’a- 
vance pure (en posant e& — 0), on obtient l'équation de la transfor- 
mation en z directe 


FF (2) = Z {fn} = LS} = 2 ne. (7.15) 


Ainsi, par transformation en z modifiée il convient d'entendre 
l'opération composée de deux étapes, du passage de la fonction con- 
tinue } (t) à la fonction échantillonnée décalée f, (£) conformément 
à l'équation (7.4), et de la transformation en z de f, (£) pour une 
valeur fixée de e. Il est clair que la transformée F* (z) contient l’in- 
formation seulement sur les valeurs du signal à des instants discrets, 
alors que la transformée F* (z, e), pour la variation de e entre 0 
et 1, contient l'information sur les valeurs du signal pour un instant 
quelconque. Ceci importe pour l'étude du comportement de la gran- 
deur réglée dans les intervalles entre les instants de prélèvement du 
signal. 

Les transformations introduites ont un sens seulement si les 
séries (7.14) et (7.15) convergent. L'intérèt de l’utilisation de la 
transformation en z s'explique par les opérations sur les transformées 
plus simples que dans le cas des originaux. Tout comme dans la trans- 
formation de Laplace usuelle ici on fait correspondre à la fonction 
de la variable réelle la fonction de la variable complexe. La différence 
de principe consiste dans le fait que là la fonction f, (e) (l’original) 
est une fonction échantillonnée. La liaison intime entre la transfor- 
mation Z (transformation de Laplace) et la transformation en z 
est rendue évidente par l'équation (7.11). Pourtant, l'extension di- 
recte des résultats de la transformation de Laplace sur l’ensemble 
des problèmes donné est irrégulière. Si dans les équations (7.14) 
et (7.15) on substitue z — e?, on obtient l'équation de la transfor- 
mation D directe (transformation discrète de Laplace) des fonctions 
échantillonnées décalées et non décalées [17]. 
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Notons que pour l'intelligence de l’exposé qui suit il convient 
d'attirer l'attention sur la formule (7.13) et que w — w7 est une 
pulsation relative. 

Exemple 7.1. Considérons les transformations en 2m et en z les 
plus importantes pour les problèmes de régulation des fonctions. 

Soit f(t) = ect. 

PE LOnE Lis la transformation en z,, {cf. les équations (7.4) et 
(7.14)]: 


Le 
Ze} = Z{e-am+eTy — > e-ceTe-anT;-n — 
n—=0 
scene À —ç-2eT z (7.16) 


1—2-1e-7aT se TT 


Dans les calculs on a utilisé la formule de la somme de la pro- 
gression géométrique infiniment 
décroissante. 

En posant dans l'équation 
(7.16) € égal à zéro, on obtient t{nr] 


Z{e-nT} = 2. (717) 
s—Cc 


En passant dans (7.16) à la 
limite avec «a —0,on trouve la 
transformée de la fonction éche- IT 217 ST 4 ST 6T ZT tt 
lon unitaire 


Fig. 7.13. Diagrammes des fonctions 


= obtenus par échantillonnage de l'é- 
Fm (1 ()} = ZT IRTI} = z—1 chelon unitaire et de l'exponentielle 


118) 


On voit sans peine que les transformations en z,, et en z condui- 
sent aux mêmes résultats, puisque dans ce cas la séquence des échan- 
tillons ne dépend pas du déplacement de e. Pourtant, si e est négatif, 
il n’en est déjà plus ainsi. 

Rappelons queles fonctions 1 [2 T]ete”"T sont des fonctions échan- 
tillonnées, c'est-à-dire dans l’échelon unitaire ou dans l'exponen- 
tielle correspondante on a choisi seulement les valeurs qui apparais- 
sent à des moments discrets. Sur la figure 7.13 ces valeurs pour l’é- 
chelon unitaire sont visualisées par des points, et pour l’exponen- 
tielle, par des ronds. 


Transformée en z modifiée de la fonction continue 
au sens de Laplace 


Jusqu'à présent nous avons opéré les transformations en z sur 
les originaux de f, et f, (e), c'est-à-dire sur les fonctions échantil- 
lonnées formées à partir de la fonction continue f (t). Montrons que 
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ces opérations peuvent être également réalisées sur les transformées 
de la fonction f (t) au sens de la transformation de Laplace usuelle 
(transformées en L). Pour la classe des problèmes étudiée cette ap- 
proche est souvent plus raisonnable, puisqu'’en calculant les struc- 
tures dessinées sur la figure 7.11, il est plus simple d'obtenir l’infor- 
mation sur la partie linéaire continue du système sous la forme des 
fonctions de transfert, des fonctions de la variable complexe p que 
sous la forme des caractéristiques temporelles quelconques. Soit don- 
née la transformée en L de F (p). Composons la séquence des opé- 
rations suivante 


F() & (0 & file) + F*(2 e). (7.19) 


Les flèches indiquent ici la direction admissible de la transformation. 
Il est clair que 1 est une transformation en ZL directe et inverse ; 2, 
le déplacement de &e et l’échantillonnage (l'opération inverse est la 
reconstitution de la fonction continue suivant la fonction échantil- 
lonnée donnée) ; 3, la transformation en : directe et inverse. Par con- 
séquent, entre les fonctions F (p) et F* (z, e) il existe une corres- 
pondance biunivoque qui peut s’écrire 


F% (2, €) = Zmz {F (p}}; (7.20) 


OÙ ZmL est l'opérateur de la transformation en z modifiée des trans- 
formées en L. 

Puisque pour l’exponentielle e-% la transformée au sens de La- 
place est F (p) = 1/(p + a), et F* (z, e) se calcule d’après la for- 
mule (7.16), il est vrai que 


1 2 = 
ZmL {——) = er UT © — 71 De 9 (7.21) 


Pi=—@; 2z,—=erPiT —e-eT, 


D'une façon analogue on peut composer la séquence des opérations 
pour le cas purement discret 


Fe fO ee fn F*(). (7.22) 


Ici 1 sont les transformations en L directe et inverse ; 2, l’échantil- 
Jlonnage de la fonction continue (l'opération inverse, reconstitution 
de la fonction continue suivant la fonction échantillonnée donnée, 
n’existe pas) ; 3, les transformations en z directe et inverse. Il vient 


F* (2) = Z1 {F (p}}, (7.23) 


où Z, est l'opérateur de la transformation en z des transformées en 
L; l'opérateur inverse Z”} n'existe pas. 
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Pour la fonction F (p) = 1/(p + «) on obtient 
1 2 
Zz { p+a }= 2 — 2 


Pi = —@; 2—=enT—e-eT, 


(7.24) 


On montre [4] qu’il existe encore une forme de la transformation 
en :Mmr dont l'application permet d'obtenir la transformée sous la 
forme d'une série infinie 

r— + 00 
Fr) = D F(p+jor)e te XTL0,5f(0-), (7.25) 


r- — 


où we — (2xn/T) est la fréquence d'échantillonnage. Il serait plus 
correct de dire pulsation d'échantillonnage. 

Cherchons la forme explicite des opérateurs Z,,- et Zz pour un 
cas particulier. Supposons donnée la fraction rationnelle W (p) — 
— P (p}/Q(p) dans laquelle l’ordre du dénominateur est strictement 
supérieur à l'ordre du numérateur et tous les pôles sont simples. 
En décomposant W (p) en une somme des fractions simples et en 
transformant chaque terme e (cf. formule (7.21)), on obtient 


NW (2, €) — ZW EN = Zn Fr) 


l 
1 = E £ 
=> k[Zmr bis ka, (7.26) 
È i1— | 
OÙ Py, -- ., pr sont les racines de l'équation caractéristique Q (p) — 
= 0; z,, ..., , les racines respectives dans le plan z; z, = e”iT; 
k,, . .., kr, les coefficients constants; 


k; — un (P— pi) W (p)=P (r:):Q' (pi). (7.27) 


En posant dans l’équation (7.26) e = 0 on trouve la forme ex- 
-plicite de l’opérateur Z- du problème considéré 
l 
W* (2) =ZL{W (p}}= D ki——— 


i=1 


(7.28) 


2 — Zi 


Exemple 7.2. Cherchons les transformées de certaines fonctions 
les plus simples. 

1. Supposons donnée la fonction sinusoïdale f (t) = sin B,t. 
Sa transformée de Laplace est 


F(p) = B/ (p° + B:). 
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Cherchons les racines p; et z;, ainsi que les coefficients constants k;, 
Pi2 = Hifi; 22 —e*8; k,,= +1/2j, 
où p = f,7. 
En portant les valeurs trouvées dans (7.26) on obtient 


æ 
æ 


FY (3; €) =: #,2t - = + k22 = = = 
HE 762 


2 che LL | = 2e 


T2 lie  :_e-#8 22— 2 cos Bz+1 


(7.29) 


2. Transformons la fonction f (t) — te-®T. On sait que F (p) = 
— 1/(p + a)°. Mettons F (p) sous la forme 


FO) = (——). 


La commutativité des dérivations par rapport à la variable indé- 
pendante «& et de la transformation en z,,. est presque évidente 


Zne (3e (re) 5e 2m (re) 


La transformation de 1/(p + «) a été déjà établie par la formu- 
le (7.21). Dérivons-la par rapport à & pour obtenir 


(4) : 
F* (z, e) ar Le-are © ]- Te-cTez x 


+ 7 |: (7.30) 


(:—e 


3. Transformons la fonction à croissance linéaire f ({) = t. Sa 
transformée de Laplace s'écrit 


F (p) = 1/p*. 


L’équation (7.26) ne peut pas être appliquée du fait de l’existence 
du pôle de multiplicité « deux » à l’origine des coordonnées du plan 
complexe p. Utilisons donc la formule (7.30) en y posant &« = 0. 
Il vient 


i : 
F* (z, e) — Tz ++ | . (7.31) 


On en tire sans peine la transformation en z de la fonction échan- 
tillonnée à croissance linéaire f, = n: 


F#()= 7 (7.32) 
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Transformations en z, z, et z,r inverses 


Le problème consiste à obtenir l’original d’après la transformée 


donnée 
În = ZT EF (2)}, (7.33) 


où Z-! symbolise la transformation en z inverse. 

Il découle de l’équation (7.15) que les coefficients du développe- 
ment de F* (z) suivant les puissances de z-” donnent les valeurs des 
échantillons de la fonction f, transformée. Dans les cas les plus sim- 
ples un tel développement est évident. Par exemple, si F* (z) = 1, 


puisque 
F# (2) = fo +2" +... 


l'original cherché est une séquence des échantillons de la forme 
1, 0,0, . . . Cette fonction peut, en particulier, s’obtenir par échan- 
tillonnage de l'impulsion unitaire à rapport d'impulsions Y< 1. 
Le calcul des coefficients de f, à l’aide des formules de récurrence 
sera décrit au $ 8 du présent chapitre, alors que pour le moment nous 
n’examinerons qu'une approche plus générale. 
Par définition de la transformation en z 


FF (2) = 2. Îm2 7. 


Multiplions par :"-! et calculons l'intégrale suivant le contour |” 
qui entoure tous les points singuliers de l’intégrande : 


À F* (z 2-1 dz = & > fu2 72 dz. (7.34) 
r r 


m=—=0 


En changeant de place les opérations de sommation et d'intégration, 
on obtient 


S a d z-tm-n+1 gz. 


m—0 r 
Désignons z — pe‘? et calculons au préalable la valeur de l'intégrale 
A 
Ÿ g7(m-n+1) dz — Jo Une) | e-itm-n)p dy _ 
r 0 
21) pour m—n, 
O0 pour m#n. 


(7.35) 


En portant la valeur calculée dans (7.34) obtenons l’équation de la 
transformation en z inverse 
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Puisque l'équation (7.15) est la partie principale de la série de 
Laurent, on a obtenu l'expression connue de ses coefficients. Le 
rapport entre l'intégrale de contour et la grandeur 2x} est égal à la 
somme des résidus de l’intégrande ; on peut donc récrire (7.36) sous 
la forme 


fn = D Res, LF* (2) 2-4) 7.37 


Si F* (z) = B* (z)/A* (2) et les pôles z; sont simples, le résidu 
de la fonction au pôle Z; est défini comme 
lim (2—2,) F*(z)2%1, (7.38a) 
22}; 
Res, [F* (2) 271] = B*(:) 
t li > n—1 sæ 
Mort! (7.38b) 
On a intérêt à employer la formule (7.38a) lorsque le polynôme A* (2) 
est présenté sous la forme de cofacteurs. 

Pour composer l’équation de la transformation en z, inverse 
aucun besoin n’est de reprendre les calculs réalisés, puisqu’au cours 
de la transformation la deuxième variable indépendante € est fixée. 
On peut écrire tout de suite 


fn (E) = 7 À F* (2, €) 2-1 du. (7.39) 
r 


Comme nous l'avons montré, on peut soumettre à la transforma- 
tion en z, non seulement les originaux de f (t), mais aussi leurs trans- 
formées en L. Il est naturel que se pose le problème inverse : d'après 
la valeur donnée de F* (2, €) trouver la transformée de f (f{) au sens 
de la transformation de Laplace, c’est-à-dire la fonction F (p). Sous 
une forme symbolique, cette opération s'écrit 


F(p)=ZaL{F* (2, ë)}. (7.40) 


Examinons-la de plus près. L’équation de la transformation de 
Laplace directe est une intégrale de la forme 


F(p)=L{{(t}= | fe dt. 
0 
En divisant l'intervalle d'intégration (0 =— œ) en une somme des 
intervalles InT = (n + 1) T], récrivons 


oo (n+1)T 


F(p= > | flm+e)Tle-#n+or d(n+e)T. 


n=0 nT 
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On en tire 
1 


F(p)= | e-r7e 5 fi (e)e-"Trd(eT) = 
0 n=0 


1 
=T | z-eF*(z,e)de, (7.41) 
0 


où 


z=e"rlT. 


De cette façon on a établi la forme explicite de l’opérateur Z hr. 

Mais si on ne donne que la fonction F* (z), c'est-à-dire la trans- 
formation en z de la fonction cherchée, alors, il n'existe pas en prin- 
cipe de procédure analogue de détermination de F (p) du fait qu'il 
est impossible de reconstituer les valeurs de la fonction continue 
initiale d'après la fonction échantillonnée. Nous avons déjà noté 
que dans la composition de la suite des opérations (7.22), l'opération 
de la transformation en z, n'est pas biunivoque. 


Théorèmes de la transformation en z 


La deuxième variable indépendante & n'intervenant pas dans les 
propriétés de la transformation, pour abréger l'écriture nous exa- 
minons surtout dans cette section les fonctions /,. Les résultats seront 
complètement applicables aux fonctions f, (£e), ainsi que se récriront 
aisément pour les transformations en Zz; et en Zhr. - 

Théorème de linéarité. La transformée de la combinaison linéaire 
des originaux est égale à la combinaison linéaire des transformées. 
Le théorème se déduit directement de la linéarité de l'équation 
(7.15). 

Théorème du retard. Lorsqu'on cherche la transformée de la 
fonction de retard deux cas peuvent se présenter: 1) le retard pur 
est une grandeur entière : t, = ÀT et 2) t, n’est pas un nombre entier 
et peut être mis sous la forme t, = (# + +) T, où À prend les valeurs 
en nombres entiers, et t << 1. 

Considérons la fonction f (£ — +T;), où Tt, = ÀT : 


Z{fl(n—k) T}=Z{na}= à fn" = for + + fr CD + 
+ for À + fs DL zh D far = ZX F# (2), (7.42) 
n=0 
puisque f-» = f-n+1 = + = f = 0 par suite de l’origine du 
temps adoptée. 
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De la sorte, au retard de la grandeur ÀT de la variable indépen- 
dante de l'original correspond le produit de la transformée par z-“. 

Examinons la fonction f (t — t;), où tt, = (k + 1) T. Notons 
au préalable que 


fn (@=flm+e) Tl=flm+et+1—1)T)= fa + e), 
(1.43) 


ainsi que la formule (7.14) est inapplicable à la fonction f, (e) avec 
e << 0. Alors, 


Zmf(t—T)}=Z{fl(n+e-k—7)T]}= Z{fi-n(e—7T)}= 
Z{fn-n (+e—Tt)}= 2 #2 LF# (2, 1H e—7T) pour e<<T, (7.44a) 
L Z{fn-n(e—Tt)}=ZrÂF* (x, e—7T) pour e>>t. (7.44b) 


Puisque + est une grandeur constante et e peut prendre les valeurs 
de zéro à l'unité, la représentation analytique de la transformée 
d’une telle fonction est ambigüe. Commentons les transformations 
exécutées par les formules (7.44a) et (7.44b). En utilisant la formule 
(7.14), passons de la transformation en z,, à la transformation en z, 
en présentant l'argument de la fonction échantillonnée décalée sous 
la forme (e — tv). Si e << tv, il est impossible de transformer directe- 
ment cette fonction; ajoutons et retranchons donc à l'argument de 
la fonction une unité et écrivons-la sous la forme f, x, (1 + € — +) 
suivant la formule (7.43). Dans ces conditions, l'argument (1 +— € — 
— 7) est positif et la transformation de la fonction est possible. 
Si e > T, alors fh-, (E — +) peut être transiormée tout de suite. 
Les formules (7.44a) et (7.44b) montrent que dans l’argument de 
l'original la partie entière du retard pur k#, indépendamment de la 
grandeur &, fait apparaître z-“ dans la transformée. La partie frac- 
tionnaire du retard pur correspond avec e << + au produit de la trans- 
formée par z”! et au remplacement dans l’argument de la transfor- 
mée de € par (1 + € — t), et avec € >> T, seulement au remplace- 
ment dans l’argument de la transformée de € par (£ — t). 

Théorème de l’avance. Cherchons la transformée de la fonction 
d'avance f [(r + k) T], où k est un nombre entier 


Z {jf [Cr + k) T}= 2 fn+n2 = fr + fn+127! +... + frin2 + …. 


En multipliant le deuxième membre par z“/z-* récrivons l'équation 
2 (uz* + fr42 D EH frgna 8t L ,..). 


Ajoutons et retranchons de l'expression entre parenthèses la grandeur 


h=—1 
D fnz"". Il vient 
Fos k—1 co R—1 

z* ( 2 far + 2 În2" — 2 fn27") : 


318 


Finalement, on obtient 
k—1 
Z{fnsn} = 2" [F* (2) — 2 F2]: (7.45) 


Théorème de la valeur finale. Cherchons d’abord la transformée 
des différences des fonctions échantillonnées. Par définition, la dif- 
férence première d’une telle fonction 
(fig. 7.14) 


Afn = În+1 LE ns (7.46) 
la différence seconde 
A°fn — Afn+1 == Afn» (7.47) 


etc. En théorie des équations aux dif- 
férences les différences des fonctions 4. - | 

À : np Fig. 7.14. Diagramme lpour la 
jouent le même rôle que les dérivées  jétermination de la différence 
dans la théorie des équations différen- première de la fonction échan- 
tielles. En appliquant à l'équation tillonnée 

(7.46) la transformation en z et en 

utilisant les théorèmes de la linéarité et de l’avance démontrés, on 
obtient 


Z {An} = Z {fnts — fn} = ZIF* (2) — fol — F* (2) = 
— (2— 1) F (2) — zfo. (7.48) 


Prenons la limite pour z2—- 1 du premier et du deuxième membres 
de (7.48) 


(a-1)T nt (n+1)7 


lim Z{Af,}= lim(z—1)F# (2) — fo. (7.49) 
EX | 2-1 

Notons que 
limz{Af,}= D Af,=limf,— fo. (7.50) 
2—i n=0 1 — 00 


En portant (7.50) dans (7.49) et en réduisant par f,, on obtient fi- 
nalement 
limf,=lim(z— 1) F*(2) (7.51) 
1 


ou, dans le cas plus général, 
lim f,(e) —lim(z—1)F*#(z,e). (7.52) 
_ 


71 — 00 z 
Si dans la formule (7.52) la limite dépend de e, la fonction possède 
des pulsations stationnaires. 
Théorème de la convolution. Trouver l'original du produit des 
transformées de la forme F* (z)-G* (2), les originaux de chaque co- 
facteur étant connus 


FF (2) + fn et G* (2) + gr. 
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Par définition de la transformation en z 
F* (2) = à Îm2. 
m=0 


Naturellement, une autre notation de l'indice de sommation (m au 
lieu de nr) ne change absolument rien. Multiplions le deuxième et le 
premier membres de l’équation par G* (z) 


F* (z) G* (2) =) Îm2z""G* (2). (7.53) 


D'après le théorème du retard en nombres entiers 


FG* (= Z{eun)= D Enr. (1.54) 


En portant (7.54) dans (7.53) et en changeant la succession des opé- 
rations de sommation, ce qui est admissible pour les fonctions trans 
formées au sens de la transformation en z, on obtient 


F* (2) G*\(2) = à 2 à QImEn-m (7.55) 


En tenant compte de g,_» — 0, avec m > n, la limite supérieure 
de la deuxième somme de la formule (7.55), égale formellement à 
l'infini, peut être remplacée par le nombre n#. Alors, on obtient 
finalement 


P#()G* (2) =2{D fm£nom} (7.56) 


L'opération de l’accolade du deuxième membre de (7.56) s’appelle 
convolution des fonctions échantillonnées f, et £g,. Sa notation sym- 
bolique est fagi. Puisque dans la démonstration les fonctions 
fn et £n Sont équipotentes, dans la formule (7.56) leurs indices peu- 
vent être changés de place. 

Ainsi, nous avons démontré que l'original du produit des trans- 
formées est une convolution des originaux des cofacteurs, mais d’au- 
cune façon n'est leur produit. 

La transformation en z modifiée vérifie l'expression 


Z {fn (E)*gn} — E* (2, €) G* (2). (7.97) 
Théorème de la somme des ordonnées discrètes. Examinons la 


fonction échantillonnée f, qui satisfait à la condition f, — O0 pour 
n — co. Par définition de la transformation en z 


F* (2) => fn2 
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Prenons la limite pour z — 1 du deuxième et du premier membres 
F#(1= ZX fn (7.58) 


De la sorte, pour déterminer la somme des échantillons d’une 
fonction qui décroît jusqu’à zéro avec le temps, il faut calculer sa 
transformée en z et y poser z = 1. 

L'aire comprise entre les axes des coordonnées et l'enveloppe 
escalier de la fonction échantillonnée considérée est 


Il vient 
S = TF*® (1). (7.59) 


$ 3. FONCTIONS DE TRANSFERT 
DES SYSTÈMES EÉCHANTILLONNES EN BOUCLE OUVERTE 


Système en boucle ouverte à échantillonneur 6 


Nous avons montré que les structures des systèmes à échantillon- 
neurs réels peuvent être ramenées à la forme représentée sur la figure 
7.11, b, où la fonction de transfert de la partie linéaire continue ré- 
duite est désignée W (p). C'est un fait connu que la transformation 
inverse de Laplace de W (p) donne la fonction pondérale, c’est-à-dire 
Ja réponse du système à l'impulsion unité 


w (t) = Li {W (p)}. 


D'après la définition de l’échantillonneur 6, à la partie linéaire con- 
tinue est appliqué un train d'impulsions dont l'aire est égale aux 
échantillons de la grandeur d’entrée e (t). L’impulsion d’aire uni- 
taire appliquée à l'instant mT provoque la réaction w (t — mT) 
représentée sur la figure 7.15, a. Si l’aire de l’impulsion est égale 
à Em, la composante du régime transitoire produite par cette impul- 
sion sera e,, fois plus grande, c’est-à-dire sera égale à w (t — mT) es. 
Pour trouver la réponse du système à un signal d'entrée arbitraire, il 
faut sommer toutes les composantes engendrées par les impulsions 
unités isolées (fig. 7.15, b). Alors, 


ñn 


(= ZX w(t—mT)e, pour nT<t<(n+1)T. (7.60) 


Prenons la transformation en z, des deuxième et premier membres 
de l'équation (7.60) 


Zn (29) =Zn (D VC mT) en} =Z{D wn-m(e)en}. 
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En appliquant le théorème de la convolution, on obtient 
Zm {rt (t)} = Zn {w (t)} Z {eh}. (7.61) 


Utilisons les notations introduites dans les équations (7.14) et (7.15) 
et en définissant les transformations en z et en 5, récrivons (7.61) 


X*(z,e) = W® (z,e) EY (2). (7.62) 
On en tire directement 
W® (z,e) = X* (z, e)/E* (2), (7.63) 


où W* (z, e) s'appelle fonction de transfert du système échantillonné 
en boucle ouverte à échantillonneur 6. Il est clair qu’elle est définie 


a 
: pr) 
TL 
W{t-mT) 
É 
| e* 
mr Ê 


Fig. 7.15. Réponse de la partie continue du système 


comme le rapport de la transformation en z,, de la grandeur de sortie 
et de la transformation en z de la grandeur d'entrée. Sous la forme 
implicite une telle fonction de transfert donne la dépendance du 
signal de sortie continu par rapport au signal d'entrée échantillon- 
né. Comme le montre l'équation (7.61), 


W* (2, e) = Zn {w (t)} (7.64) 


est la transformée en z,, de la fonction pondérale de la partie linéaire 
continue du système. Au $ 2? de ce chapitre nous avons montré que 
la transformation en :, peut être appliquée directement aux trans- 
formées en L, c'est-à-dire il est vrai que 


W® (2, 2) = Zmz {W (p)} (7.65) 


est la transformation en z,,r de la fonction de transfert de la partie 
linéaire continue du système. La dernière relation est très commode, 
puisque W (p) est la caractéristique des systèmes continus la plus 
utilisée, bien étudiée dans les sections précédentes. Si l’ordre du 
numérateur de W (p) est strictement inférieur à l’ordre du dénomi- 
nateur et tous les pôles de W (p) sont simples, le plus simple est de 
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calculer W* (z, e) d’après la formule (7.26). Notons que les problèmes 
de détermination des racines p, et des constantes k, [cf. la formule 
(7.27)] ont été examinés de près en étudiant les systèmes continus 
et ne présentent aucune difficulté. Le passage des racines p, aux 
racines z, est également très simple. Dans un cas plus général, lors- 
que les contraintes mentionnées ne sont pas observées, il convient 
d'employer l’opérateur (7.20) en développant F (p) = W (p) en 
une somme des fonctions, dont la transformation en z,,, est déjà 
connue. Pour calculer W%* (z, e) on peut également appliquer les 
formules (7.14) et (7.25) en recourant au remplacement évident de 


1 (k) par w(t) et de F (p) par W (p). 
Posons dans l'équation (7.63) e — 0. Il vient 


W® (z) = X* (2)/E* (2), (7.66) 


où W* (z) s'appelle fonction de transfert discrète. Elle est détermi- 
née comme le rapport entre la transformation en z des grandeurs de 
sortie et d’entrée et sous la forme implicite donne la dépendance du 
signal de sortie discret par rapport au signal d'entrée discret. Si 
en explorant le système asservi on a besoin seulement de la fonction 
de transfert discrète, on n’est pas forcé alors de chercher W* (z, &) 
et d'y annuler & ; il est plus raisonnable d'utiliser directement la for- 
mule (7.28) ou, dans un cas plus général, l'opérateur (7.23). 

Pour étudier les propriétés de la fonction de transfert du système 
échantillonné en boucle ouverte, écrivons encore une fois l’équation 
(7.26) et réduisons l’expression de son deuxième membre au dénomi- 
nateur commun 


l 


* — … .#E Z me p° (z, €) = 
W* (z, = 2 k;zi ee oo À (1.67) 
où 
1-1 
P*(z,e)=Ù c;(e):!"i;: (7.68) 
i=0 
l l 
“= deri= []G-2), d=1. (7.69) 


On peut en tirer les conclusions suivantes: 
la fonction de transfert est un rapport des polynômes en z 


rappelons que pour des systèmes continus la fonction de transfert 
est le rapport des polynômes en p; 

les coefficients c,; du numérateur de W®* (z, e) dépendent de &; 
autrement dit, les zéros de la fonction ne sont pas fixés en z; 
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les coefficients d; du dénominateur de W* (z, €) ne dépendent 
pas de e; 

l’ordre du polynôme Q* (z) est égal à L et coïncide avec l’ordre 
de Q (p), polynôme caractéristique de la partie linéaire continue ; 

les racines de l’équation caractéristique du système échantillon- 
né en boucle ouverte z, coïncident avec les racines de z, ; ces derniè- 
res se calculent aisément d’après W (p), fonction de transfert de la 
partie linéaire continue; en effet, 

l 


Q* (2) = Il (2— 2) =0. (7.70) 


On en tire les racines de l'équation caractéristique du système échan- 
tillonné en boucle ouverte: 
ePiT, 


—— D — 


Led 
SV = 2] — 


Exemple 7.3. Trouver la fonction de transfert du système re- 
présenté sur la figure 7.11, b. Supposons que la partie linéaire conti- 
nue se compose de deux éléments apériodiques couplés en série. 
Composons la fonction de transfert de la partie linéaire continue du 
système 
CR 

(Pp—a)(p--b) 
Alors, l'équation caractéristique de la partie linéaire continue sera 


p+a)(p+b)=0. 


Déterminons les racines dans les plans p et z, ainsi que les coeffi- 
cients constants k;: 


W (p) = 


Pa=—b; z=e TT; k,= — 
En portant les valeurs trouvées dans (7.67), on obtient 


kz e2Te e”?Te : 
Poele) 679 
En posant dans (7.71) e — 0, cherchons la fonction de transfert 
discrète du système en boucle ouverte à échantillonneur Ô: 


e”2T—e-0T 


kz 
POS Tee 


Notons que le zéro unique de W* (z) se trouve sur l'origine des 
coordonnées du plan complexe :, alors que les deux pôles qui en mo- 
dule sont inférieurs à l'unité, reposent sur l’axe réel dans le demi- 
plan de droite. Le coefficient k est factorisé dans le numérateur de 
W# (2). 
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Système échantillonné en boucle ouverte 
à modulation d’impulsions en amplitude 


La structure d'un tel système est visualisée sur la figure 7.14, a; 
c'est un cas particulier de la structure de la figure 7.11, b. Les ré- 
sultats obtenus, dont le principal est l'équation (7.65), sont donc 
complètement applicables à notre cas. Qui plus est, par W (p) il 
convient d'entendre le produit des fonctions de transfert du forma- 
teur et de la partie linéaire continue propre qui est l'équation (7.9). 
Pour le système à modulation d’impulsions en amplitude la fonction 
de transfert du formateur est de la forme (7.8). Ainsi, il faut calculer 


pee (EE (= 2 
— Z1 {e-vTP =} (7.73) 


L'équation (7.73) montre qu'il faut chercher deux transformées: 
la transformation en z;, de la réponse temporelle non décalée et 
décalée de y7 de la partie linéaire continue. Pour simplifier les 
calculs supposons provisoirement que parmi les pôles de W, (p) 
il n’y a pas de pôles nuls, c’est-à-dire la partie linéaire continue ne 
comporte pas d’intégrateurs. Admettons également que l’ordre du 
numérateur de W, (p) est strictement inférieur à celui du dénomina- 
teur et que tous les pôles de W, (p) que nous notons p,, pe, . .., P} 
sont des pôles simples. Affectons au pôle nul du deuxième membre 
de (7.73) l’indice ? + 1. Remarquons que ce pôle est engendré par 
le formateur. Tout d’abord, en vertu de (7.67), écrivons 


7. 2 {RP 2)—S LE (7.74) 


21 


ss (p) P (pi) 
TT ipiQi CP) 


k= lim (p— pd 


kix1= nn) ky (i=1,2,...,0D. (7.75) 


La validité de la dernière égalité de (7.75) devient évidente si on 
examine la réponse temporelle de la partie linéaire continue 


l 
1 f W; (p) 4 f_P (P) 1 ; ie 

hO=L {Per = Es tLku (7.76) 

à l'instant initial, en retenant que pour sa contraintes imposées, 

h (0) = 0. La transformée du premier terme de (7.73) s'obtient à 

partir de (7.74) avec e = 0, alors que pour calculer le deuxième 

terme on fait appel au théorème du retard en nombres non entiers, 
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à l'équation (7.44a) dans laquelle pour notre cas il faut adopter 
k = 8 = 0 et t = y. De cette façon on obtient 


+1 +1 RE 


W*(2)= S ki——— 5 k,— 


i=1 i=1 


= — 


— >) D — S Ci, (7.77) 
tri 
où 
Ci=k (Az) Et) (1 eV) (7.78) 
RER : PiQi (Pi) ; ° 


i= 1, 2; sel: 


L'équation (7.77) détermine la fonction de transfert discrète 
du système échantillonné en boucle ouverte à modulation d’impul- 
sions en amplitude ; cette expression rend déjà compte des propriétés 
de l'élément qui forme des impulsions rectangulaires. Rappelons 
que L est l’ordre de l'équation caractéristique de la partie linéaire 
continue, alors que les nombres p,, Pe, - . ., p, Sont les racines de 
cette équation. La comparaison des formules (7.67) pour e = 0 et 
(7.77) montre que l'introduction du formateur ne change ni le nom- 
bre de termes de W* (z), ni le polynôme caractéristique Q* (z). 
Pourtant, son introduction change sensiblement le numérateur de 
W* (2), c'est-à-dire les zéros de la fonction de transfert du système 
échantillonné. On peut montrer que la formule (7.77) peut être ap- 
pliquée également sans modifications quelles qu'elles soient au cas 
de la partie linéaire continue à un intégrateur. Notons p, = 0 le 
pôle engendré par l’intégrateur. Le calcul direct de (7.78) conduit 
à l’indétermination du type zéro divisé par zéro dont le développe- 
ment donne 


7 P (0) 


GT 


avec pr =0. (7.79) 


Exemple 7.4. Trouver la fonction de transfert du système repré- 
senté sur la figure 7.11, a. Supposons que la partie linéaire continue 
se compose de deux éléments apériodiques couplés en série. La fonc- 
tion de transfert et l'équation caractéristique de la partie linéaire 
continue sont les mêmes que dans l'exemple précédent: 


k L 
W, (p) —p+re)p+r0) 
Qi(p)=(Pp+a)(p +b)=0. 
326 


Déterminons les racines dans les plans p et z, ainsi que les coefficients 
constants k, et C; 


k k (1—e*Te) 
ss ST: je rm Se NT DS 
pi=—a; ze; À a(b—a) C a(b—a) ‘? 
k k (1—eYTb) 
En = sir: = Dre 7 
Pa=—0; 22=e775; b(b—a) ? C2 b(b—a) 
Portons les valeurs obtenues dans (7.77) pour avoir 
+ (:) _ k [ b(e=2T(-v) _e-0T) - ate-?T(i-Y) _e—bT) | 
#17 ab(b—a) | z—e72T z—e"0T | 


(7.80) 


Notons que la position du zéro de la fonction (7.80) (le zéro ne 
se trouve plus maintenant sur l'origine des coordonnées), ainsi que 
la valeur numérique du gain du système échantillonné en boucle 
ouverte dépendent du choix du rapport des impulsions y. Les pôles 
ne dépendent pas de y et coïncident avec les pôles de la fonction 
(7.12). 


$ 4. RÉPONSES FRÉQUENTIELLES 
DES SYSTÈMES ECHANTILLONNES EN BOUCLE OUVERTE 


Dans cette section nous nous bornerons à l'étude des réponses 
fréquentielles des systèmes échantillonnés à modulation d’impulsions 
en amplitude. Soumettons l’entrée du système à l’action harmonique 
de la forme e (t) = et’. La fonction échantillonnée correspondante 
et sa transformée en z s'écrivent 


e,—=elèe et E*(z) = —À 


20 


oùt = nTet la pulsation relative © = o7. La transformée du signal 
de sortie discret peut s’obtenir en utilisant la définition de la fonction 
de transfert 


X* (2) = W® (2) E* (), 


ou sous la forme développée 


l 
X#(2)= DC —— —— . (7.81) 


z— 32 1 
ini Î z—© 


Pour déterminer la réponse du système il faut trouver la transforma- 
tion en z inverse 


l 
Zn = 2 {X*(2)}= D CizZ — ——. (7.82) 
imi ) 


(z—e)0) (2— ep 
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Résolvons au préalable un problème auxiliaire: transformons 
la différence des exposants échantillonnés 


Z {ein — ezzn} = (e21 — ez2) Ce) : (7.83) 
En utilisant la relation (7.83) obtenons de l’é équation (7. 82) la sortie 
discrète du système dans le cas du ie d’entrée harmonique 


Tn= DC —— = Fr spi: s Co enr (7.84) 


jo 
i= 1 € —2 im 4 —C 


Le premier terme de représente une composante forcée, 
et le deuxième, une composante libre. Pour les systèmes stables 
Re p, < 0 et avec le temps la composante libre s’amortit. On peut 
donc écrire pour le régime stationnaire 


— W*{(jo)e,, (7.85) 
où 
W* (jo) — S c, (7.86) 
{= D— 2 


Ici W*(Go) est le lieu de transfert du système échantillonné à 
modulation d’impulsions en amplitude. Il détermine dans les sys- 
tèmes échantillonnés le régime stationnaire pour les actions d'en- 
trée sinusoïdales. On voit des relations obtenues que les échantillons 
forment à la sortie du système une séquence sinusoïdale, autrement 
dit, l’une des enveloppes d’une telle fonction échantillonnée est 


une sinusoïde. On peut donc dire que le module de W* (jo) est le 
rapport de l’amplitude de l’enveloppe du signal de sortie échan- 
tillonné à l’amplitude du signal d'entrée sinusoïdal, alors que l’argu- 
ment de W* (jo) est le déphasage entre elles. Il convient de noter 
qu’à la sortie du système échantillonné on observe réellement un 
signal continu qui coïncide avec la séquence sinusoïdale des échan- 
tillons seulement à l’instant du prélèvement. Dans lesintervalles entre 
ces instants le signal réel peut se distinguer de la sinusoïde. S'il 
faut étudier de plus près la forme du signal de sortie pour une entrée 
soumise à l’action harmonique, il faut écrire l'équation (7.81) sous 
la forme 


X* (z, 8) = W* (z, e) E* (2) 
et effectuer des calculs analogues. 
En comparant l'expression du lieu de transfert (formule (7.86)) 


avec celle de la fonction de transfert (formule (7.77)) on voit sans 
peine que 


W*(jo)=W*(z:)] avec z—efv. (7.87) 
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Le lieu de transfert peut s’obtenir à partir de la fonction de transfert 
discrète, si z varie suivant le cercle de rayon unité. Puisque ef — 
— @{w+2k2) , où À est un nombre entier, le lieu de transfert sera 


une fonction périodique de la pulsation w (la période est égale à 2x). 
Il s'ensuit que pour construire le lieu de transfert il suffit de faire 
varier la pulsation dans la marge de —x à +1. Physiquement ceci 
s'explique par le fait que pour les pulsations distinctes de 2kx, les 
séquences des échantillons d'entrée coïncident. Extrayons les parties 
réelle et imaginaire d’un des termes du deuxième membre de l’équa- 


tion (7.86): 


Cizie 79 2; == Cizi (cos w— 27) + jCy2} sin (—) (7 88) 


e/%— se 7 —:; 1— 22; cos © + :? 


Pour chasser j du dénominateur de la formule (7.88) on a multiplié 
le numérateur et le dénominateur par le complexe conjugué et ap- 
pliqué la formule d'Euler. Il 
s'ensuit que la partie réelle 
est une fonction paire de la 
pulsation, et la partie imagi- 
naire, une fonction impaire. 
En construisant le lieu de 
transfert il suffit donc de réa- 
liser les calculs dans la mar- 
ge des pulsations de 0 à x. 
Pour des pulsations négatives, 
le lieu de transfert s'obtient 
donc comme une réflexion 


spéculaire par rapport à l'axe Fig. 7.16. Graduation de la pulsation 


? - : n em 
réel. L’allure de la variation Ljitive w et détermination de la phase 


de w dans le plan z est don- Ge la fonction M(jw) dans le plan : 
née par la figure 7.16. La 


graduation de la pulsation 

dans le plan z suit l'arc de cercle unité, la valeur numérique de 
6 étant déterminée par la phase de son rayon vecteur. Comme 
nous venons de le montrer, l'intérêt porte sur la partie de l'arc qui 
est située dans le demi-plan supérieur. Puisque le lieu de transfert 
est la somme des termes de la forme 


M (j@) = A/(ef° — d), 


il est utile d'apprendre à construire les lieux les plus simples de tels 
termes, puis sommer les vecteurs correspondants. Soient À et d des 
nombres réels : la liaison entre eux et C; et z, est évidente. Alors, 


pour 6 —=0, M (0)=A/(1—d), et pour w—=nx, M (x) — 
— —A|/ (1 + d). Supposons que le lieu A (jo) soit un cercle de rayon 
r et de centre u, (fig. 7.17). 
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Puisque 
2r = M (0) — M (x) = 24/ (1 — d), 


il vient 
r = A/ (1 — d?) (7.89) 
et 
A A d 
= M (Or re (7.30) 


La figure 7.17 montre que le vecteur ac, c’est-à-dire le vecteur du 
lieu de transfert, peut être mis sous la forme 


ac = ab + bc. (7.91) 
11 s'ensuit que 
__— A Ad À .. 
lbc|= M (jw)—uol = ne: del 1-0 (7.92) 


Le module du vecteur bc ne dépendant pas de la pulsation, la suppo- 


sition que le lieu 47 (jo) est un cercle s’est justifiée. Par conséquent, 
pour construire le lieu de chaque 
terme du lieu de transfert il faut 
calculer le rayon r et la position 
du centre u, d’après les formules 
(7.91) et (7.92), puis tracer le cer- 
cle indiqué. 

Cependant il n'est pas encore 
clair comment graduer les pulsa- 
tions le long du lieu. Pour l'établir 
utilisons le plan z. Portons dans 
ce plan le pôle d (cf. fig. 7.16) sur 
Fig. 7.17%. Lieu‘ de la fonction l'arc du cercle, et menons à partir 

M Go) de ce pôle le vecteur jusqu'à un 
point arbitraire b qui repose sur 
l'arc du cercle unité. Rappelons qu’à chacun de ces points correspond 


une pulsation w déterminée. Le vecteur 
db=ev—d 
est le dénominateur de M (jo), et donc 


arg M (jo) = —q. (7.93) 


La relation (7.93) permet de rendre bien simple la réalisation de la 
graduation des pulsations le long du cercle construit sur la figure 
7.17. Cette opération devient encore sensiblement plus simple si 


on confond les plans z et W* (jo) de façon représentée sur la figure 
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7:18. Notamment, il faut placer le pôle d à l’origine des coordonnées 
du plan W* (Go), et mener l'arc du cercle unité de centre en O, dans 
le demi-plan inférieur. Ce qui est démontré précédemment amène 
qu'aux points d'’intersection du rayon arbitraire db avec les deux 


Fig. 7.18. Graduation des pulsations © suivant le lieu de la fonction M (jo) 


cercles les pulsations sont les mêmes, c’est-à-dire la pulsation en b 
est égale à la pulsation en a déjà connue. 

Exemple 7.5. Construire le lieu de transfert du système échan- 
tillonné en boucle ouverte représenté sur la figure 7.11, a. Supposons 
que la partie linéaire continue soit composée d’un seul intégrateur. 
Les valeurs numériques des paramètres du système sont: T = 2; 
y = 0,5 et 4 = 1. La fonction de transfert du système en boucle 
ouverte s'écrit: 


En remplaçant z par e* et en portant les valeurs numériques des 
paramètres, on obtient l’équation du lieu de transfert 


W* (jo) = 1/(ef2 — 1). (7.94) 


Puisqu'ici d = 1, le cercle M (jo) dégénère en une ligne droite. 
Les formules (7.89) et (7.90) ne fournissent pas d’information sup- 
plémentaire, aussi décomposons-nous (7.94) en parties réelle et 
imaginaire 


Re { F = — 0,5; In { : = ss (7.95) 


ei ew_1 1— cos w 


Le lieu de transfert est une droite parallèle à l'axe imaginaire 
(fig. 7.19) ; la partie réelle de tout vecteur est égale à —0,5. Pour 
graduer les pulsations le long de la droite, comme le montre la fi- 
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gure 7.19, on peut utiliser la méthodologie décrite. Fait caractéris 
tique : avec une fréquence x le lieu ne vient pas à l’origine des coor- 


données du plan W* (jo). Notons également que le gain k du système 


Fig. 7.19. Le lieu de transfert du système exploré par l'exemple 7.5 


figure en facteur dans l'équation de W* (z). Par conséquent, avec 
la croissance du gain 4, chaque vecteur du lieu de transfert augmente 
en module, mais ne change pas de phase. Le point À de la figure 7.19 
se déplace alors à gauche. 


$ 5. TRANSFORMATIONS STRUCTURELLES 


Au $ 3 du présent chapitre nous avons obtenu les fonctions de 
transfert des systèmes échantillonnés. Puisque les systèmes envi- 
sagés sont linéaires, on peut leur appliquer le principe de superposi- 
tion. En se guidant par ce principe, on peut réaliser certaines trans- 
formations de structures, afin de les réduire à une forme plus com- 
mode pour la résolution des problèmes. Ces transformations struc- 
turelles rendent possible une obtention relativement simple des 
fonctions de transfert ou des équations aux transformées des systèmes 
échantillonnés en boucle fermée à structure initiale très compliquée. 

Pour les structures représentées sur les figures 7.20, a, b, c on 
peut écrire 


X* (2, e) = [W (p}l* (z, e) E* (2); (7.96) 
X* (2, e) = [W, (p) Wa (P)I* (c, e) E* (2); (7.95) 
X* (2, e) = [W, ()I* (2, e) [W, (p)I* (2) E* (2). (7.98) 


Dans ces équations nous utilisons le symbolisme suivant: 
[W (p)I* (z, &) = Zur {W (p)} = W® (4, e). (7.99) 


L'équation (7.96) est évidente, sa validité a été démontrée au & 3. 
La structure de la figure 7.20, b est en principe analogue à celle de 
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la figure 7.20, a. Pourtant, on voudrait ici attirer l'attention sur le 
fait que la transformation en z,,. des transformées en L n’est pas 
égale au produit des transformations en z,,.. En résolvant ce pro- 
blème il faut d’abord trouver le produit des fonctions de transfert 


Le | 


æ 


Ô 


C 


Fig. 7.20. Schémas fonctionnels des systèmes échantillonnés en boucle ouverte 


W, (p) et W, (p), et ce n'est qu'ensuite appliquer la transformation 
en zmr- La validité de l'équation (7.98) se déduit des deux relations 
suivantes 


X* (2, e)=[W:(p)}I* (: e) £Ÿ(2); 
Ef(z)=1W; (p)I* (2) E* (2). 


Par la suite nous écrirons l’équation (7.98) sous la forme plus con- 


densée : 
X*(z, e) = Wi(z €) W*(z) E* (2). (7.100) 


Pour résoudre de tels problèmes il faut porter une attention 
spéciale sur celle des grandeurs qui est réellement discrète et sur 
celle qui est considérée comme telle pour simplifier les calculs, bien 
qu'au sens physique elle soit continue. On applique donc soit la 
transformation en z ordinaire, soit cette transformation modifiée. 

Cherchons la fonction de transfert du système bouclé dont la 
structure est représentée sur la figure 7.21. Ecrivons d’abord l’équa- 
tion du sommateur 


E* (2) = X? (2) —[WiW)*{e) E* (2). (7.101) 


En vertu des remarques faites précédemment, la transformée du 
signal à la sortie du canal de retour ne peut être présentée sous forme 
d'une certaine fonction de la transformée de la grandeur réglée 
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X* (2); on doit donc la représenter comme fonction de la transfor- 
mée de l’erreur de réglage E* (z). En résolvant (7.101) par rapport 
à ÆE* (z), on obtient 


E*(z)= KE (2) X$ (2), (7.102) 

où 
KE (z)=1/11+WY%(2)] ‘ (7.103) 

ot 
W*(z)=[W WI" (2). (7.104) 


KE(z) s'appelle fonction de transfert discrète du système échan- 
tillonné en boucle fermée par rapport à l’erreur de réglage, et W#* (2), 


Eig. 7.21. Schéma fonctionnel d'un système échantillonné en boucle fermée 


fonction de transfert discrète du système échantillonné en boucle 
ouverte. 

En vertu de l'équation (7.96) nous sommes légitimés d'écrire 
pour la chaîne directe du système 


X*(z, e)—=WT(z €) E* (2). (7.105) 


En portant dans (7.105) la valeur de ÆE* (z) tirée de (7.102) et en 
tenant compte de (7.103), on obtient 
X%(z, e)= K%(z, e) XS (2), (7.106) 


= 


ou 


K*(2, e)=W}(z, e)/[1+W%*(z)]. (7.107) 


K%*(z, e) se nomme fonction de transfert du système échantillonné 
en boucle fermée. Cette fonction se forme de la façon suivante: 
au numérateur figure la fonction de transfert de la chaîne directe 
(transformation en z, de la fonction de transfert W, (p) de la 
chaîne directe), et au dénominateur, l'unité plus la fonction de 
transfert discrète du système échantillonné en boucle ouverte (trans- 
formation en z, de la fonction de transfert W, (p) W, (p) du système 
en boucle ouverte). Si la structure est à retour unitaire, c’est-à-dire 
si W, (p) = 1, il vient 


K® (z,e) = W® (2, e)/ [1 + W® (2)]. (7.108) 


Notons encore une fois qu'au numérateur et au dénominateur de la 
fonction de transfert on effectue des transformations différentes de 
la même quantité. 
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Si on étudie le comportement du système rien qu'à des instants 
discrets, ce qui se fait, par exemple, pour diminuer le volume des 
calculs, on peut utiliser la fonction de transfert discrète du système 
bouclé qui s'obtient à partir de l'équation (7.108) avec & nul 


K* (z) = W® (JU + W® (2)] = P* (z)/[P*% (2) + Q* (z2)]. (7.109) 
La deuxième égalité de (7.109) détermine le numérateur et le dénomi- 


nateur de X* (z) sous la forme des polynômes en z. Dans ce qui pré- 
cède nous avons montré que W* (z) peut être mis sous la forme 


W® (2) = P* (2)/0* (), 


où P* (z) et Q* (z) sont des polynômes en z. 
Examinons des cas plus compliqués. Pour le système représenté 
sur la figure 7.22, a il faut trouver la liaison entre la charge F (p), 


Fig. 7.22. Structure utilisée PURRNEE la relation entre la charge et la gran- 
eur réglée 


la consigne X, (p) et la grandeur réglée X (p). En reportant le som- 
mateur en aval de l'élément W, (p) et du point de prélèvement de 
l'information, on ramène la structure à la forme représentée sur la 
figure 7.22, b. La fonction de transfert du contour fermé a été trou- 
vée précédemment. Elle est déterminée par la formule (7.108) où 
maintenant 


w* (z, €) — ZmL {W: (p) Wa (p)}. 
En tenant compte des équations du sommateur à l'entrée et à 
la sortie de la structure de 7.22, b, on obtient finalement 


X* (2, e)=[FWI* (2, e)+ pr (AS (z)—[FW]*(2)}. (7.110) 
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Cet exemple montre qu'on ne parvient pas à exprimer sous la forme 
explicite la transmittance de charge. On peut seulement écrire 
l'équation aux transformées. Si on entend par grandeur d’entrée 
la charge réduite F (p) W, (p) et si on pose e = 0, alors, la trans- 
mittance de charge réduite du système échantillonné en boucle fer- 
mée peut s'écrire sous la forme explicite. Elle est égale à 
4/ [1 + W® (2). 

Sur la figure 7.23, a un correcteur continu à fonction de transfert 
W, (p) est couplé en série au système échantillonné. De cette façon, 


Fig. 7.23. Couplage en série du correcteur à action continue 


le signal de désadaptation passe d’abord sur le correcteur et seule- 
ment ensuite vient sur l’échantillonneur. En faisant passer le som- 
mateur à travers l'élément W, (p) on ramène la structure à la forme 


Fig. 7.24. Couplage en série du correcteur à action discrète 


de la figure 7.23, b. Tout comme dans l'exemple précédent, rempla- 
çons le contour fermé et transformons le signal d'entrée. Il est clair 
que là aussi on peut écrire seulement l'équation aux transformées 


W,]* (z, &) = 
X* (2, = re LAW al (6). (7.111) 


Sur la figure 7.24 le correcteur est couplé en série au système 
échantillonné. La grandeur de sortie d’un tel élément du système 
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asservi est une séquence des impulsions. La fonction de transfert de 
la chaîne directe se trouve aisément à partir de l'équation (7.100). 
Dans notre cas il s’avère possible de dégager la fonction de transfert 
du système échantillonné en boucle fermée sous la forme explicite 


X%(:, €) WE (2) WT(: €) 


* {> ee at ——— 
LE XS# (2) 1-+W# (D) WY#(:) 


(7.112) 


Sur la figure 7.25, a un correcteur discret est couplé à la chaîne de 
retour. En faisant passer le sommateur à travers le contour intérieur 


Xo/b) X (bp) 


Fig. 7.25. Couplage du correcteur discret à la chaîne de retour 


ramenons la structure à la forme visualisée sur la figure 7.25, b. 
La fonction de transfert de la boucle intérieure s'écrit : 


K, @) = W, G@) [1 + W, @) W, (p)]. 


Le signal à la sortie de la chaîne de retour (cf. fig. 7.25, b) se trouve 
sans peine à partir de l’équation (7.100). Alors, pour le sommateur 
À l'équation aux transformées se met sous la forme 


X* (2. e)=(X0K;]" (2, e)— [KA W3:]* (2, e)IWe]J* (2) X* (2). (7.113) 


Portons dans (7.113) e égal à zéro et résolvons cette équation par rap- 
port à X* (2) 


à° (= 1+[KiWa]* (2) 1Wel* (2) (7.414) 


Ceci montre que pour calculer la transformée en z,, de la grandeur 
de sortie X* (ze), il faut d’abord trouver la transformée en z de la 
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grandeur de sortie X* (z) d’après l’équation (7.114) et ce n’est qu'’en- 
suite chercher à l’aide de (7.113) la grandeur qui nous intéresse. 

Le couplage du correcteur continu à la chaîne de retour permet 
de ramener sans peine la structure à la forme représentée sur la fi- 
gure 7.21. 


$ 6. STABILITÉ DES SYSTÈMES ECHANTILLONNÉES 


Pour les systèmes échantillonnés la notion de stabilité est énon- 
cée de la même façon que pour les systèmes à action continue : dans 
un système stable la composante libre du processus de régulation 
tend avec le temps vers zéro! 

lim zxi(f) =0. (7.115) 


t— co 


En d’autres termes, si en appliquant une action extérieure on 
fait sortir un système de l’état d'équilibre, puis on supprime l’action, 
un système asymptotiquement stable revient en son état initial. 

Supposons que l’entrée du système à fonction de transfert X* (z, e) 
est soumise à l’action extérieure X% (e). Cherchons la grandeur de 
sortie à l’aide de l’intégrale de transformation inverse 


z, (e)— TE K*(z, e) X° (2) 2771 dz. (7.116) 
r 


Désignons par z, les pôles de la fonction X* (z, e) où À = 1,2, ... 
..-, L Alors, la composante libre du processus de régulation peut 
se mettre sous la forme 


zh (e)= À Res[Æ*(s, e) X2 (z)z"71]. (7.117) 
ÎR 


Si tous les pôles z, sont simples (7.117) peut se récrire sous la forme 
moins compliquée 
$ 
z} (e) = DEC (e) zx. (7.118) 


Il s'ensuit que pour que la composante libre tende avec la croissance 
de 7 vers zéro, il faut et il suffit d'observer la condition 


12: 114 pour k=1,2,...,1, (7.119) 
c'est-à-dire pour un système asymptotiquement stable toutes les 


racines de l'équation caractéristique doivent reposer dans le plan z. 
Si les dénominateurs de W* (z, e) et W* (z) sont identiques *), 


*) Cette supposition signifie qu’un système échantillonné ne peut être 
le siège d'une instabilité latente [4). 
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les équations (7.108) et (7.109) impliquent que l’équation caracté- 
ristique d’un système échantillonné en boucle fermée est de la forme 


G“(G)=1+W*() = P*(2) + Q* (2) =0, (7.120) 


où P* (z) et Q* (z) sont les polynômes du numérateur et du dénomi- 
nateur de la fonction de transfert discrète du système en boucle ou- 
verte W#* (2). 

De la sorte, pour vérifier les conditions (7.149) il suffit d'écrire 
la fonction W* (z), autrement dit pour explorer la stabilité il suffit 
de faire appel au formalisme de la transformation en z ordinaire. 


Critère fréquentiel de la stabilité 


Pour l’étude de la stabilité des systèmes échantillonnés on peut 
appliquer le critère fréquentiel analogue au critère de Nyquist exa- 
miné lors de l'étude de la stabilité des systèmes continus. Sans re- 
courir au calcul des racines de l'équation caractéristique, ce critère 
permet, d’après la forme de la réponse en fréquence du système en 
boucle ouverte, de répondre à la question sur la stabilité d’un Sys- 
tème en boucle fermée. 

Composons la fonction de la forme suivante: 


_ #1 P*(:)+0%(:) _G* (2). = 

FF()=1+W Den — © EG - (7.121) 
Le numérateur de F* (2) est le polynôme caractéristique du système 
en boucle fermée, et son dénominateur, le polynôme caractéristique 
du système en boucle ouverte. Puisque l’ordre de P* (z) n’est pas 
supérieur à celui de Q* (z), le numérateur et le dénominateur de 
F* (z) ont les mêmes ordres égaux à /. En décomposant les polynô- 
mes Q* (z)et G* (z) en facteurs premiers, récrivons l'équation (7.121) 


L H 
F*(2)= I G—21)/ [] G—29: (7.422) 


Cherchons l'accroissement de l'argument du vecteur (z — z;) pour 
la variation de z suivant le cercle unité dans la direction indiquée 
sur la figure 7.26. Si le pôle (ou le zéro) z; est extérieur par rapport 
au cercle, l'accroissement de l’argument est nul, et s’il est intérieur, 
l’accroissement de l'argument vaut +2x, c'est-à-dire 


O0 pour /z;[>1, 


| _— 
Aerg(s—2)= 27 pour |z|<1. 


(7.123) 


Désignons le nombre cc racines extérieures de l'équation G* (2) = 0 
par la lettre V, et le nombre de racines extérieures de l'équation 
Q* (z) = O0 par la lettre P. Les équations (7.122) et (7.123) et les 
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remarques sur la disposition des zéros et des pôles de la fonction 
F* (z) entraînent que lors de la variation de z suivant le contour, 


Aarg F*(:) = 2n(—N)—2nx (1 — P) = —-2x (N — P). 
(7.124) 
Pour un système bouclé stable les racines de l’équation caractéris- 
tique doivent être à l'intérieur du cercle unité. On a donc pour 
N =0et z — ex de (7.124) 
À arg F* (jw) = 2xP, (7.125) 


où w varie de —7 à 7. 
Ceci constitue justement la condition de stabilité, l'énoncé ma- 
thématique du critère fréquentiel : pour que le système en boucle 


’ 


1 1 


€ 


F"(j@)-1:w{j@) 


Fig. 7.26. Détermination de l'ac- Fig. 7.27. Construction du vecteur 
croissement du vecteur (: — z;) F* (jw) dans le plan 


fermée soit stable, l'accroissement de l’argument de la fonction 


F* (jw) avec la variation de la pulsation de —x à +x, doit être 
égal à 2x7P, où P est le nombre de racines extérieures par rapport au 
cercle unité de l'équation caractéristique du système en boucle 
ouverte. 

La figure 7.27 montre qu’au lieu de l'accroissement de l'argument 
de la fonction F* (jw) on peut considérer la disposition relative du 
lieu de transfert du système en boucle ouverte et du point de coordon- 
nées —1{, j0. D'autre part, la symétrie du lieu de transfert permet de 
se borner à la marge des pulsations positives. Alors, le critère peut 
être énoncé de la façon suivante: le lieu de transfert du système en 
boucle ouverte instable (P =£ 0) construit dans la marge des pulsations 
de O0 à x doit faire 0,5P fois le tour du point —1, jO dans le sens positif : 
le lieu de transfert du système en boucle ouverte stable (P — 0) 
ne doit pas entourer le point —1, j0. 

Si ces conditions sont observées, le système en boucle fermée est 
stable. 

L'énoncé mentionné du critère ne concerne pas le cas du système 
en boucle ouverte neutre, pour lequel l’une des racines de l’équation 
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caractéristique est égale à l'unité. Cette situation a lieu si la partie 

linéaire continue contient un intégrateur. Dans ce cas la fonction de 

transfert du système en boucle ouverte à modulation d'impulsions 
en amplitude est de la forme 
1-1 

Wx(:)= S Ci 


i= 1 


Zi “e C} 


L. 2 L. 2 
5 — 2; == | 


Pour © — O0 (2 = 1) le dernier terme de l’équation devient infini 
et, par suite, à cette pulsation le lieu de transfert enregistre une 


- Fig. 7.28. Systèmes neutres 


discontinuité. Pour un z assez proche de l'unité on peut se borner 
seulement à l'examen de ce terme. 

Entourons le point À par un arc de rayon infiniment petit, sui- 
vant la figure 7.28, a. Près de ce point faisons varier z conformément 
à l’équation 


z = 1 + pe’. 
Cherchons pour une telle variation de z le lieu W* (2) 
C C ; 
W* (2) ——"_—Re-iv. (7.126) 


:— 1 2m + pc 0 pe?® 


Par conséquent, à la variation de z suivant le contour incurvé corres- 
pond le lieu de transfert complété par un arc de rayon infiniment 
grand. L’arc commence près du trait en pointillé du lieu de trans- 
fert et se termine près de son trait continu, le vecteur tournant dans 
le sens de l'horloge (fig. 7.28, b). 

Puisque maintenant toutes les racines de l’équation caractéris- 
tique du système en boucle ouverte se situent à l’intérieur du con- 
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tour, on peut appliquer deuxième énoncé du critère: un système 
en boucle fermée est stable, si le lieu de transfert complété par l'arc 
de rayon infiniment grand n'’entoure pas le point—1, j0. 

Exemple 7.6. Explorer la stabilié du système représenté sur 
la figure 7.29, a et calculer le gain critique. 


Fig. 7.29. Schéma fonctionnel et lieux de transfert du système exploré par 
l'exemple 7.6 


Composons la fonction de transfert d’un système échantillonné 
en boucle ouverte 


W* (2) = k(eYT_4) e-T 


a z—e T° 


(7.127) 


En y portant z = ei et les valeurs numériques des paramètres on 
obtient l'équation du lieu de transfert du système 


W* (jo) = U,08k /(ef> — 0,37). (7.128) 


Comme nous l'avons montré, les lieux de transfert sont des demi- 
cercles qui reposent sur le demi-plan inférieur (fig. 7.29, b). Avec 
l’augmentation de k le lieu s’élargit. Puisque le système en boucle 
ouverte est stable, on peut appliquer le deuxième énoncé du critère 
et, par conséquent, le système Z est stable, le système 2 (4 — 20) 
instable, et le système 3 se trouve à la frontière de la stabilité (est 
juste oscillant). Le gain critique X.- se calcule d’après la condition 
W® (x) = — 1. Pour le système donné il est égal numériquement 
à 17. 

Rappelons qu'un système continu du premier ordre est stable 
quels que soient les coefficients positifs. L'exemple envisagé entraîne 
que pour des gains suffisamment grands l’introduction dans le sys- 
tème d’un échantillonneur le rend instable. 
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Utilisation de la méthode du lieu des racines 
pour l’analyse de la stabilité 
des systèmes échantillonnés en boucle fermée 


L'équation caractéristique d'un tel système 
P* (2 +Q(: =0 (7.129) 


est une équation algébrique par rapport à z de puissance !, le gain 
figurant dans le polynôme P* (z) en facteur. C’est pourquoi la mi- 
gration des racines de l'équation (7.129) lors de la mesure de k peut 
être explorée à l’aide de la méthode du lieu des racines décrite au 


æ b 
= 0,91 
Se 
s 
s 
Tp=f y =! a:=! 1°} à 
+ STE Br+ A 
-0,2 02 4 


Fig. 7.30. Schéma fonctionnel et lieu des racines du système échantillonné 
à retard exploré par l'exemple 7.7 


chapitre 4 Comme d'habitude, on construit d’après l'équation des 
phases le lieu des racines (maintenant déjà sur le plan z) et d’après 
l'équation des amplitudes, on procède à la graduation du lieu des 
racines en valeurs du gain k ou du facteur conventionnel k’. Puisque 
chaque point du lieu est une racine de l'équation caractéristique du 
système en boucle fermée pour une certaine valeur de À, on peut 
déterminer le domaine des valeurs de k tel que toutes les / racines de 
l'équation caractéristique reposent à l'intérieur du cercle unité, 
c'est-à-dire le domaine des valeurs de À pour lesquelles le système 
est stable. La valeur de À au point d'intersection du lieu avec le 
cercle unité donne le gain critique. Il convient de noter qu'il n’est 
pas compliqué non plus de construire le lieu des racines pour le 
système échantillonné à retard pur du fait que ce dernier conduit à 
l'apparition d’un nombre fini de pôles et au déplacement des zéros 
de la fonction de transfert du système en boucle ouverte. 

Exemple 7.7. Explorer la stabilité du système représenté sur 
la figure 7.30, a et calculer le gain critique. 
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Puisque le système contient un élément de retard pur, la formule 
(7.77) est inapplicable. Pour obtenir la fonction de transfert discrète 
du système échantillonné en boucle ouverte utilisons donc la métho- 
dologie générale de la déduction (cf. équation (7.65)). Représentons 
le retard +, sous forme de la somme des parties entière et fractionnai- 
re, t, = À + 7, et pour le moment ne fixons pas sa valeur numéri- 
que. Prenons la transformation en z, de la fonction de transfert de 
la partie linéaire continue réduite 


- 1—e-P ke-PTi kePTI1 
W*(2)=ZL{W (p)}— ————-}= _ 2)" — | 
( ) L\ (p)} ZL P p+i (1 2) ZL p(p+1) 
Pour transformer le deuxième facteur utilisons le théorème du retard 
en nombres non entiers d’après lequel il faut trouver au début la 
transformation en z, de la fonction sans retard, puis multiplier 

le résultat par z2-*-!l et remplacer e par 1 — +. On obtient 


W+ ()=k({—zt) za [ |. (7.130) 


z— 1 z—e”l 


Pour la valeur donnée de 7%, cette expression peut être mise sous la 
forme 
0,53k (z+- 0.19) = 
W* = —- (7.131) 

Il s'ensuit que la partie entière du retard pur crée le pôle à l’ori- 
gine des coordonnées du plan z, et sa partie fractionnaire, encore un 
pôle à l'origine des coordonnées et un-zéro sur le demi-plan de gau- 
che. 

La figure 7.30, b représente le lieu des racines du système. À 
mesure que le gain À croît, l’une des branches du lieu aboutit au 
zéro de la fonction de transfert du système en boucle ouverte, alors 
que les deux autres tendent vers les asymptotes parallèles à l’axe 
imaginaire. Puisque le lieu est symétrique à l’axe réel, sa partie 
inférieure ne figure pas sur le dessin. Le lieu coupe le cercle unité 
lorsque le facteur conventionnel k” vaut 0,91 et, par suite, le gain 
critique A4 est égal à 1,7. 


$ 7. PERFORMANCE DES SYSTÈMES ECHANTILLONNES 


La notion de performance des systèmes échantillonnés ne se dis- 
tingue en rien de celle des systèmes à action continue. Nous nous 
intéresserons encore à la précision stationnaire du réglage, temps 
de réponse, valeur du dépassement, propriété oscillatoire du système 
et forme du régime transitoire. 

Dans cette section nous ne nous attarderons pas à l’examen des 
questions étudiées de près dans la théorie des systèmes continus. 
Notons seulement celles des propriétés particulières qui sont pro- 
pres aux systèmes échantillonnés, en nous bornant à envisager le 
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cas de la variation en saut de l’action extérieure appliquée à l’entrée 
de l’échantillonneur. 

Pour déterminer la précision stationnaire du système écrivons 
la transformée de l’erreur de réglage lors de la variation en échelon 
de la consigne 


E* (2) = KE (2) ——. (7.132) 


L’équation (7.132) permet seulement de trouver l'erreur du processus 
de réglage discret, c’est-à-dire d'évaluer la précision du système 
seulement aux instants du prélèvement du signal. Appliquons à 
(7.132) le théorème de la valeur finale 


; : 2 “(1 
eu = lim e, = lim (2—1) KE (2) = KE (1) = pe or » 


(7.133) 


c'est-à-dire, pour trouver l’erreur stationnaire de réglage e.4 il faut 
composer la fonction de transfert du système échantillonne en boucle 
fermée par rapport à l'erreur et y poser z — 1. Si es, = 0, le système 
est dit astatique; si et 0, il est dit statique. D’après (7.133) le 
système échantillonné sera astatique si la condition Q* (1) = 0 
est respectée, mais, P* (1) 0. La valeur stationnaire de la grandeur 
réglée peut s’obtenir d’une façon analogue. À cet effet, au lieu de la 
fonction de transfert X£ (2) il faut utiliser la fonction X* (2). Pour 
évaluer le temps de réponse à partir de l’équation du régime transi- 
toire 


l l 
u - = 
z,= È M zh = 2 M je” PrT" (7.134) 


extrayons un terme à valeur de la racine z, maximale en module. 
Adoptons dans ce terme le facteur A, égal à l'unité, désignons par 
p le module de la racine et par —1, la partie réelle de la racine cor- 
respondante dans le plan p, c'est-à-dire vérifions la relation 


p=enr. (7.135} 


Alors, la durée du régime transitoire décrit par l’équation 
Z,=p"=e"nTr, (7.136) 


peut servir pour évaluer approximativement le temps de réponse du 
système initial. Le temps d’achèvement du processus (7.136) se 
calcule ordinairement d’après la condition: pour n > n, la grandeur 


Zn A. Ici n, est l'estimation du temps de réponse. Par exemple, 
pour À — 0,05 les propriétés de l’exponentielle entraînent 

3 10 

Merle? (7.137) 
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où les lettres « g.e. » signifient qu'il faut prendre la valeur entière 
plus grande. Si p est donné, alors, en vertu de (7.135) et (7.137), on 
peut calculer l’estimation du temps de réponse n,; si c’est la valeur 
désirée de nr, qui est donnée, alors, d’après les mêmes équations, on 
peut calculer p, le module de la racine de l'équation caractéristique 
la plus éloignée de l’origine des coordonnées du plan z. La grandeur 
1 s'appelle « degré de stabilité ». (7.135) montre que dans le plan z 
les lignes n — const sont des cercles de rayon p. De cette façon, 
pour que le système possède la rapidité requise (rappelons que dans 


Fig. 7.31. Lignes de degré de stabilité égal et lieux des racines des systèmes 
du premier (a) et du deuxième (b) ordres 


<es conditions la grandeur p est connue) toutes les racines de l’équa- 
tion caractéristique doivent se trouver à l’intérieur du cercle de rayon 
æ. Ceci peut être vérifié à l’aide du critère de stabilité. 

Soit l'équation caractéristique du système en boucle fermée de 
la forme 


G*(z)= À axz!* = 0. (7.138) 
K=0 


Introduisons la substitution z — pz et explorons l'équation 
G* (pz) = 0 (7.139) 


par rapport à la stabilité. Si les conditions de stabilité sont remplies, 
le temps de réponse du système initial est le temps désiré. En effet, 


dans ces conditions | 2, | << 1, et par conséquent, | z, | << p pour 
tout k. 

Le choix du gain assurant le degré de stabilité imposé est simple 
surtout si on construit le lieu des racines. Ce sera le gain pour lequel 
le lieu coupe la ligne du degré de stabilité égal. Naturellement, dans 
<es conditions, toutes les autres racines doivent être à l’intérieur du 
cercle donné. Les lignes de degré de stabilité égal et les lieux des 
racines des systèmes du premier et du deuxième ordres sont visua- 
lisés sur la figure 7.31. La figure 7.31, a montre que lorsque le gain 
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k varie de 0 à k., le degré de stabilité augmente, puis diminue. Pour 
le système du deuxième ordre considéré la partie du lieu qui n’appar- 
tient pas à l’axe réel coïncide avec le cercle de rayon p. C’est ce qui 
fait que lorsque k varie de 0 à 4,, le degré de stabilité augmente. 
Lorsqu'il varie de k, à k,, le degré de stabilité reste constant pour 
diminuer avec l'augmentation ultérieure de k. Avec k > k, le sys- 
tème devient instable. 

Un système échantillonné présente la particularité très curieuse 
de rendre possible l'obtention d’un degré de stabilité infiniment 
grand. À cet effet il faut que toutes les racines de l'équation caracté- 
ristique se trouvent à l’origine des coordonnées du plan complexe z. 
Le régime transitoire nommé régime de durée finie s’achève en un 
nombre fini de pas égal à l'ordre du système. Qui plus est, par fin 
du régime transitoire on entend l'égalité exacte de la consigne et de 
la grandeur réglée, ainsi que de toutes leurs dérivées. 

Illustrons ce qui vient d’être dit par l’exemple le plus simple. 
Soit la fonction de transfert en boucle fermée de la forme 


K® (2) = LEE 0,271 + 0,822. (7.140) 
Il vient 
X* (2) = K* (2) X° (2) =[0,2z"14 0,872] X*(z). (7.141) 


Si la consigne change par échelon d'une unité, en appliquant le 
théorème du retard en nombres entiers on trouve aisément la réponse 
du système échantillonné, qui est la variation de la grandeur réglée 
z{nT] dans le temps 


z (nT] = 0,2-1 [(n — 1) T]+ 0,81 [(m — 2) TI. (7.142) 


Le graphique du régime transitoire qui correspond à l'équation 
(7.142) est construit sur la figure 7.32. Le processus de réglage s'achè- 
ve en deux pas; avec 2 > 2 la gran- 
deur réglée est égale exactement à la 
consigne. Notons que le temps de ré- 
ponse réel dépend sensiblement de la 
période d’échantillonnage T et il n’est 
pas de rigueur que sa valeur numéri- 
que sera petite. Elucidons les condi- os 1 2  S  # 
tions dans lesquelles toutes les raci- 
nes de l'équation caractéristique repo- Fig. 7.32. Processus de régula- 
sent à l'origine des coordonnées du tion de durée finie 
plan :, et par suite, le système assure 
un régime de durée finie. Si tous les coefficients a, sauf a, de l’équa- 
tion (7.138) sont nuls, on obtient la racine nulle multiple de Z'et le 
processus s'achève en ! pas. La figure 7.31, a montre qu'une telle 
condition est observée pour # — k,: l'unique racine de l'équation 
repose à l’origine des coordonnées. On tire de la figure 7.31, b que 
pour aucun gain les deux racines ne se confondent à l'origine et, par 
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suite, dans le cadre de cette structure un degré de stabilité infiniment 
grand ne se réalise pour aucun gain. 

Pour construire le régime transitoire récrivons la fonction de 
transfert en boucle fermée sous la forme 


l 


Ÿ pi (e) 27 À œ 
K# (2 = —— = k;(e)z7; ao—1. (7.143) 
V a;=”i i=0 


La deuxième égalité résulte de la définition de la transformation en 
Zm- Ici Æ4 (€) sont les échantillons décalés de la fonction de poids du 
système en boucle fermée. Par conséquent, il est vrai que 


l œ Î 
_ Pi (€) 2 nu k; (E) 27 pr az !. (7.144) 


En égalant les coefficients affectés aux mêmes puissances de z des 
deuxième et premier membres de l’équation on obtient le système 
de relations de récurrence 


Po (€) — ko (E); 


Pi (Ee) — h;(e) + ak (e); 
(7.145) 


Pa (€) — ko (e) + ak (e) + ak (E); 


_. Pn (E) = An (€) + Gihn (e) + -.. + anko (e). 
Le système d'équations (7.145) permet d'obtenir un nombre quel- 
conque de coefficients k; (e). Ecrivons la transformée de la grandeur 


de sortie en mettant la fonction de transfert sous forme d’une série 
infinie 


X*(z, e)= KŸ(z, €) X® DS à ki (e) z7'X% (2), (7.146) 
et prenons la transformation inverse 
Zn (e)= ZA {X* (2, e)}= À ki(e) Z'1 {27 IX (2). 
i= 0 


En appliquant le théorème du retard et en retenant que 
Zo [(n — i) T]—0 pour i => n, on obtient | 


Th (E) = S k (e) col —ài) T]. (7.147) 


Notons que pour la construction du régime transitoire il faut 
calculer un nombre fini de coefficients k4(e). L'équation (7.147) 
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montre que pour chaque à il faut trouver la valeur de la fonction 
d'entrée retardée et le coefficient Æ; (e). les multiplier, puis sommer 
tous les produits. 

Si à l'entrée on a l'échelon unitaire, les valeurs décalées 
Zo L(n — i) T] sont les mêmes et égales à l'unité. Alors, l’équation 
devient plus simple 


zn(E) = k;(e). (7.148) 
i-0 
Le régime discret s'obtient en posant e — 0: 
Th — > k:. (7.149) 
i=0 


Dans ces conditions, il est raisonnable d'adopter dans le système 
d'équations (7.145) e = 0, autrement dit, d'appliquer dès le début 
la fonction de transfert discrète A* (2). 

Exemple 7.8. Construire le régime transitoire discret pour le 
système représenté sur la figure 7.33, a. 


a CR LE ae!:he1 
Rs CRE 
b 
Ta 
1e 
12 
1,0 
08 on — 
06 
de 
02 


1 234 5 6578 3 0 n 


Fig. 7.33. Schéma fonctionnel et régime transitoire discret du système exploré 
par l'exemple 7.8 


Cherchons la fonction de transfert discrète en boucle fermée 
0,37z- 0.26 


TE Rd 

LG) = Tes - 
On en tire les valeurs numériques des coefficients a: et ps: an = 1; 
= —1;, a: —=0,63; po =0; p;, =0,37; p: — 0,26. Lesre- 
lations de récurrence sont k&, — 0; k, = 0,37; 0.26 = k, — k;; 


O—=k,— k + 0,63 k,, etc. Le régime transitoire est visualisé 
sur la figure 7.33, b. Pour rendre le dessin plus suggestif on a repré- 
senté l’enveloppe en escalier. 


CHAPITRE 8 


SYSTÈMES NON LINÉAIRES 


Dans le calcul des systèmes de commande automatique les mé- 
thodes linéaires ne s'avèrent pas toujours applicables. Il en est ainsi 
du fait qu'il n’est pas toujours possible de linéariser le système, 
c’est-à-dire il est parfois impossible de construire le modèle linéaire. 
Mais même lorsque ceci est réalisable, l'exploration d’un modèle 
linéaire ne permet que d'obtenir une estimation qualitative du sys- 
tème et dans des limites définies, souvent très petites, en conservant 
les rapports quantitatifs avec telle ou telle précision parfois 
insuffisante. Et que faire lorsque le système est « non réalisable », 
c’est-à-dire lorsqu'il possède des éléments dont le comportement ne 
peut être décrit même dans un petit voisinage du point opératoire 
par des équations différentielles linéaires à coefficients constants ? 
Et que faire lorsqu'il faut observer comment se comporte le système 
à l’échelle globale, alors que le modèle linéaire ne peut être légitime 
qu’à l’échelle locale? Ici, probablement, les méthodes de calcul 
doivent ètre quelque peu différentes et rendre compte de l'allure 
particulière du système, de sa non-linéarité. 

Souvent dans la pratique on peut dire tout de suite que les mé- 
thodes linéaires de calcul sont inapplicables, c’est-à-dire que le 
système est sensiblement non linéaire. Par exemple tel est le cas du 
système qui doit générer des oscillations. En effet, dans le cas de 
sa linéarité l’équation caractéristique de son modèle linéaire devrait 
contenir des racines sur l’axe imaginaire. Or, d'après le théorème 
de Liapounov, l'analyse linéaire ne convient pas à de tels systèmes. 
Il arrive qu’il faut créer des systèmes non linéaires à l’avance. Dans 
certains cas ceci est dû au fait que certains éléments non linéaires 
s'avèrent plus simples et techniquement plus faciles à réaliser que 
les éléments linéaires. Dans d’autres cas les éléments non linéaires 
s'avèrent meilleurs (et, de plus, en principe) d’après les indices qua- 
litatifs. Mais le facteur le plus important actuellement. qui stimule 
l'intérêt accru aux systèmes non linéaires, c'est le fait que les sys- 
tèmes optimaux de commande automatique (auto-adaptatifs,', à 
auto-apprentissage) sont de par leur nature non linéaires. 
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Fig. 8.1. Non-linéarités types 


$ 1. CARACTERISTIQUES NON LINEAIRES TYPES 


Considérons certaines caractéristiques non linéaires les plus usitées. 
La figure 8.1, a représente la caractéristique de relais. Il est évident 
qu’il est impossible de décrire par une relation linéaire un élément de 
telle caractéristique opératoire du fait que le point opératoire com- 
porte une discontinuité. L'équation d’un tel élément s’écrit 


Tm pour u>0 | 
Es Pi DoUE co Su) Tm. (8.1) 


Cette caractéristique est propre aux éléments de commutation, 
relais électromagnétiques, etc. Ainsi, les potentiomètres et les ponts 
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automatiques possèdent un amplificateur à étage de sortie sensible 
à la phase, après lequel vient le moteur réversible qui tourne dans 
tel ou tel sens à vitesse constante suivant le signe du signal v appli- 
qué à l'entrée de l’amplificateur, c’est-à-dire 


d6 
T==sgn (u), 


où 7 est le coefficient ; 6, l'angle de rotation de l’induit du moteur. 

Cette partie du schéma peut être envisagée comme un couplage 
en série d'un élément à caractéristique de relais et d’un intégrateur 
à fonction de transfert W (p) — 1/Tp. Si le système donne lieu à 
un frottement sec, sa caractéristique est très proche de celle de re- 
lais. lorsqu'en abscisses on porte la vitesse, et en ordonnées, la force. 

Lorsque le signe de l’action d'entrée change, la réponse de tous 
les éléments n'est pas simultanée. Ils possèdent une zone d'’insensi- 
bilite définie. A titre d'exemple, la figure 8.1, b représente une ca- 
ractéristique linéaire à zone d’insensibilité. Dans ce cas, l'équation 
se met sous la forme 


—ZTm POU Ou <—u, 
T2— O0 pour |u| Lu, (8.2) 
Tm Ponr u >œu,. 


La nécessité d'explorer le système global oblige d'examiner les 
caractéristiques des éléments à grandes valeurs des actions d'entrée. 
Dans ce cas l’élément peut s'avérer non linéaire tout en étant locale- 
ment linéarisable. À titre d'exemple la figure 8.1, c représente la 
caractéristique d’un amplificateur à saturation. Lorsque ceci est 
possible, ces caractéristiques sont approximées par des linéarités 
par morceaux, comme c’est fait sur la figure 8.1, d. Dans ce cas 


l'équation de l’élément est de la forme 


2. pour u< —u, 
z = utga pour [|u|<u, (8.3) 
< R pour uZ>u,, 


de plus, z, = u, tg &. 

Examinons encore une forme de non-linéarité, la caractéristique 
en hystérésis (fig. 8.1, e). Cette caractéristique est ambiguë. Dans 
le cas le plus simple, si l’action d'entrée varie, par exemple, suivant 
la sinusoïde d'amplitude supérieure à l'intervalle d’ambiguïité de la 
caractéristique, c'est-à-dire si 


u = À sin @é, 


de plus, À > u,, alors le mouvement a lieu suivant le contour exté- 
rieur de la caractéristique yYÔe0oBafy. Mais si le mouvement est 
renversé avec | u | u,, il devient sensiblement plus compliqué. 
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Ainsi. il peut avoir lieu suivant la boucle opôeôo. On tombe sur les 
caractéristiques en hystérésis lorsque le système comporte des élé- 
ments électromagnétiques. 

Les systèmes à transmissions par leviers mécaniques comportent 
toujours des jeux. Les jeux négligeables ne sont pas pris en considé- 
ration, mais s'ils sont grands, ne pas en tenir compte entraîne la 
modification qualitative de l’allure du mouvement. La figure 8.1, f 
représente la caractéristique d'un élément possédant un jeu. C’est 
également une caractéristique non univoque. Supposons que l’action 
d'entrée u et la sortie de l’élément x soient d’abord nulles. Ensuite 
u commence à augmenter, la sortie de l’élément ne changeant pas 
tant que ne soit rattrapé le jeu. Ceci aura lieu au point &. À mesure 
que u continue à croître, d'après la caractéristique le mouvement se 
poursuit jusqu’au point f. Supposons qu’en ce point la grandeur 
d'entrée commence à diminuer. La sortie ne changera pas alors 
jusqu’au point y, tant que ne soit rattrapé tout le jeu. Ensuite, le 
mouvement se poursuit suivant la branche gauche extérieure de la 
caractéristique, etc. 

Il est fréquent que les traits décrits des éléments se combinent. 


Par exemple, la caractéristique de relais peut avoir des boucles 
d’hystérésis ou des jeux, etc. 


$ 2. MÉTHODE DU PLAN DE PHASE 
Définition du plan de phase 


Jusqu’à présent par résultat final on entendait l'estimation du 
régime transitoire en coordonnées « temps — régime transitoire », 
c'est-à-dire on envisageait les équations du temps x (t). Supposons 


que la dérivée de x (t) soit z (t). Alors, des équations 


z=x(t) et z—z(t) (8.4) 


on peut éliminer le temps et obtenir la relation 


p(xz, z)=0, (8.5) 


qui à chaque instant associe la valeur du processus à sa dérivée. En 


effet, l'équation (8.5), ou, sous la forme explicite, la relation qu’elle 
permet d'obtenir 


z = (x) (8.6) 


est une équation différentielle dont la résolution permet d'exprimer 
x (t) sous la forme 


x à : 
Se =! to (8.7) 
To 


238—0551 353 


où z, est la valeur du processus à l’instant { = t,. S'il faut observer 
le comportement du système dans les conditions initiales différentes, 
ceci peut se faire à l’aide de la famille des courbes de la forme (8.5). 


Le plan à système de coordonnées z — x s'appelle plan de phase, 
et les courbes qui vérifient l'équation (8.5) (c’est-à-dire, dont l’abs- 
cisse de chaque point est égale à la coordonnée du processus, et son 
ordonnée à la vitesse du processus au même instant) s’appellent 
trajectoires de phase. Le point de la trajectoire de phase qui traduit 
l’état du système à l'instant donné s’appelle point représentatif. 
L'ensemble des trajectoires de phase qui reflètent tous les mouve- 
ments possibles du système s’appelle dans la littérature russe portrait 
de phase. Il s'avère que le plan de phase est très commode pour l’ex- 
ploration du comportement des systèmes asservis qui dans tel ou 
tel sens sont non linéaires. 


Points singuliers et courbes singulières 


Pour obtenir certains renseignements sur l’ensemble des trajectoi- 
res de phase, considérons d’abord le système linéaire du deuxième 
ordre dont le mouvement libre est régi par l'équation 


z+2hz + wir =0, (8.8) 
et dont les racines de l'équation caractéristique 
r2 + 2hr + w5 = 0 (8.9) 


sont À. et À. Ces dernières sont disposées de façon différente dans 
le plan complexe, ce qui peut faire changer la structure de l’ensemble 


des trajectoires. 
1. Supposons que l'équation (8.9) possède deux racines réelles 


gauches, c’est-à-dire k°> w° > 0. Examinons le cas des racines 
différentes, ce qui ne compromet pas la généralité des raisonnements. 
La solution est alors de la forme 


z = Cent + Cet; 


(8.10) 
ZI — ACient — AoCoe7it, 


On en tire 


l er fl Az 
LS PRET KDE RE 1 — — 1 
js Ah ” € Cr AN: 


En élevant la première relation à la puissance À,, et la deuxième, 
à la puissance À,, puis divisant À, par À, on obtient la relation 


(or rh = C(Axz— x), (8.11) 


où C est un nombre qui dépend de C, et C:, c’est-à-dire des condi- 
tions initiales du mouvement décrit par (8.8). Dans notre cas l’équa- 
tion (8.11) est une famille de paraboles, puisque (A,/A.) > 0. En 
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Fig. 8.2. Points singuliers dans Île plan de phase 


affectant à C des valeurs différentes on obtient l’ensemble des tra- 
jectoires du système à structure traduite par la figure S.2, a. Toutes 
les trajectoires convergent au point d'équilibre (x = 0, x = 0) 
qui est un point singulier dans le sens que ce n'est qu'en ce point 
que concourent les trajectoires. En d’autres points du plan de phase 


23% 
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il n’y a pas d’intersections, car s’il n’en est pas ainsi, cela signifie 
que pour les mêmes conditions initiales le système peut se déplacer 
suivant des modes différents. Le point singulier de l’ensemble des 
trajectoires donné se nomme nœud stable. Avec le temps le point 
représentatif du système se déplace suivant les trajectoires de phase 
dans le sens indiqué par les flèches. Dans le cas considéré ceci est 
défini par des considérations physiques. D'une part, puisque le 
système envisagé est stable, le point représentatif doit tendre avec 
le temps vers la position d'équilibre. D'autre part, si on ne savait 
rien sur la stabilité du système, la condition suivant laquelle pour 
une vitesse positive la coordonnée doit augmenter, et pour une vi- 
tesse négative, diminuer, fait que les flèches doivent être marquées 
de la façon indiquée sur l’ensemble des phases, ce qui témoigne de la 
stabilité du système. Notons encore une particularité des trajectoires 
de phase. Elles coupent l’axe des abscisses sous un angle x/2. Ceci 
résulte du fait que lorsque le signe de la vitesse change, la coordon- 
née du processus commence à diminuer si elle augmentait jusqu'à 
ce moment, et inversement. 

2. Supposons que l'équation (8.9) possède deux racines réelles 
positives, c'est-à-dire À, > 0 et À, > 0. La structure de l’ensemble 
des trajectoires est représentée sur la figure 8.2, b. A la différence 
du cas précédent, ici toutes les trajectoires de phase sont issues de 
l'origine des coordonnées, ce qui traduit l'instabilité du système. 
Dans ce cas le point singulier s'appelle nœud instable. 

3. Considérons le cas de l’équation caractéristique possédant 
des racines réelles de signes différents. Dans ces conditions, l’équa- 
tion de l'ensemble des trajectoires (8.11) reste valable, mais vu 
que (À./A) << 0, elle donne une famille d'hyperboles à asymptotes 
dont les équations sont 


L'ensemble des trajectoires du système est visualisé sur la figu- 
re 8.2, c. Le point singulier (dans notre cas l'origine des coordon- 
nées) porte le nom de col. 

4. Supposons maintenant que dans le système le processus soit 
stable, mais son allure soit oscillatoire, c'est-à-dire Im À,;— 
= —]m À, = © > 0 et —a = Re, ,; <0. Dans ce cas 


x = Ae”ct sin (of +); 
z = Be-% sin (wt +), 


où À et æ dépendent des conditions initiales. Les trajectoires de 
phase ont alors la forme des spirales qui s’enroulent sur l'origine 
des coordonnées (fig. 8.2, d). L'origine des coordonnées est ici égale- 
ment un point singulier qui s'appelle foyer stable. 
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5. Si le processus est instable, l'instabilité étant d'une allure 
oscillatoire, c’est-à-dire si Im À, — —Im À, = © > 0 et Re À, = 
— a > 0, le processus est décrit par les équations 


x — Aeft sin (ot + œ); 
x = Be! sin (ot + 1). 


Dans ce cas les trajectoires de phase ont la forme de spirales qui 
se déroulent à partir de l’origine des coordonnées (fig. 8.2, e). Le 
point singulier s’appelle foyer instable. 

6. Examinons le cas lorsque l'équation du système est de la 
forme (8.8), mais hk — 0, c'est-à-dire 


z + wir —0. 


Les racines de l'équation caractéristique sont alors purement imagi- 
naires et la solution est de la forme 


z = À sin (opt + Gp); 
z— B sin (ot + p,) = w04 cos (wot + ®p), 


où À et @ dépendent comme auparavant des conditions initiales. 
En divisant la deuxième équation par &,, en élevant les deux équa- 
tions à la puissance deux et en les additionnant, on obtient 


z° 
x + > —= À. 
WG 


Ceci est l’équation de la famille d’ellipses qui dépendent du para- 
mètre À (fig. 8.2, f). Ici l'origine des coordonnées s’appelle point 
singulier du type centre. Toutes les trajectoires de phase sont fer- 
mées. Chaque trajectoire correspond au régime des oscillations non 
amorties dont l’amplitude dépend des conditions initiales. Le syste- 
me d’une telle structure de l’ensemble des trajectoires est dit con- 
servatif. 

Les structures étudiées de l’ensemble des trajectoires n’épuisent 
pas toute la variabilité des structures qui correspondent aux systè- 
mes non linéaires. Dans le dernier cas on a obtenu des trajectoires 
de phase non isolées. Pourtant, vraisemblablement, certains ensem- 
bles peuvent comporter des trajectoires fermées isolées qui correspon- 
dent au régime des auto-oscillations du système. De telles trajectoires 
doivent exister, par exemple, dans l’ensemble des trajectoires de 
tout générateur. Les trajectoires fermées isolées sont appelées cycles 
limites qui peuvent être de trois types. Un cycle limite stable 
(fig. 8.3, a) est celui au voisinage duquel la structure de l’ensemble 
des trajectoires est telle que lorsqu'on s’écarte du point représentatif 
dans tel ou tel sens par rapport au cycle limite, elle revient avec le 
temps suivant la trajectoire vers le cycle limite. Le cycle limite 
instable (fig. 8.3, b) possède près de lui une structure de l’ensemble 
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des trajectoires telle que dans le cas d'écart par rapport au cycle 
dans tel ou tel sens, le point représentatif s'éloigne du cycle pour 
ne plus y revenir. Le cycle limite semi-stable (fig. 8.3, c) est un 
cycle à l’intérieur duquel la structure de l'ensemble des trajectoires 
correspond au cycle stable, et à l'extérieur, au cycle instable, ou 
inversement. 

Si le système peut générer des auto-oscillations stables, le cycle 
limite de son ensemble des trajectoires doit être stable. A titre d'exem- 
ple considérons comment se présentent les ensembles des trajectoires 


Q 


Fig. 8.3. Cycles limites 


des systèmes à régimes d'excitation doux et dur des auto-oscilla- 
tions. Le régime doux consiste dans le fait que les auto-oscillations 
apparaissent après un écart aussi petit que l’on veut du système 
par rapport à la position d'équilibre. Il est clair que l’ensemble des 
trajectoires d'un tel système (fig. 8.4, a) doit posséder un cycle limi- 
te stable et à l’intérieur un point singulier instable qui correspond 
à la position d'équilibre. Avec un régime dur, les auto-oscilla- 
tions apparaissent lorsque le système s’écarte assez de la position 
d'équilibre. Mais si l'écart n’est pas assez grand, le système revient 
en cette position. Il s'ensuit que la position d'équilibre doit être 
un point singulier stable (fig. 8.4, b) et le domaine assez éloigné 
de la position d'équilibre doit avoir la structure de l’ensemble des 
trajectoires qui correspond au cycle limite stable. Ces domaines 
à structure différente de l’ensemble des trajectoires peuvent être 


« 


séparés par une courbe fermée, traduisant le cycle limite à point 
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singulier à l’intérieur. En dehors de ce cycle limite doit reposer le 
cycle limite stable qui correspond au régime des auto-oscillations. 

Ce dernier exemple montre que dans les divers domaines l’en- 
semble des trajectoires peut avoir une structure différente. Les limi- 


b À 


Fig. 8.4. Ensembles des trajectoires de phase des générateurs 


tes des domaines de même structure se nomment séparatrices. Ainsi, 
les cycles limites stable et instable constituent en même temps des 
séparatrices. 


Liaison entre les trajectoires temporelles et de phase 


Examinons la définition des paramètres du régime transitoire 
suivant la trajectoire de phase. Supposons que la trajectoire soit 
de la forme représentée sur la figure 8.5 par le trait continu, et qu’il 
faut déterminer la durée du régime transitoire en partant de la 
condition que le processus peut être considéré comme achevé lorsque 
| z | 0,05, c'est-à-dire lorsque le temps de réponse est déterminé à 
5% près de la valeur finale (tube de tolérance à 5%). La figure 
montre que la durée du régime transitoire sera la durée pendant 
laquelle le point représentatif se déplace depuis le point initial À 
au point C. D'après l’équation (8.7) ce temps est égal à 


dr 
T'as = | 
A 


oùŸ (x) est la trajectoire de phase. Le temps T',, est l'aire délimitée 
par la courbe 1/ (x) qui sur le dessin est visualisée par le trait en 
pointillé. Le temps pendant lequel le point représentatif se déplace 
de B en C s'établit de façon analogue. Il s'ensuit que la durée du 
régime transitoire est l'aire hachurée de la figure. 
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S'il existe un cycle limite qui correspond aux auto-oscillations 
dans le système, leur période se calcule comme l'aire comprise entre 
les courbes 1/4, (x) et 1/1, (x), où #, (x) est la moitié supérieure du 
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Fig. 8.5. Détermination de la durée Fig. 8.6. Détermination des paramè- 
du régime transitoire d'après la trajec- tres des auto-oscillations d'après un 
toire de phase cycle limite 


cycle, et Ÿ, (x), sa moitié inférieure (fig. 8.6). L’amplitude des auto- 
oscillations est déterminée d’après les abscisses des points d’inter- 
section du cycle limite avec l’axe des x. 


Méthode des isoclines 


Si on connaît l’ensemble des trajectoires, ceci traduit exacte- 
ment le fait qu’on connaît tout sur le système. Mais une question 
se pose, à savoir : comment le construire, cet ensemble des trajectoi- 
res? L'un des modes commodes à cet effet est la méthode des isocli- 
nes, méthode graphique d'intégration de l’équation différentielle de 
l’ensemble des trajectoires du système. Soit l’équation du système 
de la forme 


f(æ 2, z)=0. (8.12) 


Nous avons noté précédemment qu'il revient au même de con- 


naître la relation x (t) ou x par rapport à x. Considérons z (t) comme 
une fonction complexe qui dépend du temps par l’intermédiaire des 
x (t), c’est-à-dire 


z(t)=+lz(t)l. 
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Il vient 


…, dr(t) dhfr(t)] dr _ dr” 
z(o=0-MEUl dE (8.13) 
Portons (8.13) dans (8.12) 
f(x, z. 15) = (. (8.14) 


La dernière expression est une équation différentielle du premier 


ordre à fonction x et argument x, dont la solution pour les conditions 
initiales données est une trajectoire de phase. 

Introduisons maintenant la notion de l’isocline qui est le lieu 
géométrique des points du plan de phase, où pour les trajectoires 
de phase la pente des tangentes est la même. Par définition, d'après 
(8.14), l’isocline du coefficient angulaire « des trajectoires de phase 
doit satisfaire à l'équation 


fm x ar) =0. (8.15) 


D'après cette dernière on peut tracer sur le plan de phase une isocli- 
ne. Ensuite porter sur les isoclines des fléchettes dont l’angle de 
pente est égal à l’angle pour lequel l’isocline est construite, alors 
que la direction est déterminée par la règle énoncée dans ce qui pré- 
cède. En reliant successivement les fléchettes on obtient les tra- 
jectoires de phase. Par exemple, si le corps se déplace vers le haut 
en subissant la résistance au mouvement proportionnelle au carré 
de la vitesse, l’équation de son mouvement s'écrit 


z= —g— 2, 


où x est la hauteur de la pente ; £g, l'accélération de la chute libre: 
k, le coefficient de proportionnalité. 
Dans notre cas l'équation (8.15) est de la forme 


az = —g— kr? 


c'est-à-dire les isoclines forment des lignes horizontales qui tradui- 
sent le sens physique du problème : l’allure du mouvement ne change 
pas avec le transfert du repère. La forme des isoclines (traits en 
pointillé) et des trajectoires de phase (traits continus) est donnée 
par la figure 8.7. 

I] arrive souvent que dans les descriptions analytiques du mouve- 
ment d'un système sa non-linéarité consiste dans le fait que dans 
les équations figurent des fonctions lisses par morceaux des coordon- 
nées de phase. Ainsi, si tous les éléments du système, à l’exception 
d’un seul qui est un relais de caractéristique (8.1), sont linéaires, 
pour les domaines où la coordonnée d'entrée du relais est positive. 
on a une équation linéaire, et pour les domaines où la grandeur 
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d'entrée du relais est négative, une autre équation linéaire. Exami- 
nons le système de la figure 8.8. Son équation s'écrit 


Tiz= — 2, 
T,z = sgn (x — kz). 


En utilisant la première équation on élimine la coordonnée z: 
T,T,x = — sgn (z+RkT,zx). 


La ligne droite dans le plan de phase qui vérifie l’équation 
z+kTiz=0 


est la frontière qui sépare le domaine où le mouvement du système 
satisfait à l'équation 


TT = 1, 
du domaine à équation du mouvement 


Ordinairement, cette ligne s'appelle ligne de commutation. Dans les 
deux domaines les trajectoires de phase ont la forme des paraboles. 


Fig. 8.7. Construction de la trajec- Fig. 8.8. Système non linéaire à régi- 
toire de phase par la méthode des iso- me glissant des commutations 
clines 


En effet, les trajectoires de phase respectent l'équation différentielle 
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le signe plus étant pris pour le domaine au-dessous de la ligne de 
commutation, et le signe moins, au-dessus de cette ligne. En in- 
tégrant, on obtient 


. 2 
Pet. 2+0. 


L'ensemble des trajectoires du cas considéré est représenté sur la 
figure 8.9. Ici tout est clair sauf la règle qui régirait le passage d'une 
trajectoire de phase à une 
autre. Notons un trait cu- 
rieux de l’ensemble des 
trajectoires. Au voisinage 
de l’origine des coordon- 
nées les trajectoires de pha- 
se sur la ligne de commu- 
tation sont orientées l’une 
à la rencontre de l’autre. 
Déterminons les coordon- 
nées des points sur la li- 
gne de commutation qui 
délimitent ce phénomène. 


Ces points s'établissent à —. 
partir de la condition de Fig. 8.9. Ensemble des trajectoires de phase 


la tangence de la trajectoire à secteur de régime glissant sur la ligne de 


commutation 
de phase correspondante par 
rapport à la ligne de commu- 
tation. Sur la figure 8.9 les trajectoires mentionnées sont visualisées 
par un trait en pointillé. La condition d'égalité du coefficient angu- 
laire de la ligne de commutation et de la parabole fait que pour le 
point À 


The =TTr 


d'où 
- k 
TA= TT: 
La symétrie amène que 
. k 
LB — —m 


Examinons maintenant le système par rapport au signal y (cf. 
fig. 8.8). Dans ce cas 


TT ay = AT, EE + (—sgn y) 


et pour toute valeur de } 
TiTy=(—seny)+C, (y#Æ0). 
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c’est-à-dire hors de la ligne de commutation y :- Ü les trajectoires 
de phase ne dépendent pas de #. Probablement, la règle de passage 
par la ligne de commutation changerait en fonction de la valeur 
de #. 


Conditions de sauts. Méthode des intervalles 


Examinons le système non linéaire très fréquent dont les équa- 
tions du mouvement peuvent être réduites à la forme 


n—lr Fr. z 
Dr 2 nn 
0 i=0Ù 


où f (x) est une certaine fonction lisse par morceaux. Dans ce qui 
suit nous écrirons ces équations sous la forme 


n 


Sa dn-lr = an7Eÿ (x) (T) | (8.16) 


AP n—i  gni 


i= 


en ajoutant au besoin les termes aux coefficients nuls. Avant d’en- 
visager le cas général, considérons à titre d'exemple un correcteur 
à action proportionnelle et in- 
la C tégrale à entrée à relais (fig. 8.10). 
Dans ce cas l'équation du mou- 

vement est de la forme 


nf Ur al 
Usor + RC user dt+uc,= 
0 
KP 
4} O0 pour uen 0, (817) 
Vu pour uen >0, | 
p où uc, est la tension sur le 


condensateur à l’instant t = 0. 
Dans notre cas il est impossible 


d'écrire 
Uer ° - 
| 3 : 2 Tüsor + Usor = Tfens (8-18) 
Fig. 8.10. Chaîne RC à entrée à re- ; 
Jais OÙ fen est la tension amenée sur 


le correcteur, puisque la fonction 
discontinue du deuxième membre ne possède pas de dérivée aux 
points de discontinuité. On voit sans peine que u,,- sera également 
une fonction discontinue. Probablement, l’équation (8.18) ne peut 


être entendue que dans le sens que le est une fonction telle qu'elle 
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satisfasse à la condition 


À en dt = fen (#) — fen (to). (8.19) 


to 


c'est-à-dire la fonction f (t) est la dérivée généralisée de la fonction 


fen (t). On voit sans peine qu'aux points de discontinuité f (t) doit 
avoir la fonction impulsion. Essayons maintenant d'obtenir les 
conditions de la rupture de phase associant les discontinuités des 
fonctions f (x) et x. Du point de vue du plan de phase, ces conditions 
doivent donner la règle du passage par la ligne de commutation. 
Supposons qu'à l'instant { — t, la fonction f (x) et la coordonnée z 
subissent la discontinuité du premier genre (si f (x) est une fonction 
lisse par morceaux à discontinuité du premier genre, z subira les 
mêmes discontinuités du premier genre). Notons les valeurs des dis- 
continuités (sauts) de la façon suivante 


PE ty=0 = ps L — 0, 1 — 1: (8.20) 
dif (z) (z) ffar0 =$. 
au ta—0 


où, par exemple, x (t4 — 0) est la lim x (t4 — A), c'est-à-dire la 
valeur limite de la grandeur zx (ft) à gauche du point de disconti- 
nuité. 

Intégrons l'équation (8.16) dans les limites de (ft, — e) à t, 
où € est un nombre positif fixé. D’après le sens des dérivées on a 


n n 
C2 dn=1-1$ (x) lt 
D Er or 2 ee ln (8.21) 


i=0 


Dans ces conditions, les dérivées d’ordre négatif ont le sens des 
intégrales, c’est-à-dire 


dt”lz 
"dti 


— f zx dé. 


t d—: 


Soit e—10ett —+t, à droite du point { — 1,4. Alors, les termes 
aux indices négatifs des dérivées tendent vers zéro, puisque les 
fonctions sous le signe d'intégrale peuvent subir seulement les dis- 
continuités du premier genre. alors que les autres grandeurs tendent 
vers les valeurs des sauts qui se calculent d’après les formules (8.20). 
Ainsi, on obtient 


Û 
Be 


n—1 ñ 
à dns — 


i}4 


bd n-1-i. 
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En intégrant encore la formule (8.21) par rapport à t{ dans les mêmes 
limites et en faisant tendre les limites d'intégration vers le point 
de discontinuité par la méthode indiquée précédemment, on obtient 
la condition 

n-2 n-2 


> din-2-i — > Diôn-2-;. 
i—=0 i—=0 


En opérant de la même façon on obtient les n conditions recherchées 
qui se nomment conditions de sauts: 


n—? n-) 
À din-j-i — 2 biôn-ji j—=1, 2, 3, ..., n. (8.22) 


Ainsi, pour l’équation (8.18) les conditions de sauts se composent 
d’une équation (n = 1 
To — To 


et aux instants de commutation du relais la tension de sortie subit 
des sauts égaux à u. 

De la sorte, lorsque les équations du système ont une forme 
discontinue on peut appliquer ce qu’on appelle la méthode des inter- 
valles qui consiste à construire des trajectoires de phase à l'intérieur 
des domaines dont les frontières sont les lignes de commutation, 
et les conditions de passage d'une trajectoire de phase à une autre 
ont la forme de (8.22). Pour le plan de phase ces conditions se com- 
posent de deux équations 


dot = Dodo ; (8.23) 
do + io = Doô1 + b10o- 


Commutations sur les caractéristiques discontinues 


I1 peut s'avérer que dans un système les commutations aient une 

allure glissante, c’est-à-dire le point représentatif ne passe pas par 

la ligne de commutation mais « glisse » 

f(?) sur elle. (Cherchons les conditions 

qui définissent l'apparition d'un tel 
régime. 

1. Sila vitesse du processus x (t} 

et la coordonnée x (t) à l’instant { — t, 

ne subissent pas de discontinuité, 

les commutations sont normales. En 

effet, supposons que jusqu'à l'instant 

Fig. 8.11. Caractéristique mul- Ë — la, Z (t) augmente et le système 

tivoque d'un élément non li- fonctionne suivant la branche 7 de 

néaire la caractéristique de f(x) (fig. 8.11). 

A l'instant t, le système a atteint 

le point À, c’est-à-dire le point où la caractéristique de f (x) enre- 

gistre une discontinuité. Si vers cet instant la vitesse du système 
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n’était pas nulle, la continuité de la vitesse fera que le mouvement 
se poursuivra suivant l’autre branche de la caractéristique. D’après 
la caractéristique de la figure 8.11 le système passera au point B et 
poursuivra son mouvement dans le sens indiqué par la flèche. Mais 
si vers l'instant de commutation la vitesse devient nulle, la commu- 
tation n'aura pas lieu. Ainsi, pour un système dont , = 1, — 
la commutation sera normale. Il s'ensuit que 


b=b, = 0, 


c'est-à-dire si l’ordre du deuxième membre ne serait que de deux 
unités plus petit que celui du premier, les commutations dans le 
système seront normales. Pour le système de la figure 8.8 cette 
condition est observée avec À — 0 du fait que la traversée de la 
ligne de commutation est alors continue. 

2. Considérons le cas lorsque seulement b, — 0. De plus, n, — 0. 
Ici le régime peut être glissant seulement pour une caractéristique 


b 


Fig. 8.12. Détermination de la zone des régimes de commutation glissants 


f (x) univoque. En effet, si la caractéristique est ambiguë, comme 
c'est représenté sur la figure 8.11, et si au point À la vitesse de la 
coordonnée subit une discontinuité, le système passera quand même 
en B pour se déplacer suivant la branche J7 de la caractéristique, 
c’est-à-dire sur le plan de phase le point traversera nécessairement 
la ligne de commutation, bien qu'éventuellement ceci se fera avec 
une discontinuité de vitesse. 

Supposons que f (x) ait la forme représentée sur la figure 8.12, a 
et la coordonnée du processus croît de façon que le point opératoire 
se déplace suivant la branche inférieure Z de la caractéristique pour 
atteindre à l’instant { — t, le point À. Le passage sur la branche 77 
n’aura pas lieu si à l’instant de la discontinuité la vitesse change 
de signe. Dans la situation considérée la commutation sera normale si 


z (ta +0) < 0. (8.24) 
L'équation donne 1, = 0, du fait d’avoir admis que b, — 0. Alors, 


= 2 (fa +0) —2 (fa —0)= 2 (AB), 
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où AB est la valeur du saut de la fonction f (x) du point À au point B. 
La condition d'un régime glissant s'écrit 


x (t3 +0) = 2 (ta — 0) + (AB) < 0. 


On en tire qu'avec une vitesse positive de la zx (t4 — 0)-ième coor- 
donnée à l'approche du point de discontinuité, c’est-à-dire avec 


z (ta) > 0, le régime sera glissant si 
0>z(ta—0) <— #2 (48). (8.25) 


Cette formule a un sens si — 2 (AB) > 0, ce qui est la condition 
0 


nécessaire d'un régime glissant. Si, comme dans le cas envisagé, 
(AB) >> 0, alors, & et b, doivent être de signes différents. Éxami- 
nons maintenant le cas du point qui se déplace suivant la branche 
supérieure vers le point B, c'est-à-dire celui de zx (t4 — 0) < 0. 
Comme précédemment la condition de régime glissant s'écrit 


D>z(ta—0)>+2 (4B). 18.26) 


En associant les conditions (8.25) et (8.26) on voit que le régime 
glissant aura lieu sous la condition que 


1x (ta—0)|< | 2 (48) | ’ (8.27) 


ceci, certes, lorsque les conditions imposées aux signes de {4B), 
a, et b, sont observées. Sur la figure 8.12, b la zone des régimes 
glissants est hachurée. 

Revenons au système représenté sur la figure 8.8. Son ensemble 
des trajectoires (cf. fig. 8.9) montre que, probablement, sur la ligne 
de commutation depuis 4 jusqu'à B le régime sera glissant. Pour 
vérifier cette affirmation considérons l'équation du système sous la 
forme (8.21) par rapport à la grandeur y 

d? —sgn 
TiTo se = AT, EE +(—sga y), 
de plus, 


y=z+AT, 


Trouvons à partir de l'équation du mouvement que 
ao = T1; b, = 0; b, = kTi. 


Examinons l'instant qui doit marquer la commutation de relais de 
(+1) à (—1), c'est-à-dire le domaine voisin de la ligne de commu- 
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tation et reposant au-dessous de cette ligne (cf. fig. 8.9). Vers l’ins- 
tant de la commutation on doit avoir 


z+kTz>0 et 
y(ta—0)=z(ta— 0) kTix (ta —0) > 0 


ou, compte tenu que dans le domaine considéré 


. 1 
Z(ta—0)= gs 


il convient de s'intéresser au domaine de l’ensemble des trajectoires 
qui vérifie la condition 


g(ta—0)>—+. 


Ceci devient également clair en considérant l’ensemble des trajectui- 
res, puisque la direction des flèches rend évident que la direction 


de commutation indiquée ne peut avoir lieu que si l'inégalité obtenue 
précédemment est observée. 


D'après les conditions du saut 

e e k e 2k 

y(ta+0)=y(ta—0) +7 [—sen Yo = y (ta—0)— +, 
puisque pour la direction de commutation donnée 

[— sen ht = —2. 
La condition du régime glissant est 
y(ta+0)< 0, 

et dans notre cas cette condition prend la forme 


d 2k 
y (£a on 0) < Es . 
En tenant compte de l'expression y (t4 — 0), on obtient à l’aide de 
TZ (ta — 0) 
z (ta—0) < À. 


Ainsi, le régime glissant aura lieu sous la ligne de commutation 
à la condition 


RE <r(t—0) <E. 
2 2 


On voit sans peine que l’exploration des domaines au-dessus de 
la ligne de commutation ne change pas les conditions obtenues. 


11 s'ensuit qu’en effet, entre les points 4 et B le régime de commuta- 
tion est glissant. 
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Examinons comment sera traversée la ligne de commutation 
hors de la zone du régime glissant. En vertu de b, — 0, la coordon- 


née y — z + kT;x sera continue. Puis, en examinant encore le 
passage de (+1) à (—1) hors de la zone du régime glissant, on tiendra 
compte que les commutations sont normales. Toutefois, 


ÿ (ta +0) = y (ta —0) + 


ou, en tenant compte de l’expression pour y (ta — 0) et du fait que 
e e k 
y(ta+0)=z(ta+0)—-—, 


puisque dans le cas considéré, après une commutation normale, 


CE] Î 
x (ta +0) = Eu TiT , 


n 
- 


on obtient 
° .- k - k 2k 
x (a+ 0)— + =| 2 (à —0) ++ l-+ 


9 
2 


d'où s’ensuit la continuité de zx (t). La continuité de x et y entraîne 
celle de zx, c’est-à-dire hors de la zone du régime glissant les tra- 
jectoires de phase sont continues. 
D'une façon analogue on démontre 
la continuité lors du passage du do- 
maine au-dessus de la ligne de com- 
mutation dans le domaine au-dessous 
de cette ligne. 

3. Examinons maintenant les con- 
ditions de commutation lorsque b, 
7 0. La coordonnée du processus 
subit alors également une discon- 
tinuité; qui plus est 


Fig. 6.13. Détermination du 


gain critique d'après la carac- do _ Ni — tat+0 
téristique de la non-linéarité Lo [z (a +0)— 2x (a—0)1= j (x) pes : 
(8.28) 


Supposons qu'à l'instant { — {; la coordonnée du processus est égale 
à l'abscisse du point À (fig. 8.13) et, dans ces conditions, jusqu’à 
l'instant de la discontinuité, le système travaillait suivant la bran- 
che 7 de la caractéristique f (x). L’équation (8.28) est l’équation 
d'une droite dans le plan x — f (x) qui passe, d’après les conditions 
données, par le point À avec un coefficient angulaire a,/b,. Dési- 
gnons le coefficient angulaire de la droite qui relie les points À et B 
par &. Alors, évidemment, pour tg & << a,/b, la commutation sera 
indéfinie, puisque dans ce cas la droite (8.28) ne coupe pas la bran- 
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che ZI. L'’angle & est critique. Il caractérise le passage des commu- 
tations normales au régime glissant. Ainsi, si la caractéristique est 
de relais (8.1), pour a, et b, de signes différents le régime de com- 
mutation sera glissant. 


Conditions d’apparition des régimes glissants 


Dans les cas courants les commutations se produisent dans des 
systèmes où l'élément non linéaire à caractéristique discontinue 
est entouré par un retour local. En effet, examinons le système 
représenté sur la figure 8.14 ; ici p est envisagé comme le symbole de 
dérivation, et les fonctions de transfert remplacent l'écriture symbo- 
lique des équations différentielles. Les équations du système sont 
de la forme 


y = (Wog + W) 2; z = W,f (y). 
D'où 
= —(Wog + W,) Wif (y). 
Soit 
Lo tpre SCD jt) 
8 Q(P) 97 S(p) ? 1 D{p)° 


Alors, l’équation du système s'écrit 


QG) S (P)D (P})y= — (QG) R() + P (p)S (p)l L (p) f (y). 


Si deg D (p) — deg L (p) > 2, le régime glissant est impossible, 
vu que l’ordre du premier membre est au moins de deux unités 
supérieur à celui du deuxième 
membre. Si deg D (p) — deg L(p)=— 
= 1, le régime glissant est possible 
seulement si deg P (p) = deg Q(p). 
Dans ce cas l’ordre du premier 
membre est d’une unité supérieur à 
celui du deuxième et le régime 
glissant n'est possible que pour 
une caractéristique univoque de Fig 844 Systèm cnéai 
f (y). Si deg D (p) = deg L (p),le dan lequel ee 
régime glissant est possible si possible 
deg Q (p) — deg P (p) > 1. Qui plus 
est, le régime glissant est alors également réalisable dans le cas d’une 
caractéristique ambiguë. En associant les conditions mentionnées, 
on peut affirmer que le régime glissant peut survenir lorsque 


deg Q (p) + deg D (p) — deg L (p) — deg S (p) 1, (8.29) 


de plus, si (8.29) devient une égalité, le régime glissant est possible 
seulement si la caractéristique est univoque. Il est curieux de noter 
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que tout dépend seulement des propriétés de la boucle locale qui 
inclut la non-linéarité. 

Le régime glissant est caractérisé par une fréquence élevée des 
commutations. S'il existe un élément de relais (par tout ou rien) 
entouré par une boucle de retour (fig. 8.15, a), les commutations 
fréquentes apparaissent dans le cas où le signal à l’entrée du relais 
est proche de la valeur nulle. Il est clair que ceci aura lieu lorsque 
« la vitesse de retour » s’avère plus grande que la vitesse du signal x, 
c'est-à-dire 


rl <1z1. (8.30) 


Physiquement on observe la même chose en remplaçant l'élé- 
ment de relais par un amplificateur à grand gain, ce qui est confirmé 
par la considération suivante. Un relais peut être envisagé comme 


W 


0q 


Fig. 8.15. Remplacement d'un élément à relais fonctionnant en régime glissant 
par un amplificateur à grand gain 


le cas limite d’un amplificateur avec saturation lorsque le gain croît 
jusqu’à l'infini. Dès que l'amplificateur commence à fonctionner à 
partir de faibles signaux d'entrée, on peut le considérer comme 
linéaire. L'idée se présente donc naturellement d’explorer le com- 
portement du système (fig. 8.15, b) en remplaçant le relais qui tra- 
vaille en régime glissant par un amplificateur à gain infini. Il s'avère 
que dans les limites de la formule (8.30) une telle linéarisation est 
légitime [18]. 

Considérons le système représenté sur la figure 8.16, a. Ici la 
condition (8.29) est respectée et le régime des commutations peut 
être glissant. L'équation du système est de la forme 


S (p) (4 + tp) y = —[(4 + xp) R (p) + 7pS (p)] f (y). 


Dans le cas considéré (4B) = 2; a, = —b, = 71s,, où s, est le coef- 
ficient majeur du polynôme S (p); on admet aussi que deg R (p) < 
< deg S (p). De la sorte, 


arctg & — — + > arctg Ft — arctg (— 1) — + 
0 
et le régime est glissant. Linéarisons le système en remplaçant 
l'élément de relais par un amplificateur à grand gain k, (fig. 8.16, b). 
L'équation caractéristique du système s'écrit 


S (p) 4 + tp) + ka [4 + 7p) R (p) + 7pS (p)]l = 0. 
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La stabilité du système est assurée par la stabilité de l'équation 
dégénérée 


(4 + tp) R (p) + %pS (p) = 0, 


puisque les équations initiale et dégénérée sont de même degré. 


Fig. 8.16. Bouclage d’un relais par un correcteur PI dans le but de créer un 
nine glissant 


Considérons le système schématisé par la figure 8.17, a. La 


caractéristique de l'élément non linéaire est donnée par la figu- 
re 8.17, b. L’équation du système se met sous la forme 


TiTozH(Ti+T)z+z= f(x). 


Le système ne peut pas donner lieu à un régime glissant, puisque 
la différence des puissances du premier et du deuxième membres 


a 
 —— 
(T,p+T2P+1) 
Eous 


Fig. 8.17. Système non linéaire 


vaut deux. 11 s'ensuit que les trajectoires de phase sont continues. 
Si x > 6, lemouvement du système vérifie l'équation 


TiToz+ (TH T)z+z= 1. 


En remplaçant la variable d’après la formule z = x + 1 (z = z), 
on obtient 


TiToz+(Ti+T)2+2=0. 
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Cette équation correspond aux trajectoires de la figure 8.18, a, 
mais seulement pour z > 1 + 6 en vertu de la condition adoptée 


zx > Ô. Si on passe au plan z — z, l'axe des ordonnées doit être 
déplacé d'une unité à droite. La construction précise se fait sans 
difficulté en appliquant la méthode des isoclines. Dans notre cas 
l'équation de l’isocline est 

(TToa+T,+T:)z= —-x+i, 


c'est-à-dire c'est une famille de droites passant par le point x = 1 
et x -- Üet dont le coefficient angulaire est égal à 


; | 
|  TiToa+ Ti + | - 


Sur la figure 8.18, a les traits continus font ressortir la partie de 
l'ensemble des trajectoires qui satisfait à x > 6. Pour zx (0) > 6 


C 


4) 
($] 


Fig. 8.18. Ensemble des trajectoires de phase d’un système non linéaire 


le mouvement a lieu suivant la trajectoire dégagée correspondante 
jusqu'à l'instant { qui vérifie la condition x (t) — —6. Ceci résulte 
également de la caractéristique de l'élément non linéaire. D'une 
façon analogue on obtient la partie de l’ensemble des trajectoires 
pour zx << Ô (fig. 8.18, b). Ici également, si le mouvement est issu 
du domaine considéré, il se poursuit suivant la même trajectoire de 
phase jusqu’à x — 6. Pour | zx | << 6, le mouvement sera déterminé 
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par la branche de la caractéristique qui régit le travail de l'élément 
non linéaire. Si le mouvement ne débute pas dans ce domaine, les 
trajectoires se poursuivent suivant la règle énoncée dans ce qui précè- 
de. Mais si le mouvement y commence, il faut connaître la branche 
de non-linéarité sur laquelle le système commence à fonctionner. 
La disposition générale des trajectoires est représentée sur la figu- 
re 8.18. c. Là, si le mouvement commence dans le domaine | x | > 
> 6, il se poursuit suivant les trajectoires visualisées par les lignes 
en traits continus. Si le mouvement commence dans le domaine 
1x | < 6, il peut suivre soit la trajectoire en trait continu, soit la 
trajectoire visualisée par le trait en pointillé. L'origine des coordon- 
nées est alors instable. Si le mouvement commence dans le domaine 
hachuré, il en sort nécessairement pour ne plus jamais revenir. Mais 
si le mouvement commence en un point assez éloigné de l’origine 
des coordonnées, il tend vers la figure hachurée, puisque ici la struc- 
ture de l’ensemble des trajectoires se distingue peu de celle de l’en- 
semble des trajectoires de la figure 8.18, a. D'après les considéra- 
tions mentionnées, hors du domaine hachuré il existe un cycle limite 
stable dont les paramètres peuvent être fournis par une construction 
précise (pourtant, il n’est pas difficile de donner d’après la figure 
hachurée l'estimation du cycle limite). Ainsi, un système rend pos- 
sibles seulement les auto-oscillations stables à régime d'’excitation 
doux. 


$ 3. MÉTHODE DES TRANSFORMATIONS PONCTUELLES 


La méthode du plan de phase est appliquée lorsque l’état du 
système est défini complètement par deux coordonnées. Dans ce 
cas (à l’exception des points singuliers) les trajectoires de phase ne 
se coupent pas. Dans le cas contraire, pour les mêmes conditions 
initiales, les mouvements issus d’un point quelconque du plan de 
phase seraient indéfinis. Pourtant, pour les systèmes décrits par les 
équations d'ordre trois et plus élevé, la méthode du plan de phase 


ne convient pas du fait que pour les mêmes zx (0) et x (0) le mouve- 
ment peut être différent. Pour définir complètement le mouvement 
il faut encore connaître les dérivées des ordres plus élevés. Dans le 
<as général, lorsqu'on a une équation d'ordre n, il faut connaître 
la coordonnée du système et (7 — 1) de ses dérivées, c’est-à-dire en 
tout x de ses coordonnées. Il s'ensuit que pour explorer un système 
il faut utiliser l’espace de phase de dimension n, ce qui n’est pas 
toujours commode. 

À. Andronov a proposé la méthode appelée méthode des transfor- 
mations ponctuelles qui permet de révéler les traits particuliers du 
mouvement d'un système d'ordre élevé en utilisant les notions de 
l'espace de phase. Cette méthode est applicable également aux systè- 
mes du deuxième ordre. Envisageons le mouvement du système 
comme la succession des cycles. Chaque cycle est défini par le fait 


319 


que le système commence et termine le mouvement au même état 
qualitatif et ce ne sont que les caractéristiques quantitatives qui 
changent. Par exemple, dans le cas du système examiné au paragra- 
phe précédent, dont l’ensemble des trajectoires est représenté sur la 
figure 8.9, on peut adopter comme cycle l'intervalle de temps néces- 
saire pour que le système, en amorçant le mouvement depuis la 
ligne de commutation, revienne sur cette ligne, la position du relais 
étant celle qu'il a eu au départ. Pendant ce temps le rayon vecteur 
de la trajectoire de phase fait un tour complet. L’état qualitatif du 
système est alors le même au début et à la fin du mouvement. et sa 
position ne change que sur la ligne de commutation. Ordinairement, 
il est facile de dégager les cycles du mouvement en partant des 
considérations physiques. 

Voyons ce qui définit le cycle limite. Il est clair que ce sont Îles 
états qualitatif et quantitatif du système qui sont les mêmes au 
début et à la fin du cycle. Du point de vue analytique, le cycle 
consiste en ce que le système en amorçant son mouvement à partir 
d'une certaine surface de l’espace de phase revient sur cette même 
surface. Souvent il est commode de retenir en guise de surface de 
cette sorte la surface de commutation (dans le cas de plan de phase 
on l’a nommée ligne de commutation). Evidemment, la position 
d’un point à la surface impose la donnée au moins d’une coordonnée 
de moins que la dimension de l’espace envisagée. Dans le cas de 
l’ensemble des trajectoires (cf. fig. 8.18, c), si on retient comme précé- 
demment en guise de surface de performance la ligne de commutation 
zx = —Ô, la position du point ne sera caractérisée que par une coor- 
donnée, par la vitesse. Ainsi, lorsqu'on observe seulement les points 
terminaux des cycles, on gagne en dimension au moins une unité. 
Supposons que la position du point à la surface de performance soit 
caractérisée par m coordonnées & = (œ;, ..., Œm) et admettons 
qu'on soit parvenu à trouver la relation entre les coordonnées du 
début du cycle at) — (aœ{n), ..., afn)) et celles de sa fin at"*} — 
—= (a{r+1), ,.., at+1)) qui, naturellement, est le début du cycle 
successif. Supposons encore que cette relation soit de la forme 


Fat said ss ar) =0, (8.31) 
où i — 1, ..., m. Comme nous l'avons déjà dit, le cycle limite 


est caractérisé par le fait que son début et sa fin coïncident, c'est-à- 
dire 
mio eg G=1,2, 9 .-502m). (8.32) 


e PS 


La dernière condition amène m équations qui déterminent le point 
relatif au cycle limite 


FE 5 en de es ti) 0: (8.33) 


En connaissant l'équation du système il est aisé de calculer les 
paramètres du cycle. Mais ceci a un sens lorsque le cycle limite est 
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stable. Examinons comment en utilisant la relation (8.31) on déter- 
mine le type du cycle limite. À cet effet il faut établir romment se 
comporte le point «(") avec nr —> ©, si &(°) se distingue de a* d’une 
petite grandeur. Introduisons une nouvelle variable 


BU = a o*, (S.34} 


Si B() — 0 avec r —+ oo, il est clair que le cycle limite est stable. 
Dans le cas contraire, le cycle ne peut pas être stable. Supposons que 
les fonctions F; des équations (8.31) soient suffisamment lisses et 
pour de faibles écarts du point &* on puissese borner pour ces fonc- 
tions aux deux premiers termes du développement en série de Taylor, 
c'est-à-dire, dans le cas considéré, les équations (8.31) se mettent 
sous la forme 


FGai ah, Œ, ..., 2) + 


_0Fi_ ; de _9F; 
+ S ap mes PF + 2 QU 
ECS 


3=1 met ni 
=); @; 


i=1, 2,:9,.::5, Ms 


B;"*" —0, (8.35) 


ane à 
2) 


* 
=a@) 


L'équation (8.33) montre que le premier terme du premier 
membre de l’équation (8.35) est nul. Ce qui reste est un système 
d'équations linéaires à coefficients constants. Pour simplifier intro- 
duisons les notations suivantes 

0F; _ _ 
da a —4;;; dan+ 1 2 a? — Vi 
aÿn+*Deai ap tea" 
et envisageons les B°"” comme les échantillons de la fonction B; {n]. 
Alors, en utilisant la transformation en z discrète, l'équation (8.35) 
peut se récrire de la façon suivante 


ñn mn 
À (a;3 + :bi;) 2 zb1;B; [0], i=1, 2, 3, ..., m 


ou 


2 ( tasy + bij) Bi — Ÿ 2 busbs [0], i—1, 2, 3, ..., m, (5.36} 


où PB; est la transformée de la fonction échantillonnée B;{r#]l. En 
résolvant l'équation (8.36) par rapport à la fonction B°, on obtient 


«__ À +. 
B=—, (8.37) 
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où À est le déterminant du système (8.36), et AÀ,, les B°5 correspondan- 
tes du déterminant. Dans le système de notations données la condi- 
tion de stabilité du cycle limite est 


lim B{[n]=—0, (8.38) 


ni —+ 00 
et à cet effet, comme ceci a été exposé dans la théorie des systèmes 
échantillonnés, il faut et il suffit que l'équation caractéristique 
= 0 (8.39) 


ait toutes les racines à l'intérieur du cercle unité. Pour rendre évi- 
dent ce fait on peut utiliser n'importe quel critère de stabilité décrit 
dans la section des systèmes échantillonnés. 

Examinons le cas où m = 2 et écrivons l'équation (8.31) sous 
la forme 


on+1) __ (n) (n)\. 
ai" —O(ai . a); 
al = O, (ai, ao . 


Introduisons la notation 


(8.40) 


9; : 80; : 
Ban — À; ane 8; 
8®, 8®. 

gagne C5 Gun D, 


les valeurs des dérivées partielles des fonctions ®, et ®, étant calcu- 
lées pour les points 


ai"? = (ei 2 a - 
an =do ? 0; 


2 


Les équations aux écarts du point linéarisées deviennent 


B: {er + 11] = AB, [n] + Bf, [nl]; 


B° {nr + 1] = CB, [nr] — DB, [ni. (8.41) 
En passant aux transformées, on obtient 
21 — Bi [0] = AB, + BB; ; (8.42) 


2Be — Pe [0] = Chi + DB:, 
de sorte que l'équation caractéristique peut s’'écrire 
ir B 
C D — z 


La condition de stabilité est définie par la disposition des racines 
de l'équation (8.43) dans le cercle unité centré en origine des coor- 
données. Faisons encore une substitution : z = (o + 1)/(p — 1). La 
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= 0. (8.43) 


condition de stabilité sera définie alors par la disposition dans le 
demi-plan gauche des racines de l'équation 


A, & 
p—1 _ / 
: Der = 0 (8.44) 
p—1 


Développons cette équation 
(ô — s + 1) p° + 2 (1 — 8) p + (Ô + s + 1) — 0, (8.45) 
où 6 est le déterminant ; s, la trace, c'est-à-dire 
ô — AD — BC; s = À + D. (8.46) 
Tirons-en les conditions de stabilité 
Ô—s+1=>0; 
1—5>0; (8.47) 
ô+s+1>0. 
Sur la figure 8.19 le domaine qui satisfait aux conditions (8.47) 
est hachuré. Aïnsi, si les équations (8.40) sont de la forme 
a+ =. = (a) +0, 9 a" Fe Aa "as"? +0, 5(a;"" Dy2 dE O, 6 a+ 
as tt = 1,7 (ai) + 0,5 ai? + 0,3 ai"°a2" + 0,2 (ax *")2+0,25 &>*", 


pour le point ai — a —=0ona: A —=0,2; B=0,6; C = 0,5; 


D = 0,25. Il s'ensuit que ô — —0,25 et s — 0,45, c'est-à-dire le 
système est stable. 


> 
* 


ñ 
f A o 
Fig. 8.19. Domaine de Fig. 8.20. Détermination de la 
stabilite stabilité des cycles limites par 
la méthode des transformations 
ponctuelles 


Pour le cas du plan de phase les résultats s'avèrent particulière- 
ment simples. Si l'équation (8.31) se met sous la forme 


at"+1) — F(al")), (8.48) 
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aln#1) 


œ (”) a (7? 


æœ(n) 


Fig. 8.21. Détermination du type du cycle limite par la méthode des transfor- 
mations ponctuelles : 
a — cycle semi-stable ; b — cycle stable; c — cycle instable 


les points qui correspondent aux cycles limites sont déterminés 
à partir de l'équation 


a* = F (a*). (8.49 


Si la relation (8.48) est représentée graphiquement (fig. 8.20), 
les solutions de (8.40) seront données par les intersections de O, 
a et a&, de la bissectrice du premier quadrant avec F (œt"). Dans 
le cas considéré l'équation caractéristique (8.39) s’écrit 

‘ + 
D (8.50) 
dF(a*) 
da 


< 1, le cycle est stable. Aussi, sur la figure 8.20 les points 0 et @. 
sont-ils instables et le point «, est-il stable. 

Le résultat donné pourrait s’obtenir également à partir des 
considérations plus simples. Supposons qu’on suive le processus 
depuis le point 4. Alors l’abscisse du point À est la coordonnée qui 
correspond au début du cycle, et l’ordonnée égale à l’abscisse du 
point B correspond à la fin du cycle. Le point B caractérise le cycle: 
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Si SE | > 1, le cycle obtenu est instable, et si | | < 


consécutif, puisque les conditions initiales relatives à ce point 
{l’abscisse) coïncident avec la fin du cycle précédent. Le point sui- 
vant C s'obtient de façon analogue. On peut construire de la même 
manière la suite des points 4”, B°, C’, etc. On voit donc tout de 
suite que le processus s’écarte des points &., 0 et tend vers le point &;. 


. |IdF(aœ* : ‘ : ; 
Si | — 1, ce qui correspond à la présence des racines sur 


l’axe imaginaire de l’équation (8.39), alors, dans notre cas, la ques- 
tion est facilement tranchée par des raison- 
nements analogues à ceux qui précèdent. 
Les exemples des cycles limites de di- 
vers types sont donnés par la figure 8.21. 
Dans le cas général, si on sait à l'avance 
que le système possède seulement des cy- 
cles limites isolés, c’est-à-dire n'est pas 
un système conservatif, il faut prendre 
l'approximation successive. Du point de © œ (7) 
vue physique un système ne peut être con- Fig. 8.22. Excitation dur 
servatif que dans le cas où il n’échange des auto-oscillations 
pas l'énergie avec le milieu extérieur. 
La figure 8.22 visualise le régime dur d’excitation des auto-oscil- 
lations. Ici le point O0, l’origine des coordonnées, est stable, le 
point B marque un cycle limite instable et le point À, un cycle 
limite stable. 


æœ(1+1) 


$ 4 MÉTHODE DU PREMIER HARMONIQUE 


Il arrive souvent que dans un système le régime auto-oscillatoire 

a pratiquement la forme proche des oscillations harmoniques. Dans 
ce cas la méthode du premier harmonique 

y permet de chiffrer l’amplitude et la fré- 
quence des oscillations. Examinons les pré- 

misses physiques de cette méthode. Suppo- 


sons que le système exploré soit schématisé 
sur la figure 8.23, où le rectangle L présente 


EN la partie linéaire du système, et les lettres 
EN, l'élément qui réalise la transformation 
non linéaire 
Fig. 8.23. Schéma stan- y = f (x). (8.51) 
dard de l'étude d'un sys- Sj le régime stationnaire du système est 
tème par la méthode du h : , à di | 
premier harmonique un processus harmonique, c'est-à-dire si 
zx = E + À sin ot, (8.52) 


où E est une composante constante ; À, l'amplitude, la sortie de l’élé- 
ment non linéaire y contient la fonction périodique de même pulsa- 
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tion *), c'est-à-dire 
. 2k7 ; 2kA | 
y (+ )=7{E8+4sin0 (E+E) ]= LE + 4 sin of] = y (4) 
où À — 1. La dernière expression entraîne que y est une superposi- 
tion des oscillations harmoniques de pulsations multiples de «. 
Autrement dit, le développement de y en série de Fourier contient 
les harmoniques de pulsations multiples de w, c’est-à-dire 


y = Yo + à yr Sin (kof + p,), (8.53) 


où y, est l’amplitude du k-ième harmonique ; ,, la phase du k-ième 
harmonique. De cette façon on obtient que l'entrée d'un système 
linéaire subit la superposition des harmoniques de pulsations multi- 
ples de w et sa sortie, un harmonique de pulsation w. Comme tout 
système physique, la partie linéaire possède une bande passante 
terminale et, probablement, dans le cas considéré, le deuxième des 
harmoniques significatifs des équations (8.53), c'est-à-dire l’harmo- 
nique de pulsation sw (où s est le premier nombre des 2, 3, 4, ... 
tel que y, = 0), ainsi que tous les autres harmoniques, ne passent 
pas par le système. Autrement dit, les pulsations de tous les harmo- 
niques significatifs, sauf le premier, sont hors de la bande passante 
du système. Ce raisonnement porte le nom de l'hypothèse du filtre. 

En vertu de cette hypothèse il suffit de se borner à l'examen de y 
sous la forme 


Y —= Yo + Yi Sin (of + qi). (8.54) 


Si la partie linéaire possède une fonction de transfert W (p), lors 
de l'application à l'entrée de l’oscillation (8.54) la sortie stationnaire 
du système est de la forme 


z= |W (0) | y + | W Go) | y, sin lot + q, + arg W (Gw)l. 
(8.55} 
Pourtant, par condition, les deuxièmes membres des formules (8.52) 


et (8.55) doivent coïncider, c’est-à-dire il faut. satisfaire aux condi- 
tions suivantes 


E=[W()Iy; 
A=|WGo) lu: (8.56) 
2yn = pp, + arg W (jo), 
où x est un entier quelconque. Les quantités y,, y, et q, dépendent 
à leur tour de Æ, À et w. Après avoir trouvé la relation mention- 


*) 11 convient d'indiquer que l'exploration porte ici sur un système à non- 
linéarité unique. Dans le cas des systèmes à plusieurs non-linéarités ceci peut 
s'avérer incorrect, c'est-à-dire dans les différentes parties du contour du système 
les oscillations pourraient être de pulsations différentes. 
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née, on peut calculer à partir des conditions (8.56) les paramètres de- 
l’oscillation (8.52). Examinons ceci de plus près. Considérons la 
première des équations (8.56) pouf la partie linéaire statique. (Dans: 
le cas contraire, Æ — y, = 0, puisque la partie linéaire s'avère: 
instable et la réponse de l'élément instable à la composante cons- 
tante amène un processus divergent ; il n'y a donc aucun sens de: 
parler des oscillations stationnaires.) Si la partie linéaire est stati- 
que, W (0) = k, où k est le gain. En tant que premier terme du 
développement en série de Fourier de la fonction f (E + À sin ot) 
la grandeur y, se calcule d’après la formule 
T 


vo(Ë, A)- _ | f(E + Asinot)dt, (8.57) 
0 
où 7 = 2x1/w. Bien que « figure dans cette dernière expression, 
y, ne dépend pas de la pulsation. Pour l'expliquer, introduisons une 
nouvelle variable d'intégration suivant la 
formule kyy (4,6) 


z — ol. (8.58) 


Il vient 
271 


Yo(E, 4) | f(E+Asins)dz. (8.59) 


' Ë £ 
En calculant l'intégrale à partir de la pre- Vig. 8.24. Détermination 


mière équation (8.56) on peut obtenir la graphique de la compo- 
relation sante constante du signal 


E = (A). (8.60) de sortie du système 


Cette relation peut s’obtenir aussi graphiquement de la façon suivan- 
te. Fixons la valeur À — À, du deuxième membre de la deuxième 
équation de (8.56) et cherchons son intersection avec la bissectrice 
du premier quadrant. L'abscisse du point d’intersection (fig. 8.24). 
est égale à la valeur de Æ;, dans la formule (8.60), c'est-à-dire Æ£, — 
= 1 (4,). En tirant les valeurs de À on obtient la relation cherchée. 

L'un des cas fréquents dans la pratique est celui où f (x) est une 
fonction impaire. Alors, pour Æ = 0 l’intégrande de la formule 
(8.59) est également une fonction impaire par rapport à l'argument z, 
puisque 

—f (4 sin z) = f [4 sin (—2)]. 
On en tire que 
y (4, 0) = 0, 


et la solution de l'équation (8.60) sera £ = 0 quel que soit À. Sur la 
figure 8.24 ceci correspond au cas de £ = 0 pour tout 4. Cette solu- 
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tion de (8.60) signifie que les oscillations ne possèdent pas de com- 
posante constante. Physiquement ce fait est également parfaite- 
ment clair, puisque dans ce cas doivent exister des oscillations 
symétriques à composante constante nulle. 

Examinons les deux équations restantes de (8.56), en admettant 
dans ce qui suit que £ est éliminé, c’est-à-dire envisageons £ comme 
fonction de À, suivant l'équation (8.60). Pour calculer y, et 
écrivons le deuxième terme de la formule (8.54) sous la forme 


y, Sin (ot + q1) = (1 Sin pi) cos wf + (71 cos qi) sin ot. 
Dans ces conditions 


S(4)=ysinp = | f [1 (4) + À sin ot] cos ot dt, 


0 
T 

C (A) = y, cos p, = + | Î [Ÿ (4) + À sin ot] sin ot dt. 
0 


{ntroduisons de nouvelles variables d'intégration de la même façon 
qu'il en a été lors de la _ de l’équation (8.58) 


= + Ÿ (4) + 4 sin z] cos z dz ; 
0 


T 


9) 
CL 


S (4) fs 
C(4)=— ff f Lib (4) + A sin z] sin z dz.! (8.61) 
0 


11 vient 
n =IC(A4A+)jS(4)1; q = arg [C (A) + jS (4)]. 


Dans les notations données les deux dernières équations de (8.56) 
peuvent s’écrire 
[C (4)+jS (4) ___ 1 
A TT W ” 


arg [C (4) + jS (4)] — TE» 
c'est-à-dire si À et «w représentent l'amplitude et la pulsation des 


auto-oscillations, les nombres complexes Z (4) = (C (A) + jS(A))/A 
et 1/W (jo) doivent coiïncider 


14) = TE (8.62) 


Parfois Z (À) s'appelle fonction de transfert réduite (impédance) de 
l'élément non linéaire, puisque l'expression de 7 (À) a le sens physi- 
que suivant. Son module est égal au rapport entre l’amplitude du 
premier harmonique du processus à la sortie de l’élément non li- 
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néaire et l'amplitude de l’oscillation d'entrée, alors que la phase est 
égale au déphasage du premier harmonique par rapport à celui de 
l’oscillation d'entrée. On voit que le lieu Z (4) est pour beaucoup 
analogue au lieu de transfert (lieu de Nyquist) des éléments linéaires. 
L'équation (8.62) se résout d'habitude graphiquement par la recher- 
che du point d'intersection du lieu Z (4) avec le lieu 1/W (jo). 
Dans ces conditions sur le lieu Z (4) on obtient l’amplitude, et 
sur le lieu 1/W (jo), la pulsation. Quant aux paramètres du lieu 
I (A), ils se calculent d’après les formules (8.61). Calculons 7 (4) 
pour le cas où la fonction f (x) est impaire. Comme nous l'avons noté 
dans ce qui précède, nous pouvons admettre dans cecasqueE =0 ; donc 


2x 
S(4=—+ | f (Asin z) cos z dz; 
0 


27 
C(4)= + | f (A sin z) sin z dz. (8.63) 


0 


Si, de plus, la fonction f (x) est ambiguë, les formules (8.63) sont 
justifiées lorsque À est suffisamment grand, de façon que lors de la 
variation de z de 0 à 2x, la propriété de l’imparité de la fonction f 
est conservée. Ainsi, si f (x) possède 

une boucle (fig. 8.25), les dernières f(x) 
formules sont vraies pour À > @. Il 
vient 


F 
rA ? 


S (4)= — (8.64) 
où Fest l'aire de la boucle (sur la 
figure 8.25 elle est hachurée). En effet, 
en remplaçant la variable À sin : — 
on obtient 


Fig. Pr Caractéristique d'un 
S (A) — — Ÿ f (u) du, (8.65) ément non linéaire 


où le deuxième membre comporte une intégrale curviligne suivant 
le contour de la boucle (BeyeôvovB) de la fonction f (x). Pourtant, 
cette intégrale est égale à l'aire hachurée avec le signe moins. Si 
f (x) est une fonction univoque, F = Det, respectivement, S (4) = 0. 
On pourrait le dire dès le début, puisque pour une caractéristique 
univoque la phase du premier harmonique de l’élément non linéaire 
coïncide avec la phase des oscillations de sortie. Les fonctions de 
transfert mentionnées de certaines non-linéarités types avec une 
contre-réaction sont consignées sur le tableau 8.1. Supposons qu'on 
ait trouvé l'amplitude et la pulsation. Cela ne signifie pourtant 
pas que la solution est obtenue. Il faut vérifier en premier lieu si 
l'hypothèse du filtre est respectée. Ceci est très facile à faire puisque 
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Tableau 8.1 
Fonctions de transfert réduites des non-linéarités types 


Courbe de } (x) | I (A) 
Z 
ad C(4) _ if 
Jo À TIA 
S (A 
ee 50 0 
Fo 


-F arcigæ 


Grctqæ E z 


Pour 4 > o+f,/a 


F2) 
A2 (8:—6,+ sin 26,—sin 6j), 
arctqc fl 
où Ô,—arcsin +<—+ : 
arcigæ ô: = arcsin (+ ee ] <- 
"#0 S(4 _ 
——— 
CAC RP LE 
A 114 
S (4) 
y 0 
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Suite 


Courbe de f (x) 


ca sy 


S (4) = 4f00 


dans les calculs on a utilisé le lieu de transfert ne présentant aucune 
difficulté pour obtenir les pulsations qui délimitent la bande pas- 
sante. Ainsi, pour les systèmes statiques à lieu de transfert décrois- 
sant, on adopte ordinairement en guise de pulsation &,1 qui délimite 
la bande passante, une pulsation telle que À (o,4:) = 0,1 k. S'il 
s'avère que so > &,t, l'hypothèse du filtre est satisfaite. Par consé- 
quent, on peut affirmer que dans le système le régime d’auto-oscilla- 
tion à paramètres calculés est possible. Mais il reste que la question 
de la stabilité de ce régime n’est pas élucidée. Son exploration est 
conduite ici sous la forme suivante. Supposons qu'on ait trouvé la 
solution périodique z* (t) de l'équation de la partie linéaire, c’est-à- 
dire 


n 


2 a;[z* (£)]07 0 — È b,{f{x* (£)]} em ù. 


Si le processus s'écarte de z* (t) de la grandeur Az (t), en admettant 
que les écarts sont suffisamment petits et en supposant que f (x) 
est suffisamment lisse, on peut envisager f {z* (t) + Azx (t)] sous la 
forme 


f Le* (+ Az (01 = ft2 (093 + SERA x (0). 


Alors, il faut que soit satisfaite l'équation 


n m 
an-tAz (1) dmE f df[z*(t)] 
2 D Gmt — à bi dtm-1 Tu dx () Az &)}, 
i=0 i—0 


c'est-à-dire l'équation dont le deuxième membre possède des coeffi- 
cients périodiques. Quant à la condition de stabilité, elle doit inter- 
venir ici sous la forme de Az qui tend vers zéro avec t — co. La pré- 
sence des coefficients qui dépen- 
dent du temps rend sensiblement 
plus compliquée l’étude de la sta- 
bilité et présente un obstacle à la 
formulation d'une recette généra- 
le quelconque, comme ceci a été 
le fait, par exemple, dans le cas 
des systèmes linéaires échantillon- 
nés. Les seuls résultats de quel- 
ques valeurs ont été obtenus par 
Y. Tsypkine pour les systèmes à 
relais [18]. 


Fige 8.26. Résolution graphique | Ce qui vient d'être dit déter- 
des équations du premier har- mine la procédure de calcul d'après 
monique la méthode du premier harmoni- 


que. 

1. Calculons d’après la formule (8.59) y, (E, A), puis d'après 
la première équation de (8.56) cherchons la relation (8.60); si la 
fonction f (x) est impaire, £ = 0 quel que soit À. 

2. D'après les formules (8.61) calculons S (4) et C (A) et cons- 
truisons le lieu Z (4) = A-1[C (4) + jS (4)]. Si la fonction f (zx) 
est impaire, utilisons pour calculer S (4) la formule (8.64), et pour 
le calcul de C (4), la deuxième des formules (8.63). Si la non-linéarité 
est normale, Z (A) peut être tiré des tableaux. 

3. Construisons W (jw)-1. 

4. Le point d’intersection des lieux Z (A) et W (jw)-! donne l’am- 
plitude À, déterminée d’après 7 (A), et la pulsation des auto-oscil- 
lations calculée d’après W (jo) (fig. 8.26). La relation (8.60) permet 
de déterminer la composante constante E. 

5. Vérifions la condition d'observation de l'hypothèse du filtre 


so > Ogto 


où s est le numéro du deuxième harmonique significatif; ox, la 
frontière de la bande passante du système. 
6. Explorons les auto-oscillations à la stabilité. 


388 


Exemple 8.1. Trois éléments apériodiques couplés en série sont 
fermés par une boucle de contre-réaction à l’aide d’un relais 
(fig. 8.27): 


‘ —k pour r>0 
d 3 P ’ 
(Ta +1) r= | k pour z<0. 


La solution est de la forme suivante. 
E = 0, puisque la caractéristique est impaire. 
2. S (4) = 0, puisque la caractéristique est impaire et univoque. 
27 
C(4)=—+ f (A sin z)sin zdz= + Î (— sin z) dz + 
0 0 


T 


++ [ (— sin 2) d= —— 


TT 
0 


ca 


et 
I (4) == . 


Par conséquent, le lieu Z (4) coïncide avec le demi-axe réel 
négatif (fig. 8.28). 


_{ 
(Tp+1)° 


1 
W(j@) 
Fig. 8.27. Système non liné- Fig. 8.28. Détermination de l'am- 
aire plitude et de la pulsation des auto- 
oscillations 


3. Dans notre cas, il ne faut pas, en général, construire W (jw)”, 
puisqu'il suffit de connaître le point d'intersection de W (jw)"! 
avec le demi-axe réel négatif. 


4. arg W (jo)! = 3 arg (1 + Tjo) = arctg To = 1. 
On en tire la valeur de la pulsation 


Pour la pulsation donnée 
LW (je) [1=11+Tjo/8=11+V 3;1=8. 
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Calculons l’amplitude à partir de la condition | W (jw) |-! = | Z (4) 
| k 


=. 
9. La pulsation w,t se calcule à partir de la condition 
| WGos) 1=11+T jost [= 0,1 ; 


1,91 
Dst = —7—. 


L'hypothèse du filtre est vérifiée puisque déjà pour s= 2 on a 


3,46 1,91 
Lo = > = w4. 


6. De la sorte, les formules (8.66) sont satisfaites et nous pou- 
vons adopter que les auto-oscillations sont stables. 


$ 5. STABILITÉ ABSOLUE 


Nous dirons absolument stable pour un système asymptoti- 
quement stable au sens de Liapounov tel que son point d'équilibre 
soit le point d'attraction de l'espace de phase tout entier. Ainsi. 
le modèle linéaire du système (au cas où celui-ci est stable) est absolu- 
ment stable puisque quels que soient les écarts par rapport à la 
position d'équilibre, la coordonnée tendrait avec le temps vers zéro. 
Il est clair que dans le cas de la stabilité absolue les méthodes li- 
néaires peuvent être inutiles, puisqu'il s'agit d’un système « glo- 
bal »; or, il s’avère que dans la plupart des cas de tels systèmes sont 
non linéaires. On voudrait obtenir en même temps des méthodes de 
détermination de la stabilité absolue telles qu’elles soient suffisam- 
ment simples, comme, par exemple, dans le cas de l’étude du modèle 
linéaire. 

Le savant roumain V. Popov a obtenu en 1959-1960 des résultats 
originaux rendant possible la résolution du problème de stabilité 
absolue fréquents en pratique. Le critère de V. Popov est assez 
simple et pour beaucoup est analogue au critère de Nyquist (dans le 
sens de l’utilisation). 

Supposons que le comportement du système soit décrit par le 
système d'équations non linéaire 


z, = 2 auts+ buy, i = À, 2, 3, ds Es 
2= 
y= (0); (8.67) 


où ay, b1, ci sont des nombres réels donnés; q, une certaine fonction. 
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Admettons que les coordonnées du système soient choisies de 
façon que le point x, = z =... — x, — 0 puisse être le point 
d'équilibre du système à explorer. Le point d'équilibre se calcule, 


alors, d’après les équations (8.67) avec ti = 0 


pb GijTj E à bp ( C; z) —_ 0, i=1, 2, 3, …) 7, 
j=1 i—1 


c'est-à-dire il faut assigner à la fonction œ (0) la condition œ (0) — 
— 0. D'autre part, il faut que la fonction œ (6) soit univoque et 
continue par morceaux. Cette dernière contrainte sur œ (0) consiste 
en ce que la fonction repose sur un certain secteur déterminé par les 
conditions suivantes 


HE LEE, (8.68) 
ou 


k< TEE, 
Les conditions (8.68) ont un sens géométrique qui consiste dans le 
fait que la fonction œ (0) doit être dans un angle délimité par les 
droites (0) = #,0 et @ (0) = ko. 
Sur la figure 8.29 ce secteur est 
hachuré; la figure montre la for- 
me éventuelle de la fonction (0). 
Les contraintes (8.68) imposées à 
la fonction œ (0) sont liées à cette 
forme d'approche du problème de 
la stabilité absolue qui est décrite 
ici. C’est que dans ce qui suit notre 
exploration de la stabilité absolue 
portera non pas sur un système 
concret quelconque. c’est-à-dire 
sur une fonction œ@(c) concrète pig. 8.29. Domaine admissible de 
figurant dans l'équation (8.67), la disposition des caractéristiques 
mais sur tout une classe des systè- non linéaires 
mes dont la non-linéarité satisfait 
aux conditions imposées dans ce qui précède. Cette approche pré- 
sente des avantages et des inconvénients. D'une part, pour une fonc- 
tion concrète @ (0) on n’obtiendra que les conditions suffisantes de la 
stabilité absolue; de l’autre, si on ne connaît pas exactement le 
comportement de la fonction (0), mais rien que ses valeurs dans 
certaines limites, une telle approche présente de l'intérêt du fait 
qu’elle permet de tourner la difficulté que constitue l'ignorance de la 
valeur exacte de la fonction. 

Dans ce qui suit nous ramènerons toujours le problème à la for- 
me normale, lorsqu’au premier membre de l'inégalité (8.68) k, = O. 
Ceci peut se faire de la façon suivante. 
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Au lieu de y introduisons une nouvelle variable z suivant la 
formule 


n 
z=y—k0o=y—k, à CiTi. 
Le système d'équations se met alors sous la forme 


= D (a5 + dikacs) y + biz, i = À, 2, 3, À, 
J=1 


n n 
Zz—= ( D cz) — k, > Cili = (o) , 
{= 1 i=1 


c'est-à-dire sous la même forme que le système (8.67). Ainsi, dans 
ce qui suit nous examinerons les inégalités de la forme 


0< p (a) < k 


(o] 


ou 
oc <x. (8.69) 
Discutons maintenant la question à savoir : quand faut-il envisa- 


ger les secteurs fermés, et quand, les secteurs ouverts? Supposons 
que l’équation caractéristique de la partie linéaire du système (8.67) 


y — À &ji2 ee. din 
do, A — À ... on _0 (8.70) 
An: Œn9 Ann — À 


possède au moins une racine à partie réelle positive. Alors, la partie 
réelle du système sera instable. Si on la boucle par couplage serré 
(proportionnel) à gain suffisamment petit mais fini, c’est-à-dire si 
on adopte @ (0) = xo (où x est un nombre suffisamment petit mais 
fini), le comportement qualitatif du système ne changera pas, c’est-à- 
dire le système restera instable. Il n’y a donc aucun sens dans le cas 
considéré de poser la question sur la stabilité absolue quelle que soit 
l'inégalité (8.69) envisagée. Supposons maintenant que l'équation 
(8.70) possède des racines sur l’axe réel et n’en possède pas au deuxiè- 
me membre. Alors, il n’y a aucun sens d'examiner les inégalités 


0< so) , puisqu'on peut prendre comme œ (0), @ (o) = 0, c’est-à- 
dire considérer la partie linéaire de l'équation en boucle ouverte 
(à l’état instable de la partie imaginaire). 
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De la sorte, nous nommons cas principal celui lorsque toutes les 
racines de l'équation caractéristique (8.70) sont à gauche de l’axe 
imaginaire, c’est-à-dire lorsque la partie linéaire est stable; nous 
dirons singulier pour le cas où toutes les racines de (8.70) ne sont 
pas dans le demi-plan droit, et il en existe sur l’axe imaginaire, 
c’est-à-dire la partie linéaire du système se trouve à la frontière de 
stabilité (est juste oscillante). Dans ces conditions la fonction œ (0) 
doit vérifier 

p (0) = 0; 


la fonction doit être univoque et continue par morceaux; 
pour le cas principal 


0x <k; (8.71) 
pour le cas singulier 
0<20<xk (8.72) 
Dee. | 


Exposons le résultat obtenu par V. Popov. Le paramètre d'entrée 
de la partie linéaire du système est y, et le paramètre de sortie, co. 
Cherchons la fonction de transfert de y par rapport à ©. 

La transformation de Laplace conduit à 


pri D ayry= by, i=1, 2, 8, ...,n; 
= 


ñn 


2 ti + (—0)=0. 


Ces équations peuvent être considérées comme un système à 
(n + 1) inconnues 21, . .., z,, (—0). 
Résolvons le système par rapport à (—0): 


_ K(p) _ 
où 
P— Gi, —i — Ain 0 
— 2 P—G — on 0 
D (p) = CC — 
— Gn1 — Gn2 . P— nn 0 
C: Co : Cn À 
D—i, —Gia ©. — din 
— — 3 D — Are — don (8.74) 
trees 
| — Any —n2 .e P—Gnn 
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— Ge P—ü» — don be 
K(p}=|l-::-................ | (8.75) 

— An — An2 P— Ann bh 

cs Co Le "te 0 


En développant les équations (8.74) et (8.75), on obtient 


D(p)=p"+Ap"1+... +4, 
et 

K(p)= BP" + B,p"1+ ... + Br 
avec mn << n, puisque dans le déterminant de (8.75) le dernier terme 
diagonal est nul. Le lieu de transfert du système s'écrit 


; K (j = 
W (jo) — : (8.76) 


Dans ce qui suit nous aurons besoin d’une caractéristique W*(jw) 
légèrement modifiée qui s'appelle lieu de Popov 
Re W# (jw) = Re W (jo); (8.77) 
Im W* (jo) = o Im W (jo). 
(8.77) montre que W* (jw) s'obtient à partir de W (jw) par multi- 
plication de la partie imaginaire de cette dernière caractéristique 


par la pulsation correspondante. Examinons le comportement de 
W# Go). Puisque n >m 
lim W (jw) = 0. 


& — 0 


On en tire que si nr — m > 1, alors, 
lim W#* (jo) — 0. 
&@ — 00 
Mais si nr — m —= 1, il vient 
lim W* (jo) = — jB,. 


WU 0 
En effet, 
| pi lim Bobo) lo+ ... __ Bo _  ; 
bn W (e)= lim (jo) + RE j Eau jBo- 


Considérons le comportement de W* (jw) pour © —> 0. Pour le cas 
principal (c’est-à-dire pour 4, = 0) W* (0) a une valeur finie. Dans 
le cas singulier, W* (jw) peut commencer à l'infini, mais peut égale- 
ment être fini. Supposons maintenant que œ (0) est une fonction 
linéaire, c'est-à-dire 

p (0) = ho; (8.78) 
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avec 0<h<k4 pour le cas principal, et O<Lh<RE pour le cas 
singulier. Qui plus est, p (6) satisfait à toutes les conditions é énoncées, 
il est vrai que la famille de fonctions (8.78) n’épuise pas toutes les 
fonctions examinées. Pour (8.78) le système est linéaire et dans l'étu- 
de on peut appliquer n’importe quel des critères linéaires. En parti- 
culier, le critère de Nyquist amène que dans le cas principal il faut 
que le lieu kW (jw) n’entoure pas le point (—1, j-0) ou que dans 
l'intervalle de —1 à —o de l’axe réel le nombre de descentes du 
lieu kW (jo) soit égal au nombre de ses montées. Il s'ensuit que le 
lieu W (jo) ne doit pas entourer le point [—(1/h), j-0], ou le nombre 
de descentes du lieu W (jw) de — (1/h) à —o de l'axe réel soit égal 
au nombre de montées. Puisque À varie de 0 à k, et le paramètre 
— (1/h), de —o à — (1/4), dans le cas d’un choix correspondant 
de =, le point [—(1/h), j-0] peut lui aussi tomber en un point quel- 
conque de l’axe réel, depuis —o à —(1/k). On en tire que pour la 
stabilité dans le cas principal du système, lorsque n'importe quel 
des lieux (8.78) peut se trouver dans la chaîne de retour, il faut que 
le lieu de transfert ne coupe pas l’axe réel dans l'intervalle de — 
à —(1/*), puisque dans le cas contraire on peut toujours choisir 
une quantité » telle que le lieu W (jo) entoure le point [—(1/h), j-0]. 
Puisque W* (jo) ne se distingue de W (jo) que par la partie ima- 
ginaire d’après les formules (8.77), il est clair que tout ce qui vient 
d’être dit est également vrai pour le lieu W%* (jo). Dans le cas singu- 
lier, le comportement mentionné de W* (jw) n’assure pas l’invariabi- 
lité de la position des racines de l’équation caractéristique lors de la 
variation de À de 0 à k, c’est-à-dire lorsque À varie dans les limites 
indiquées, aucune des racines de l’équation caractéristique ne tombe 
sur l’axe imaginaire et ne traverse pas cet axe. Evidemment, dans 
le cas considéré, c’est-à-dire pour les lieux (8.78), la stabilité abso- 
lue impose encore ce qu’on appelle la stabilité limite. c'est-à-dire 
que, pour un nombre = aussi petit que l'on veut, dans le cas singu- 
lier le système soit stable. De cette façon ceci doit s’observer égale- 
ment pour toute la classe des lieux œ (o). 

Voici la forme que revêt le résultat obtenu par V. Popov. 

Théorème de Popov. Pour que le système (8.67) soit absolument 
stable avec 


0x <k 


dans le cas principal, et avec 
oc <Ek 


dans le cas singulier, il suffit qu'il existe un nombre réel fini q tel 
que pour tous les w > 0 soit observée l'inégalité 


Re (1 + qgoj) W (jo) + 1/k > 0, (8.79) 
et dans le cas singulier soient respectées les conditions de stabilité 
limite. 
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Considérons l'interprétation géométrique du théorème de V. Po- 
pov. Introduisons la notation Re W* (jo) = X (w), Im W* Go) — 
— Ÿ (w), c’est-à-dire 


W* Go) = X (o) + jY (o). 


Il vient 
Re (1 + goj) W* (jo) = Re W Go) — go Im W Go) — 
= X (w) — gY () 
et la condition (8.79) se récrit 
X—qgY++>0. (8.80) 


La frontière de l'inobservation de l'inégalité (8.80) 
X—qgY++=0 (8.81) 


est une droite qui passe par le point [—(1/x), j-0] et qui possède un 
coefficient directeur égal à 1/g; d’après la condition de V. Popov 
le coefficient directeur peut 
être quelconque. L'’inégalité 
(8.80) est observée à droite 
de (8.81) qui s'appelle droite 
de Popov. Ainsi, on peut don- 
ner au critère de Popov l’in- 
terprétation géométrique sui- 
vante. 

Pour que la stabilité ab- 
solue du système (8.67) ait 
lieu avec 0 < (p (0)/0) < # 
Fig. 8.30. Détermination des carac- dans le cas principal et avec 
téristiques admissibles de non-linéa- < (p (0)/0) L k dans le cas 

ss singulier, il suffit qu’on puis- 
se choisir la droite de Popov 
passant par le point (—1/k, j-0) de façon que la caractéristique de 
Popov W+* (jw) se trouve complètement à droite de cette ligne et 
que dans les cas singuliers soit observée en plus la stabilité limite. 
Les conditions obtenues par V. Popov sont plus rigoureuses que cel- 
les établies dans ce qui précède pour la classe des caractéristiques 
linéaires. En effet, supposons que W#* (jw) ait la forme représentée 
sur la figure 8.30. Le lieu W* (jo) ne coupe pas l’axe réel dans l'in- 
tervalle (—oo ; —2,5), c’est-à-dire toutes les autres conditions étant 
remplies, le système sera stable pour tout lieu (8.78) avec À <0,4. 
Mais pour la classe des caractéristiques non linéaires qui figurent 
dans le théorème de Popov, on ne peut assurer la stabilité que pour 
p (0) << 0,250. 

Le critère de Popov permet de déterminer sans grand-peine la 

stabilité absolue dans le cas principal. Examinons un peu de plus 
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près le cas singulier, lorsqu'il faut encore observer le cas limite. 
Si l’équation (8.70) possède une racine nulle (d’habitude ce cas est 
dit le plus simple), la condition de la stabilité limite est observée 
avec 

lim ImW (jw) = — 

© —+0 
ou 

— © im Im W* (jw) < 0, (8.82) 
Q—++ 


c'est-à-dire si le lieu de Popov commence au point final du demi-axe 
imaginaire négatif. Les autres cas sont étudiés d'une façon analogue. 


CHAPITRE 9 


PROCESSUS STOCHASTIQUES 
DANS LES SYSTÈMES DE COMMANDE 


8 1. GENERALITÉS 


Le développement de la physique et de la technique a défini 
l'établissement de la théorie du mouvement des systèmes à nombre 
limité de paramètres principaux qui influent sur ce mouvement. 
Pourtant, dans ce mouvement intervient également un nombre 
énorme de paramètres inessentiels. Les paramètres principaux ne 
sont pas déterminants pour l'aboutissement d’une expérience uni- 
taire. La détermination suffisante n'est assurée que par les résultats 
d'une multitude d'expériences. Ceci fait que l'essor ultérieur de la 
physique et de la technique a rendu impérative l’utilisation du for- 
malisme de la théorie des probabilités, de la statistique mathémati- 
que et de la théorie des fonctions aléatoires (stochastiques). Le dé- 
veloppement de la théorie de la commande automatique suit une 
voie analogue. La position même du problème impose d'assurer un 
comportement déterminé, voulu, en présence d’un grand nombre de 
facteurs aléatoires qui sous la forme de perturbations agissent sur le 
système. La période précoce du devenir de la théorie de la commande 
automatique est caractérisée par une large application des méthodes 
déterministes décrites dans les chapitres précédents. Les problèmes 
se posaient et se résolvaient sous l'hypothèse d’une connaissance 
absolue aussi bien des caractéristiques des objets que des perturba- 
tions extérieures. Autrement dit, on envisageait les systèmes à in- 
formation complète sur l’objet. Mais on ne peut pas dire que l’indé- 
termination propre en principe au comportement d’un système de 
commande était totalement négligée. Le principe même de la réaction 
est apparu comme moyen de lutte contre les perturbations dont la 
forme et le point d'application sont inconnus. Le problème de stabi- 
lité est apparu par suite de l’existence des perturbations faibles, 
imprévisibles à l'avance. On peut indiquer trois éléments les plus 
importants d'un système qui subissent l’action du signal extérieur 
aléatoire, source d’indétermination dans le comportement du systè- 
me. Premièrement, c’est l’objet commandé lui-même. Deuxième- 
ment, c’est le comparateur qui reçoit la consigne loin d'être toujours 
connue à l'avance. Ceci est caractéristique surtout des systèmes 
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asservis. Troisièmement, c'est l'organe de mesure de la grandeur 
réglée (ou de certaines grandeurs auxiliaires dans les systèmes 
complexes à boucles multiples). Le processus de mesure est inévi- 
tablement lié à l’apparition des erreurs. De la sorte, l'élément de 
retour peut être envisagé comme un organe où l'information sur l’état 
de l’objet se mélange à la perturbation. Ce qui vient d'être dit atte- 
ste que l’approche statistique des problèmes de la théorie de la com- 
mande est organiquement liée au caractère de ces problèmes. Ceci 
n'entame d'aucune façon la réputation des méthodes régulières. Si la 
perturbation est impulsionnelle, définie par une grande amplitude 
et une faible pulsation, on peut admettre que les régimes transitoires 
prennent fin avant l'apparition de l'impulsion successive et on 
peut adopter les méthodes de calcul des systèmes de commande auto- 
matique décrites dans ce qui précède. Mais si la perturbation est 
lisse, à faible amplitude et forte pulsation, alors l'exploration du 
système impose le recours aux méthodes statistiques. 

I] est clair que la complication des systèmes de commande rendra 
plus encore nécessaire la description statistique des processus et des 
systèmes. Bien plus, lors de la conception des systèmes à stabilité 
élevée contre les perturbations et des systèmes adaptatifs, dans 
certains cas il s'avère raisonnable de rendre aléatoire même la stra- 
tégie de l'organe de commande. Il convient donc de s'attendre que 
le rôle des méthodes statistiques dans la théorie de la commande 
automatique, où les facteurs aléatoires et l’indétermination de la 
situation sont à la base de l’analyse [16], ne cessera de s'étendre. 

Dans ce chapitre nous n’envisagerons que deux questions: le 
passage du signal aléatoire par le système dynamique et la détermi- 
nation des estimations de l’état de l’objet en présence d’un niveau 
élevé des perturbations, qui est un problème de filtrage et de pré- 
diction. Dans le premier cas on admet que l’équation du système 
et les propriétés statistiques du signal d'entrée sont connues. Il 
faut évaluer (au sens statistique) la réaction de ce système. Dans le 
deuxième cas, il est impossible en principe de mesurer les coordon- 
nées d'état de l’objet, on mesure (et encore pas très exactement) 
seulement une certaine fonction de ces coordonnées. Les signaux de 
commande appliqués à l’entrée sont considérés comme connus, et 
on peut les faire varier par n'importe quel mode retenu. D'après 
cette information il faut évaluer l’état courant de l’objet et prédire 
son comportement futur. 


$ 2 GENÉRATEURS FONCTIONNELS 
DES VARIABLES ALÉATOIRES 


En théorie des probabilités on étudie les événements, les grandeurs 
et les processus aléatoires. 

Considérons un certain processus technologique (fig. 9.1). Il 
peut être, par exemple, celui du traitement de pétrole. Pour simpli- 
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fier. bornons-nous au cas unidimensionnel. Introduisons les nota- 
tions: z, la grandeur caractéristique du but du traitement, par 
exemple, la composition du produit fini; uw, la commande; F;, les 
facteurs extérieurs contrôlables ou non, tels que la composition de 


Fig. 9.1. Schéma de la mesure du produit fini: 
PT — processus technologique ; CC — capteur de la composition : R — relais 


l'alimentation, la température et la pression dans les appareils iso- 
lés, etc. 

Si la grandeur x est mesurée par un capteur discret de la composi- 
tion, ce dernier fournira à la sortie une fonction échantillonnée 
dont les variables discrètes sont les valeurs de la grandeur x mesurée 
à des instants discrets. Nous compterons la valeur de z à partir 
d’une certaine valeur nominale. 

Il convient d'établir si la grandeur zx est positive ou négative. 
Du point de vue structurel on peut se l’imaginer comme un couplage 
en série du relais idéal. Appelons l'apparition de la valeur positive 
de x avec 8 = 1, événement À, et l'apparition de la valeur négative 


de z (8 = 0), événement À. Il est évident que pour une commande u 


fixée l’apparition de À ou À dépend des facteurs F;. Supposons ef- 
fectuées N mesures qui nr fois ont été accompagnées de l'événement À. 
Appelons le rapport n7/N fréquence de l’événement 4. Ce rapport qui 
possède la propriété de stabilité pour V —- s'appelle probabilité 
de l'événement À et nous le noterons P (4). La probabilité c’est la 
mesure objective de l'apparition éventuelle d’un événement. Ainsi, 
disons aléatoire pour un événement dont la probabilité d'apparition 
est établie. Une variable aléatoire est un phénomène plus compliqué 
qu’un événement aléatoire. On dit aléatoire pour la variable Ë si 
pour un nombre x quelconque on peut indiquer la probabilité du 
fait que ë < x, c’est-à-dire indiquer la quantité P (E << x). Si Ë peut 
prendre n'importe quelles valeurs, elle est une variable aléatoire 
continue; si ë est découpée en niveau (ne peut prendre qu'une série 
des valeurs), elle est une variable aléatoire discrète. Sur la figure 9.1 
z, est une variable aléatoire continue et 6,, une variable aléatoire 
discrète, qui peut prendre seulement deux valeurs: 1 et 0. Si on 
a intérêt à augmenter le nombre de niveaux de découpage, il suffit 
de remplacer les relais à deux positions par un relais à positions 
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multiples. La résolution de tout problème d'automatique est liée 
dans telle ou telle mesure au traitement de l'information. On a donc 
intérêt à explorer la grandeur de sortie (aval) d’un certain généra- 
teur de fonctions dont l’entrée subit l’action d'une variable aléatoire. 
Naturellement, la sortie fournira également une variable aléatoire, 
dont la loi de répartition (ou certaines caractéristiques numériques 
de sa répartition) doit être établie. Dans ce paragraphe nous envisa- 
gerons seulement les éléments sans inertie. 


Système à une entrée 


Un tel système est représenté sur la figure 9.2, a. Dans le cas 
général, la fonction (x) n'est pas linéaire, mais elle est continue 


D c 
P(=) plz) 
a 
€ 
u( + we) | z(t) P à r ; 
( 
a 2 v Z BIT 


Fig. 9.2. Détermination de la densité de probabilité de la grandeur de sortie 
du générateur de fonction 


et dérivable. Supposons également que pour la grandeur d'entrée 
il soit vrai que 


P(a<E<b)=1, (9-1) 


c'est-à-dire que la probabilité pour £ de tomber dans l'intervalle 
[ab) soit égale à l'unité. Les frontières de l'intervalle entre a et b 
peuvent prendre également les valeurs limites a — — et b — +oo. 

La solution du problème dépend de l’allure de la fonction œ (x). 

1. La fonction y — œ (x) est monotone croissante (fig. 9.2, b). 
Menons la droite AB parallèle à l’axe des x. La probabilité de l’évé- 
nement n << y est égale à la probabilité de voir tomber E dans l’inter- 
valle [ax). Cette probabilité se calcule sans peine du fait d'admettre 
comme connue la densité de probabilité de E 


P(n<w= | f(x) dz. (9.2 


En exprimant la limite supérieure de l’intégrale par y, c'est-à-dire 
en calculant z — 7 (y), où w est la fonction inverse à w, on entire 
d’après la formule 
v(y) 
Fa@)= | fax (9.3) 


a 
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la fonction intégrale de la répartition de la variable de sortie. En 
dérivant par rapport à y on obtient 


fa (9) = fi lb Gp" (y). (9.4) 


Ici on a utilisé le théorème de dérivation de l'intégrale par rapport 
à la limite supérieure variable. Ainsi, on a obtenu la densité de 
probabilité cherchée. | 

2. La fonction y — œ (x) est monotone décroissante (fig. 9.2, c). 
La fonction de répartition de la variable de sortie est déterminée 


par la formule 
b 


FW=P(n<y= | far, (9.5) 
d'où d(v) 
fa @) = —fh lp Gp" G). (9.6) 


Puisque dans le premier cas la dérivée 4” (y) est positive et dans le 
deuxième elle est négative, toute fonction monotone aussi bien 
décroissante que croissante vérifie l'équation 


fe @) = fa G@)I lp" (y) |: (9-7) 


Examinons les cas particuliers. 

1. Elément amplificateur. L'entrée de l'élément amplificateur 
à gain * subit la variable aléatoire E à répartition f, (x). Définir la 
variable fournie par la sortie. 

Dans notre cas œ (x) est une fonction linéaire; on peut donc 
appliquer la formule (9.7). Il vient 


y=pr)=kr et z=p(y=+ 


par conséquent 


= 
Alors, la densité de probabilité à la sortie 
UE y 
fa) = ET fs (+) (9.8) 


L’espérance mathématique et la dispersion de la variable de sortie 
sont respectivement 


+00 + oo 
M{n}= | phare | krfi( dr = @ (0.9) 


D{n}= M {(n—mn)}= M {(RÈ—km:;)}= D4E}, (9.10) 


où A7 et D sont les symboles du calcul de l'espérance mathématique 
et de la dispersion de la variable aléatoire; m; et mA, les notations 
des espérances mathématiques des variables Eetn. 
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Exemple 9.1. La répartition de la variable E est normale, son 
espérance mathématique est m; et sa dispersion 0: : 


fi (x) = 


ln appliquant la formule (9.8) on obtient 


=)" 


EE 
ROE= TE . DE 


(z—m:) }. 


VE exp{— (9.11) 


exp{ +) . (942) 


9x2 
20% 


1 
a. V2x 


La variable à la sortie de l’amplificateur est également répartie 
normalement avec une espérance mathématique km: et une disper- 
sion kX*oi. Les deux dernières affir- 
mations pourraient se déduire direc- 
tement des équations (9.9) et (9.10) 
sans calculer la densité de probabi- 
lité f2 (y). 

2. Générateur des fonctions qua- 
dratiques. Son équation s'écrit 


pt) 


ÿ 


—= p (x) = 2°, 


—vy +Vy 


et sa caractéristique statique est 
représentée sur la figure 9.3. Puis- pig. 9.3. Caractéristique stati- 
que la caractéristique n'est pas mo- que du générateur des fonc- 
notone, l’équation (9.7) est inappli- tions quadratiques 
cable. Pour déterminer les proprié- 

tés statistiques de la variable de sortie il faut donc utiliser la 
méthodologie générale. Il est clair que 


+ Vy + Vu 
F2 (y) = | f(x) dx = fia)dz+ | fi(x)dz. 
_VT . 0 


En nu par rapport à yon moe 


RG)= FU (VU (EE 
OP) D (DL (9.13) 


— )+ 


Si la répartition de jf, est symétrique par rapport à l’origine des 
coordonnées, alors 


UE me 
f2 (y) = V3 fi (V y). (9.14) 
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Les formules (9.13) et (9.14) sont vraies pour y > 0, puisque 
P (n < 0) = 0. 

Exemple 9.2. La variable E est répartie normalement avec une 
espérance mathématique m; et une dispersion oi. Par conséquent, 
pour y > 0 on peut appliquer (9.14) 


1 = 
{2 Dr Pr) (9.15) 


c’est-à-dire la répartition de la variable de sortie du générateur des 
fonctions quadratiques se distingue sensiblement de la répartition 

normale. 
3. Relais idéal. L’équation du relais idéal s'écrit y — sign x. 
Par conséquent là aussi l'équation (9.7) est inapplicable. Puisque 
la variable de sortie prend l’une des deux 
J,(Z) valeurs, zéro ou l'unité, ses propriétés sta- 
tistiques peuvent être caractérisées par la 
probabilité p = P (n = 1). Alors, la pro- 
babilité de la sortie du zéro sera égale à 
ss 1 — p. La valeur numérique de p s'obtient 

z aisément 


de la probabilité de la p= \ f(x) dx, (9.16) 


manifestation du zéro ou 
de l'unité à la sortie du 
relais idéal c'est l'aire hachurée sous la courbe de 
f1 (x) (fig. 9.4). 
Introduisons la variable aléatoire u qui peut prendre les valeurs 
0, 1, 2,..., n en fonction du nombre d'unités enregistré par nr 
mesures de la variable de sortie n. On peut l’interpréter comme le 
bénéfice réalisé par le processus technologique à #7 pas. La réparti- 
tion de la variable u est binomiale 


Fig. 9.4. Détermination [ 
0 


Pn(m) = Cp" (1—p}, (9.17) 


où p\ (m) est la probabilité du fait que dans la série de r7 mesures 
la variable aléatoire u prendra les valeurs m (m — 0, 1, ...,n); 
C?, le nombre de combinaisons de n éléments m à m 


m _ n! 
Enr ml(n—m)!? 


et la probabilité p se calcule d’après la formule (9.16). Si p est une 
variable très petite le nombre #7 étant très grand, alors que le pro- 
duit np = À reste constant, la répartition de la variable pu est pois- 
sonienne 


Hu, (m) = ex" /m! (9.18) 
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Système à plusieurs entrées 


Ce problème est bien plus compliqué que le précédent. Soit la 
fonction donnée de deux variables : 6 —  (Ë, n). Admettons que la 
densité des probabilités commune des variables E et n, c’est-à-dire 
la fonction f (x, y), soit connue. Pour 
calculer la densité de probabilité cons- 
truisons à la sortie la surface z — 
— (x, y) et menons le plan Q paral- 
lèle au plan zxoy (fig. 9.5). Projetons la 
courbe obtenue par intersection du plan 
Q avec la surface z sur le plan xzoy. Dési- 
gnons le domaine délimité par cette courbe 
par D. Supposons que pour tous les x et y 
appartenant à ce domaine, 0<<z. Il vient 

— — — ig. 9.5. Determination de 
FaG@)= PQ < 2) = PEN) € D} la densité de probabilité à 
= | | f(x, y) dx dy. (9.19) la sortie du sommateur 
D 


L'’espérance mathématique de la variable de sortie se calcule alors 
d’après la formule 
+ oo 
A1 (8)= | | @Uz y) f (y) dx dy. (9.20) 
Examinons les cas particuliers. 
1. Sommateur. Son équation est 8 — £ + n. Cherchons le do- 
maine d'intégration D. A cet effet menons la droite y = z— 7x 
dans le plan xoy (fig. 9.5). I] est clair que, pour le domaine à gauche 


de cette droite, 8 < z. C'est justement le domaine D. Appliquons 
la formule (9.19): 


+oz:-x 


Fa(9= | | f(x, y) dy dx. (9 21) 


00 — 0 


En dérivant par rapport à z trouvons la densité de probabilité de 8 
d TT 
fa (2) = Fs (z) — | f(x, z2— x) dx. (9.22) 


Si les variables E et n sont statistiquement indépendantes, alors 
f (x, y) = hi (&) f2 Y)- On a 


+ oo 


fG)= | fo) fate 2) dz. (9.23) 


Supposons que l’une des variables à l'entrée du sommateur ne soit 
pas aléatoire, c'est-à-dire que 0 — n + Z. Il est clair que l'espérance 
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mathématique de la variable non aléatoire B est égale à sa valeur B, 
la dispersion est nulle et la densité de probabilité est une fonction 
impulsion de Dirac. 
L'équation (9.23) entraîne 
+o 
f()= | 6(B)f2(G—2)d7 = f:(2—B), (9.24) 


0 
c'est-à-dire l'addition des variables aléatoire et non aléatoire conduit 


au décalage de la fonction de répartition de la variable aléatoire 
sans compromettre sa forme. On en tire, en particulier, 


+oo 
M (8)= | zf(z—B)dz=m+ B, (9.25) 
c'est-à-dire l'espérance mathématique de la sortie est égale à la 
somme des espérances mathématiques des termes, et 
D{0} = M{(6 — mo)°} = M{(n + B—m; — B}} = 
= D{n}, (9.26) 
c'est-à-dire la dispersion à la sortie du sommateur est égale à la 
dispersion de la variable aléatoire d'entrée. 

Examinons ensuite le cas où les deux variables à l’entrée sont 
aléatoires. Bien que l’expression générale de la densité de probabili- 
té de la variable de sortie soit déjà connue (c’est la convolution 
(9.23)), pour calculer l’espérance mathématique et la dispersion de 6 
on peut appliquer une approche quelque peu différente, ce qui per- 
mettra d'obtenir des résultats pour les variables d'entrée aussi bien 
dépendantes qu'indépendantes. Utilisons la formule (9.20) 


+oo 
M (8} — | | (z+ y) f(x, y) dr dy = 


+o  +o +o  “<+o 


= {2 (tuavart | y | fm mad (027 


Les deuxièmes intégrales des deux termes sont des fonctions de ré- 
partition des variables aléatoires & et n. Donc, 


+oo 


+oo 
M{}= | zf(a)dz+ | yfa(u)dy=m;t+m (9.28) 


—-œo 


Le résultat est immédiatement extrapolé au cas de la sommation de 
plusieurs variables 


MA=È m, (9.29) 


406 


où m; est l'espérance mathématique de l’i-ième entrée ; 7, le nombre 
d'entrées. 

Ainsi, nous avons démontré que l'espérance mathématique de la 
variable de sortie est égale à la somme des espérances mathématiques 
des variables d'entrée. Cette conclusion est justifiée tant pour les 
variables indépendantes que pour les variables dépendantes, quelle 
que soit leur répartition. 

Cherchons maintenant la dispersion à la sortie. Par définition 


D {8} = M {(8—mo)}= M {(E+n—m;—mn)}= M {(E+ n}°}. 


où E etn sont des variables centrées. En élevant au carré et en tenant 
compte de (9.29), on obtient 


D{6}= M {E}+2M {En} + M {n}=0t+0i+2Kin. (9.30) 


Notons que si l’une des variables est appliquée au sommateur avec 
le signe moins, alors dans (9.30) le signe affecté à la covariation 
K:n Change. 

L'extrapolation au cas de la sommation de plusieurs variables 
conduit à l'expression 


D {6} 2 DRE (9.31) 


où Xi, est la covariation entre les i-ième et j-ième entrées. 
Pour les variables d'entrée non corrélées l’équation (9.31) de- 
vient plus simple 


D{8}= Ù Ku= À 0!, (9.32) 
EX | i— 1 


c'est-à-dire pour les variables non corrélées la dispersion de la va- 
riable de sortie du sommateur est égale à la dispersion des variables 
d'entrée. 

Exemple 9.3. Supposons que les variables appliquées à l’entrée 
du sommateur sont indépendantes et que leur répartition est normale. 
Trouver la répartition du signal de sortie 6. 

En appliquant la formule (9.23), on obtient 


(z— m:} z—z— my) 
RO = Ta PL — TT) dr. (9.33) 
L'expression de l’accolade est le trinôme carré en x 
u (zx) = —Az + Br —€C, 


de plus, À ne dépend pas de z, B dépend de z, alors que C dépend de 
z et de z*. 
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Le calcul intégral enseigne que 


+ 00 = 
AC — B° 
| exp {u (x)} dx — y + exp {— 2 } : (9.34) 
Par conséquent, la formule (9.33) peut être mise sous la forme 


fs (2) = N exp{—w (:)}, (9.35) 


où w (z) est le trinôme carré en z, et V ne dépend pas de z. 

De la sorte on a démontré que la répartition de z est normale. 
Cette démonstration est quelque peu plus lourde lorsqu'il s’agit 
de la justifier pour des variables dépendantes. Puisque la répartition 
normale est définie seulement par deux paramètres, l'espérance 
mathématique et la dispersion, et pour le problème donné ces der- 
nières sont déjà fournies par les équations (9.29) et (9.30), le proble- 
me posé est résolu complètement. 

2. Elément multiplicateur. Son équation s'écrit 


8 — En. 


Bornons-nous ici au calcul de l'espérance mathématique et de la 
dispersion de 6 pour le cas des variables d'entrée indépendantes. 
Tout d'abord écrivons certaines relations évidentes. Une variable 
aléatoire arbitraire v vérifie les expressions 

+oo 
D(v)= | (n— ms) f(n) dn = 


— oO 


+ 00 + oo + co 
= | n?f(n)dn—2m, | nf (n) dn + m; | f(n) dn = M {v°}— mi. 
Le L L (9.36) 
Les variables indépendantes E et n justifient les expressions 
+00 
M {En} = | | zyfs (a) f:(u) dx ay = 
pes + oo 
= À zfi(o)dz À vf(u) dy = ME} M{n}=mimn, (9.37) 
M {Ent} = | À 222$ (x) fa (0) dx dy = M {3 M {n°}. (9.38) 
+00 
La définition de la dispersion donne 
D (6) = M{(En — M{En}}} = M{En° }-— M°{En}. (9.39) 
Portons dans l'équation (9.39) les relations (9.37) et (9.38) 
D{8} = M {E?} M {n°} — mêmë, (9.40) 
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Récrivons (9.40) compte tenu de (9.36) 


D{8}=[D{E}+ mi] [D {n}+ mA] — mêmn — 
= D{E} D{n}+mED{n}+ maD({E} (9.41) 


De cette façon on a démontré que pour les variables d'entrée 
indépendantes l'espérance mathématique du produit des signaux est 
égale au produit des espérances mathématiques des signaux d'entrée 
(cf. l'équation (9.37)), mais la dispersion de produit est égale au 
produit des dispersions seulement pour les signaux à espérances nul- 
les (cf. équation (9.41)). 

3. Générateur non linéaire à plusieurs entreés. Son équation 
est 6 — œ (£), où Ë est le vecteur de coordonnées E,, E:, . . ., En. 
Désignons par m; l'espérance mathématique de la coordonnée Ë; 
et m, le vecteur des espérances: m —{m:, mo, . . ., Ma}. 

Examinons la méthode de calcul approché de |” A ES matheé- 
matique et de la dispersion de la variable de sortie 6. Linéarisons 
au préalable le problème: développons la fonction q (x) en série de 
Taylor au voisinage du point m et rejetons les termes majeurs du 
développement 


Dæ p(m+ > (2 =), Em). (9.42) 


i—1 


On peut appliquer à |” équation (9.42) les règles de transformation 
des variables aléatoires qui passent par le sommateur et les amplifi- 
cateurs. L’espérance mathématique du deuxième terme de la formule 
(9.42) est nulle, puisque sous le signe somme figurent les variables 
centrées. Il est donc vrai que 


M{8} æ œ (m), (9.43) 


c'est-à-dire l'espérance mathématique de la fonction des variables 
aléatoires est égale approximativement, aux termes du développe- 
ment rejetés près, à la fonction de l'espérance mathématique des 
arguments. 

Si on introduit la notation (dw/ôx;), — a; et désigne les variables 
à la sortie des amplificateurs par n; (fig. 9.6), alors, d'après la for- 
mule (9.31) on peut écrire pour la variable 6 


D{8}= 2 pi K{?, (9.44) 
où Æ}; est la covariance de n; et n;. 
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Comme nous l'avons montré dans ce qui précède, la constante 
 (m) n’influe pas sur la dispersion de 6. En vertu de (9.42), à l'en- 
trée des amplificateurs sont appliquées des variables centrées. Par 


Fig. 9.6. Schéma fonctionnel pour le calcul de la dispersion de la grandeur 
dans l'équation (9.42). 


conséquent, aussi bien pour l'entrée Ë; que pour la sortie n, de chaque 
élément, les espérances mathématiques sont nulles. Donc, 


KP 2 M {nin;) = M {aibsa Ë,) = a;a,KŸ?, (9.45) 


* ë e 
où ÆX!{? est la covariance de E, et £.. 
De la sorte, finalement, à la sortie, la valeur approchée de la 
dispersion sera 


D{}= > 5 (E), (5). 5. (9.46) 


: | l 
11 J=:i 


Si les variables d'entrée E,;, E,, . .., ë, ne sont pas corrélées, l’équa- 
tion (9.46) devient plus simple 


D{}= > (5) D (#).. (9.47) 


Si 6 est la fonction d’un seul argument E, l'équation (9.47) peut se 
récrire 
où = [p' (m;)F ot. (9.48) 
Il s'ensuit que 
| q" (ms) | = 6e /o3. (9.49) 
Puisque les écarts quadratiques sont des grandeurs essentiellement 


positives, on prend la valeur absolue de la dérivée @’ (m:). De cette 
façon, en connaissant la dispersion à l'entrée et à la sortie d’un 
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certain générateur non linéaire, on peut faire le calcul approché du 
module de la dérivée (module du gradient) au point opératoire. 
Des problèmes de cette sorte apparaissent lors de l’exploration des 
systèmes de commande de la prospection. 


$ 3. FONCTIONS DE CORRÉLATION 
ET DENSITÉS SPECTRALES 


Examinons une classe plus compliquée des phénomènes dus au 
hasard, celle des fonctions aléatoires. Ce sont des fonctions dont la 
valeur est à chaque instant une variable aléatoire. La forme concrète 
que prend une fonction aléatoire dans l’expérience s'appelle réalisa- 
tion de la fonction aléatoire. Plusieurs expériences de même type 


% 


donnent lieu à une famille des réalisations. Remplaçons dans le 


G 


x b 
X 


Fig. 9.7. Courbes des réalisations d'un processus aléatoire stationnaire 


schéma de la figure 9.1 le capteur discret de la composition du pro- 
duit pétrolier par un capteur continu et procédons à des mesures 
analogues sur quelques installations de même type. La famille des 
réalisations peut avoir la forme représentée sur la figure 9.7. Si on 
fixe l'instant ti — t;, alors X (t;) est une variable aléatoire pour 
laquelle on peut trouver la loi de répartition ou ses caractéristiques 
numériques. Appelons cette variable troncature de la fonction 
aléatoire. On peut sans perdre en information sur le spectre du signal 
remplacer la réalisation continue de x (t) (il s’agit pour le moment 
des fonctions non aléatoires) par la séquence des échantillons z,, 
Toy + + +» Zn. D'une façon analogue l'exploration de la fonction 
aléatoire X (t) peut être remplacée par celle de la séquence des tron- 
catures de la fonction aléatoire, comme on le fait dans la pratique. 

Naturellement, la répartition des variables aléatoires X (t;) ne 
donne pas une caractéristique exhaustive de la fonction aléatoire. 
Il faut élucider la liaison statistique entre ses troncatures différentes. 
En principe ce problème pourrait être résolu à l’aide de la fonction 
de répartition nr-dimensionnelle. Pourtant, la possibilité de l’utili- 
sation pratique des fonctions de répartition multidimensionnelles 
est limitée; il faut donc appliquer seulement les caractéristiques 
numériques. 
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Notons qu'en augmentant infiniment le nombre de troncatures 
(en s’approchant toujours plus de la fonction aléatoire) on aboutit 
à la fonction de répartition à ensemble des arguments infini. 

Pour chaque troncature on peut déterminer l'espérance mathé- 
matique de la variable X (t;) 


mac) = M {X(t;)}, (9.50) 


et, par conséquent, calculer l'espérance comme fonction du temps. 
D'autre part on peut calculer la covariance 


Kio = MAX (1) X (t.)}. (9.51) 


La covariance définit l’étroitesse de la liaison entre les troncatu- 
res, détermine la structure interne du processus aléatoire. Plus la 
différence ({, — {,) est grande, c'est-à-dire plus les troncatures sont 
espacées, plus la covariance est petite. Pour caractériser la liaison 
entre toutes les troncatures il convient de composer la matrice des 
covariances. Sa diagonale détermine la dispersion de la fonction 


« 


aléatoire à des instants différents, puisque 
0 (4) =Ku= M {X (4) X (L:)}. (9.52) 


Prenons deux troncatures arbitraires t et {” et introduisons la 
fonction 


Rx (£, L”) — Kt, t's (9.53) 


que nous appellerons fonction d'autocorrélation du processus aléa- 
toire. 

Le mieux sont étudiés les processus aléatoires stationnaires dont 
les propriétés statistiques ne changent pas avec le changement de 
l'origine du temps; autrement dit, un tel processus est homogène 
dans le temps. 

Si l’espérance mathématique ne dépend pas du temps et la fonc- 
tion de corrélation dépend seulement de la distance entre les tronca- 
tures t — {’ — t, mais ne dépend pas de la disposition des troncatu- 
res sur l’axe temporel, un tel processus est dit stationnaire. 

Pour le processus stationnaire R,, (t) — K, ;+.. Le fait que 
la fonction de corrélation dépend non pas de deux arguments (t, t’), 
mais d’un seul (+), rend l’analyse de tels processus aléatoires bien 
plus simple. 

Introduisons également la fonction de corrélation normée 

Txx (x) = Rx (t)/0%. (9.54) 

On voit sans peine que pour t = 0 la fonction de corrélation est éga- 

le à la dispersion de la variable aléatoire, lorsque la fonction de 
corrélation normée est égale à l'unité 

Rrx(0)=0%5; rxx(0) = 1. (9.55) 

L'analyse qualitative des réalisations montre que pour le cas 
de la figure 9.7, a, la fonction de corrélation R,.(t) a une forme 
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à pente plus douce que pour le cas de la figure 9.7, b, puisque sur 
cette dernière la réalisation de la fonction aléatoire est d’un caractère 
brusquement oscillatoire. Dans ces conditions la liaison statistique 
entre les deux troncatures diminue rapidement avec l'augmentation 
de la distance + entre elles. 

Si les deux processus aléatoires X (t) et Y (t) sont stationnaires 
et sont liés stationnairement, on peut les caractériser par la fonction 
d'intercorrélation 


Ray (9 = Kxeo, vero = MAX (8) Ÿ (E+7)}. (9.56) 


Quel que soit le choix de l'instant t{, la valeur de la fonction d'inter- 
corrélation ne change pas. 

L'une des sous-classes des processus stationnaires se compose 
des processus stationnaires ergodiques, pour lesquels on peut explorer 
les propriétés du signal d'après une seule réalisation suffisamment 
longue, c'est-à-dire la mise en moyenne par rapport à l’ensemble des 
réalisations peut être remplacée par la mise en moyenne par rapport 
au temps. En particulier, 


T 
.. 4 | : 
rm z(t) dt; (9.57%) 
T 
Ray (9) = lim _ | z(t)y(t+r)dt. (9.58) 
0 


Si dans la dernière formule on remplace y par x, on obtient la fonc- 
tion d’autocorrélation du processus aléatoire X (t). 

Pour les processus ergodiques on peut également diviser une 
réalisation longue en plusieurs intervalles aussi assez longs, et en 
envisageant chaque intervalle comme une réalisation à part, calculer 
la moyenne par rapport à l’ensemble. 

Tout processus stationnaire n'est pas ergodique. Considérons, 
par exemple, la somme Z (t) — X (t) + E, où X (t) est le processus 
ergodique et Ë, une variable aléatoire. Au début de chaque réalisa- 
tion E prend l’une des valeurs possibles conformément à la fonction 
de répartition donnée. En appliquant les formules (9.50) et (9.57) 
on établit sans peine que pour Z (t) les moyennes par rapport à l'en- 
semble et les moyennes par rapport au temps ne coïncident pas. 
Formellement, l'équation (9.58) peut être appliquée également aux 
fonctions non aléatoires, par exemple, on peut introduire une fonction 
d'autocorrélation du signal sinusoïdal à pulsation et amplitude non 
aléatoires. 

Ultérieurement nous explorerons les systèmes stationnaires pour 
lesquels l’objet est stationnaire, c'est-à-dire dont les paramètres ne 
changent pas dans le temps et les actions d'entrée sont des fonctions 
aléatoires stationnaires. Pour de tels problèmes l'utilisation des 
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densités spectr les pour définir les processus aléatoires est un outil 
puissant de l'étude du système. 

Calculons la densité spectrale réciproque comme une trans- 
formation de Laplace bilatérale de la fonction d’intercorrélation 


+ 00 
Say (P)= | Ray (t)e-?t dx. (9.59) 


Le passage aux densités spectrales, aux fonctions de la variable 
complexe p est très utile également du point de vue méthodologique, 
puisque toutes les explorations des systèmes par des interventions 
non aléatoires étaient réalisées dans le domaine de la variable 
complexe. Si à S,, (p) on applique la transformation de Laplace 
inverse, on obtient 

c+Jo0 
Ru(T)= ze | Sxy(p)er dp. (9.60) 

c—J00 
En remplaçant dans les équations (9.59) et (9.60) y par x, on obtient 
la liaison entre la fonction d’autocorrélation et la densité spectrale. 

Elucidons le sens physique de la densité spectrale. Puisque les 


fonctions X (t) et Ÿ (t) sont déterminées par des instants quelconques 
aussi bien positifs que négatifs, introduisons les fonctions tronquées 


Xr(t)=X(t)et Yr(t)="Y(t) pour OLILT; (9.61) 
Xr(t)=Yr(t)=0 pour t<L0 et 1>T. 


Les fonctions X r (ét) et Y r (t) peuvent être transformées au sens de 
Laplace 


Xr(p)=L{Xr(t)} et Yr(p) = L{Yr (t})}. (9.62) 


Le symbole L est conservé pour la transformation de Laplace mono- 
latérale discrète. Maintenant, transformons le produit Xr(t) x 
X Y r (t + t). A cet effet utilisons le théorème de convolution dans 
le domaine complexe 
: c+joo 
LXr D Yr (+= | Xr(s—p)Yr(phe” dp, (9.65) 
c—joo 
du fait que 
L{Yr(t+t)}} = Yr(s) es. 


En passant à la limite pour s 0, on obtient 

© C+Joo 
1 
JXrOYré+T = | Xr(—p)Yr(p)er dp. 
0 


C— 00 
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Divisons les deux membres de l’équation par 7 et prenons la limite 
par rapport à 7 


Ran(9 = lim + | Xr (9 Yr(+T)dt= 
0 


C+J00 
1 à 1 S 
= À {lim + Xr (—p)Y7r (p)} ePt dp. (9.64) 


En comparant les deuxièmes membres des équations (9.60) et (9.64) 
on voit que 


Say (p)= img Xr(— P) Yr (p) (9.65) 


L’équation (9.65) pourrait être utilisée dès le début comme défini- 
tion de la densité spectrale si la présente section est exposée suivant 
une méthodologie quelque peu différente. 

Supposons que dans l'équation (9.64) Y + = Xr5; t = 0 et p — 
= jo. Alors, on vérifie l’expression 


27 


co +o 
lim + | X4 (+ dt= J lim LE go. (9.66) 
T—00 0 : T0 


Puisque l'énergie est proportionnelle au carré d’une certaine gran- 
deur physique (courant, tension, etc.), alors X+ (t) peut être inter- 
prétée comme l'énergie dégagée dans l'intervalle de temps 7, et le 
premier membre de l’équation (9.66). comme la puissance moyenne 
d'un signal dans l'intervalle de temps infiniment grand. Il s'ensuit 
que | À y (jw) | dw/2nT est la puissance élémentaire du signal tron- 
qué qui correspond à un intervalle infiniment étroit du spectre fré- 
quentiel dw, et | Xy (jo) [*/2nT est la distribution de la puissance 
suivant le spectre fréquentiel. 

L’équation (9.65) montre que tout ce qui vient d'être dit est 
également valide pour la fonction S.,, (jw)/2x, c’est-à-dire la den- 
sité spectrale de S,, (jw) définit la distribution suivant le spectre 
fréquentiel de la puissance du signal exploré. 


Propriétés des fonctions de corrélation 
et des densités spectrales 


Première propriété 
Rey () = Ryx (—7). (9.67) 
En effet, 
R:y (D = M {X (HD Y (t + +)} = 
= M{Y({t)X(t" +u)} =R,. (u), 
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où la première et la troisième égalités sont écrites par définition, 
et la deuxième est obtenue par substitution £ + + — t” et —+t = u. 
En particulier, pour z = y on a 


Rx (Tr) = Rx (—1), (9.68) 


c’est-à-dire la fonction d’autocorrélation est une fonction paire du 
temps de corrélation +. 
Deuxième propriété 


| Rey (t) SV Rx (0) Ryy (0)- (9.69) 


Le carré du module de la fonction d'intercorrélation de deux si- 
gnaux ne dépasse pas le produit des dispersions de ces signaux. 
Démontrons cette propriété. On peut toujours écrire 


X (t) Y(t+T) 7° 
——_—__——— À ——_—_— >0, 
| V' Rx (0) V'Ryv (0) ] éd 
donc, 
X2 (+), Y?(+7) 2X (D) Y (+7) 
” 2 + ne :@, 
Rxx (0) Ryy (0) V Rxx (0) Ryg (0) 


La mise en moyenne de cette inégalité, compte tenu de la dispersion 
des processus stationnaires ne dépend pas du temps, c’est-à-dire 
que M {X*(t)}} = R,.(0) et M {Y*(t + t)} = R,, (0), permet 
d'obtenir 


2>21RŸ |/V R..(0)R,, (0), 


d’où on tire justement l'inégalité (9.69). La fonction d’autocorréla- 
tion vérifie l’expression 
| Rex (D 1 Rx (0), (9.70) 


c'est-à-dire la valeur de la fonction pour un + arbitraire ne peut pas 
dépasser sa valeur initiale, égale à la dispersion du signal. 
Troisième propriété 


S xy OO) = Syx (—jo)- (9.11) 
L’équation (9.65) conduit à 
Say (o)= lim + Xr (— ju) Yr (ju) 
et 
Syx (jo) = lim + Xr (ju) Yr (— jo). 
Il s'ensuit la justification de l’expression (9.71): les quantités 


Sy Go) et S,+- (jo) sont complexes conjuguées. 
Quatrième propriété 


Sxx (Q) = Sxx (—jo) = Sxx (0) > 0. (9.72) 
416 


Dans l'équation (9.65) remplaçons y par x, Ÿ par X et p par jo. 
Il vient 


RE. ; : 4 RE 
Sxx (j0) = lim 7 Àr (—jo) Àr (jo) = lin + | Xr (jo) |*. (9.73) 


11 en résulte que S,. (jw) (densité spectrale du signal X (t)) est une 
fonction paire, non négative, réelle de la pulsation w. On peut donc 
‘la noter simplement S.. (w). 
Cinquième propriété. Transformation des densités spectrales. 
Soient donnés les signaux X; (t) (pour i = 1,2, ...,n); Y, (t) 
Ne d : 1, 2,...,m) et leurs densités spectrales réciproques 
ya U® 
vo des signaux est appliqué à l'élément à fonctions de 
transfert W.:1 (p) et W,r (p) représentées respectivement sur les fi- 


a b 
X, (€). 


Xn(£) | X(t) 


°° à 


Fig. 9.8. Transformation des densités spectrales 
‘wures 9.8, a et b. Les signaux transformés X, (t) sont sommés et 
forment une fonction aléatoire X (t). D'une façon analogue se forme 
la fonction Y (t). Trouver la densité spectrale réciproque des si- 
‘gnaux de sortie X (f) et Y (ft). 
Effectuons la troncature des fonctions 


Xœri(t) = Xui(t) et Yrai(t) = Yi (t) pour OSI<T: 
Xri() = Yri(t) =0 pou t<0ett>T. 


:-Par définition de la fonction de transfert, à la sortie du premier élé- 
‘ment (cf. fig. 9.8, a) on a W.,1 (p) Xrs (p)- 

En sommant toutes les sorties et en remplaçant P par —jo pour 
Xr @) et p par jo pour Ÿ- (t), on obtient 


Vs 


Xr(—jw)= Ë Wa (— jo) Tri(— jo) : , 


Yr(iu)= à Won (ju) Y Gal re | : : È 
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En portant ces expressions dans l'équation (9.65), il vient 


Say (F8) = > S Wal jo) Wa (a) {lim + Xr:(— jo) Y ra (ju)}= 


=ihk=1 


”; D Wa(— io) Win (10) Sr, GO). (9.74) 


ii hR=1 


L'expression générale (9.74) conduit à deux cas particuliers 


importants. 
1. Propriété de filtrage. Soit z = m = 1; W.1 (p) = Ws 1 (r) = 
es 


= W(p); X;(t) = Y,(t) = U (t). Alors, la liaison entre den- 
b 
a 2, 


E 7 _ 
Ë 


Fig. 9.9. Détermination des propriétés du filtrage (a) et de l’additivité (b) 


sités spectrales des signaux d'entrée et de sortie (fig. 9.9, a) est dé- 
terminée par la formule 


Sxx Go) = W (—jo) W Go) Suu Go) = 
= W] Go) FSuu (jo). (9.75) 


La densité spectrale du signal de sortie est égale au produit de la 
densité spectrale du signal d'entrée par le carré du module du lieu 
de transfert de l’objet ou du système de réglage. 

2. Propriété d’additivité. Soit nr — m; W,,(p) = W,, (p) = 
= 1; Xi(t) = Yi (t). Alors, la densité spectrale du signa al de sortie 
du sommateur (fig. 9.9, b) se calcule d’après la formule 


SxGo)= D 2 Sax, (Go). (9.76) 


Si les signaux d'entrée ne sont pas corrélés entre eux, les densités 
spectrales S,,x, (@) = 0 (pour i Æ k) et la formule (9.76) devient 


plus simple 
Sax Gu)= 2 Szx, (Jo). (9.77) 


La densité spectrale de la somme des signaux non corrélés est égale 
à la somme des densités spectrales des signaux isolés. 
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La liaison entre les densités spectrales et les fonctions de corré- 
lation, ainsi que les formules (9.76) et (9.77) font que les fonctions 
de corrélation vérifient 


Rox(D= À D Rayey (1) (9.78) 


de plus, pour les signaux non corrélés 


Rae (D = À Rage (De (9.79) 


Sixième propriété. Détermination de la dispersion de la variable 
aléatoire suivant la densité spectrale. 
Récrivons (9.60) pour z = y et p = jo: 


+00 
Ra (T) = | Sax (w) ot du. 
En adoptant t = 0 et en retenant que R,, (0) = oÀ, on obtient 


+0 
= Res (0)= | Se (u) du. 


Puisque S,. (w) est une fonction paire de *#, on a 
où= 2 À 5. (u)d 9.80 
x=— xx (©) do. (9.80) 
0 


Pour calculer la dispersion du signal aléatoire il faut déterminer 
l’aire délimitée par la courbe de la densité spectrale et les axes des 
coordonnées, et la diviser par x. 

Septième propriété. Un des modes de calcul de S,, (p) qui utilise 
la transformation de Laplace monolatérale. 

Puisque dans les sections précédentes les formules et les théorè- 
mes de la transformation ZL constituaient le formalisme essentiel, il 
est raisonnable de les utiliser là aussi. Par définition 


+oo 
Se(p)= | R..(t)e-® dr. 
Divisons cette expression en deux intégrales: 


0 co 
( R,,(T) e-Pt dt + | R,.(T)e-Pt dx. 
oo 0 
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Remplaçons dans la première + par —u, p par —set en tenant com- 
"pte que R.. (t) est une fonction paire, obtenons 


| | Rex (u)e"“du=ZL,{R,.(t)} pour t>0. 

Le ) | 

L'indice du symbole de la transformation L détermine l'argument 
de la transformée. Donc, 


Sax (9) = L-p {Rxx (0)} + Lo {Rx (t)} pour T0. (9.81) 
Portons dans cette formule p = jo: 

Sex (o)=2ReL{R,.(t)}p=ios (9.82) 
se | ; T>0 


étant donné que 
A (jo) = 4 (—jo) = 2 Re À (p) pour p = jo. 


Exemple 9.4. Supposons connue la densité spectrale S,, du si- 
gnal yet, d'après certaines considérations, faisons passer le signal y 
par un système à fonction de transfert Q (p). Il en résulte à la sor- 
tie le signal requis 


g (p) = Q (b) y (). (9.83) 


Pratiquement, le signal arrive sous une forme perturbée. Admettons 
que les perturbations sont dues à un bruit additif supplémentaire n 
de densité spectrale S,,, le signal y et le bruit n étant considérés com- 
me des processus aléatoires, stationnaires, non corrélés. Il est évi- 
dent qu’au lieu du système à fonction de transfert Q (p) il faut main- 
tenant créer un système à fonction de transfert Æ (p) différent de 
Q (p), pour tenir compte du bruit et compenser d’une certaine fa- 
&on son action nocive. L'erreur e (p) due au bruit peut s’écrire 


2 (p) = K (p) Ly.(p) + n (p)] — Q () y () = 
| = IX (p) — Q @)ly (p) + K(p)n(p). (0.84) 


“En appliquant la propriété d’additivité des densités spectrales 
et la formule (9.80), cherchons la dispersion de l'erreur 


1 


+ | {KGiu)-QÜo)|°S,, Go)+ 1X (a) |°San (o)}du. (9.85) 
0 


I1 est naturel d'imposer le choix d’une fonction de transfert 
Æ (p) telle que la puissance moyenne de l'erreur soit minimale. 
Formule de Wiener. Notons que l’intégrande de (9.85) est la den- 
sité spectrale de l’erreur S.. qui est une fonction paire de la pulsation 
o. De plus, tous les termes sont connus, sauf Æ (jw). Si on n’im- 
pose aucune condition associant les valeurs de X (jo) des pulsations 


différentes, le problème de minimisation de e? se ramène à la mini- 
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misation de S,. (w) pour chaque valeur de la pulsation. Mettons 
Q Go) et Æ (jo) sous la forme exponentielle 


Q(iu)= B(o)eŸ%);  K (jo) = A(o) et). (9.86) 


Alors, l'expression de S,. (w) devient 
See (ao) = | À Go) — Q Ga) F S,, Go) + 
+ | À Go) FSan Go) = |{A(o) cos @ (@) — 
— B (o) cos + (w)} + j {A(o) sin q (©) — 
— B (o) sin q (o)} FS,y Go) + 4° (o) San Go) = 
= {4° (w) + B° (w) — 24 (@) B (o) cos [ (w) — 
— Ÿ (o)}} S'yy CO) + A° (@) San Go). (9.87) 


Calculons les fonctions inconnues À (&) et @ (w) à partir de la 
condition d'annulation des dérivées partielles de S,.,. (w) par rap- 
port à ces fonctions 

os : 
Fe -= {24 (0) — 2B (w) cos [p (w)—+ (&)]} Syy (ju) + 


+ 24 (©) Sun (jo) =0; 


OS ee (©) _ . _— 
RL = 24 (a) B (&) sin [g (uw) — (2)]=0. 
On tire de la deuxième équation 
p (w) = ÿ (o). (9.85) 
Alors, d’après la première équation 
…. S'yy (jo) 
A (ow) — B (w) Syy US) + Snn Go) . (9.89) 
En réunissant les résultats obtenus, il vient 
_ Syv (P) 
K (p) = OP ES : (9.90) 


Cette formule donne la fonction de transfert X (p) qui minimise e’. 
Problème de réalisation. Il convient de noter que la fonction de 
+00 


transfert Æ (p) doit être telle que | | & (t) dt | oo, puisque dans 


le cas contraire l'intégrale du deuxième membre de l’équation (9.85) 
diverge. Pour obtenir la fonction de poids il faut donc soumettre le 
deuxième membre de l'équation (9.90) à la transformation de Lapla- 
ce inverse, en intégrant suivant l'axe imaginaire. Il s'avère alors 
que pour t <ÜÙ 


k (D 0. (9.91) 
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Pour justifier la formule (9.91) il suffit de montrer que le deuxième 
membre de (9.90) possède des pôles à droite de l’axe imaginaire. La 
somme Sy (P) + Snn (p) peut être mise sous la forme 


Syy (P) + Snn EP) = S-(p) S* (), (9.92) 


où S- (p) est la densité dont tous les zéros et les pôles se trouvent à 
droite de l’axe imaginaire, et S* (p), la densité dont tous les zéros 
et les pôles se trouvent à gauche de cet axe; de plus | S* (p) | = 
— | S- (p) |. Ceci résulte du fait que les zéros et les pôles S,, (p) + 
+ Shn (p) sont situés symétriquement par rapport aux axes et il 
n’y a pas de singularités sur l’axe imaginaire. Du point de vue phy- 
sique ceci indique que le système doit posséder des propriétés de 
prédiction. En effet, si à l'entrée d’un tel système on applique le 
signal z (ft), on aura à la sortie 


+00 t 
z(b= | k(—06):(8)d8— | k(t— 0) (8) d8+ 


+ k(t—0)z(8)d8. (9.93) 
t 


Pour la deuxième intégrale (t — 6) < 0, et puisque la condition 
(9.93) est observée, cette intégrale fournit à l'instant £ la composante 
de la réponse du système à la valeur de l'entrée z (8) avec 0 >> t. 
Il est clair que le système à fonction de poids indiquée est physi- 
quement irréalisable. 

Réalisation suivant Bode et Shannon. Supposons maintenant que 
z (t) soit un bruit blanc. Dans ce cas la deuxième intégrale de l’équa- 
tion (9.93) ne dépend pas statistiquement de la première du fait 
que dans l’intervalle de t à œ les valeurs de z (t) ne dépendent pas 
des valeurs dans l'intervalle de — à t. De la sorte, la réponse glo- 
bale zx (t) est une somme de deux réponses indépendantes, au passé 
(première intégrale) et au futur (deuxième intégrale). De plus, l’es- 
pérance mathématique de la grandeur de toute réponse à tout ins- 
tant est nulle. Il s’ensuit qu'on peut laisser seulement la réponse 
au passé en négligeant la réponse au futur, c’est-à-dire réaliser la 
grandeur à fonction de poids égale à k (t) pour t > 0, et nulle pour 
t 0. Tous ces raisonnements sont vrais pour un bruit blanc. Mais 
dans le cas général, ce n’est pas le bruit blanc qui est appliqué à 
l’entrée. Pour obvier à cette difficulté mettons Æ (p) sous la forme 


1 Q (pP) Syy (P) 


K(P)=-5 5-4) — A1(P) K2(p) (9.94) 
où 
1 Q (P) Syy (P) 
Ri()=g = —. 


On peut admettre que le signal d’entrée y (p) + n (p) passe successi- 
vement par les blocs à fonctions de transfert X, (p) et X: (p). Intro- 
duisons la notation 


21 (P) = K1 @) [y @) + r (p)]. (9.95) 
Alors, la sortie du système zx (p) sera déterminée par la formule 
z (p) = K2 (p) z (p). (9.96) 

Calculons la densité spectrale S.,., (jw) du signal z; 
. _ Syv (i&)--S nn (j®) .. Sy (jO)+Snn (jo) 7 
San GO) = GE SrGos-qar “1 (9.99) 


c'est-à-dire z, (t) est un bruit blanc qui doit passer ensuite par le 
bloc à fonction de transfert X, (p). Mais dans ce cas, d’après ce qui 
précède, on ne peut prendre que la partie réalisable de la fonction 
de poids #, (t), c’est-à-dire au lieu de X, (p) prendre 


K2(p) = L{k, (6)}, (9.98) 


(4 0 pour {<O0, 
2 Lugx,(p}} pour 10. 
Ici on utilise la transformation de Laplace bilatérale. Puisque X, (p) 


ne possède que des pôles gauches, Æ, (p) est physiquement réalisable. 
Par conséquent, la fonction de transfert du filtre réalisable s'écrit 


K° (p) = Ki; (p) K; (P). (9.100) 


(9.99) 


Soit 
1 | - 
Su Go) = not: San Go)=05: Q(p)=e?, 


c'est-à-dire il faut créer un système de commande optimale à temps 
de prédiction de 0,1 s; alors, au signal utile se mélange le bruit 
blanc. Calculons 


1 0,5 — 2, 2 3 
Syy P)+ San) = + 09 = pi—25p +3 


(P®—1) (p°— 4) 
Cherchons les racines du numérateur pour obtenir 


0,5 (p?— 2) (p?—3) 


S yy (D) + San (P) = (p®°—1) (p?—4) e 


On en tire 


im 1 @HVDEP+EVIH. cn 1 _(p—V2(P-V3 
Li Le V2 (P+1)(w+2) ? S'U)=-7 (p—1)(p—2) * 
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Pour t >> 0 la fonction de poids k, (f) sera égale à la somme des ré- 
sidus de l'expression 


CUP Sy V2e(0:1+52? 
ST (p) (P—V 2 (p—V 3)(p+1) (p+2) 
aux pôles gauches, c’est-à-dire aux points p — —1 et p — —2. 
Il] s'ensuit que pour les valeurs positives du temps t 
ko (t) _ V2 e—0,1 _t v°2 e-0,2 ot — 


= = Et — — = e 
q/2+1(3+1) (V2+2) (V 3+2) 

= 0,193e"t — 0,091e-:'. 

Après avoir effectué la transformation de Laplace monolatérale, on 


obtient 
0.193 0.C91 


r — 
A CORRE TEE 
Finalement, la fonction de transfert du filtre se met sous la forme 


KT (p) 0,14 (p+ 2.9) 
K(p) === = —— —  . 
(p) S*(p) (p+V 2)(P+V 3) 


(9.101) 


$ 4. PRÉDICTION ET FILTRAGE 
DANS LES PROCESSUS À TEMPS DISCRET 


Soit le processus décrit par les équations 


z(t + 1) = Œz(t) + Tu (t) + v(b); (9.102) 
y (t) = Oz (t) + e (b), (9.103) 


où z est le vecteur r7-dimensionnel des états; u, le vecteur r-dimen- 
sionnel des commandes; y, le vecteur p-dimensionnel des observa- 
tions des variables de sortie; t, le temps discret, t = 0, 1, 2, ...; 
v (t)et e (£), les séquences des bruits gaussiens indépendants à espé- 
rances mathématiques nulles, dont les covariances sont pour n’im- 
porte quel 


M {ul } = R,; M {veT} = 0; M {eeT} = R,; 


D, T, 6, les matrices de dimension correspondante, dans le cas géne- 
ral dépendantes du temps t. La matrice des covariances du bruit 
d'observation R, est envisagée comme définie positive. 

L'état initial z (0) ne dépend pas des bruits v et e et sa réparti- 
tion est normale avec l’espérance mathématique m et covariance R4. 

(9.102) s'appelle équation de l’objet commandé et (9.103), équa- 
tion du canal des observations. Les coordonnées d’état x ne sont 
pas en principe directement observables, on peut mesurer seulement 
la grandeur y qui dépend de x, la mesure n'étant pas précise. Le but 
de la commande d'un processus consiste à assurer la variation déesi- 
rée des variables d'état. On peut imposer un choix de la commande u 
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tel qu'une certaine fonctionnelle de x et u soit minimale. Pour réali- 
ser une telle commande, il faut, évidemment, pouvoir évaluer au 
préalable, à partir des mesures déjà effectuées, quel est l’état actuel 
de l’objet. Supposons que vers l'instant de départ t on ait effectué 
les mesures 


y = {y (0), y (1), - .., y (6)}. (9.104) 


Si à partir d’une telle information il faut évaluer le vecteur d'’é- 
tat x à ce même instant, le problème est dit de filtrage et l’estimation 


est notée z (t/t). L'indice inférieur indique que l'estimation est 
fondée sur toutes les mesures y‘ effectuées auparavant. Mais s’il faut 
établir la valeur future de x, on dit qu'il s’agit d’un problème de 


prédiction; l’estimation est notée alors z (t + 1/1). 
On voudrait choisir les estimations d’une certaine façon opti- 
male, par exemple de façon que 


I= M{l(æ—2(z—2 ||} (9.105) 


soit minimale. 

Pour le cas unidimensionnel, la minimisation de l’espérance 
mathématique de la norme (9.105) signifie la minimisation du carré 
moyen de l’erreur d’estimation 


min A] {(z— x). 
. 


Toute l'information statistique accessible sur le vecteur x est 
contenue dans la répartition conditionnelle de f {xz/y}. Dans le 
problème donné, l'estimation optimale au sens du critère (9.105) est 
l'espérance mathématique conditionnelle m,,,. Ceci résulte, par 
exemple, du fait que la dispersion d’une variable aléatoire par rap- 
port au centre de sa répartition est toujours inférieure à la dispersion 
par rapport à n'importe quel autre point. Avec t{ croissant la dimen- 
sion du vecteur des conditions (9.104) augmente. Dans le cas géné- 
ral, pour conserver l’information imposée par le traitement, il faut 
réserver des volumes très grands de la mémoire des calculateurs. 
Pourtant, sous les contraintes imposées aux propriétés du processus, 
la répartition conditionnelle de f {x/y} est normale quel que soit 
l'instant, c'est-à-dire elle est caractérisée complètement par deux 
paramètres : l’espérance mathématique et la covariance. Dans ce qui 
suit nous montrerons que la covariance ne dépend pas des obser- 
vations; par conséquent, toute l'information obtenue par la réali- 
sation des mesures y (0), ..., y (t) est contenue dans l'espérance 
mathématique conditionnelle m,,,. Les grandeurs qui possèdent de 
telles propriétés s'appellent statistiques suffisantes. De cette fa- 
çon, pour résoudre le problème posé il suffit de disposer d’une seule 
statistique qui est l’espérance mathématique conditionnelle sus- 
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ceptible d’être recalculée par récurrence à mesure qu'’arrive l’in- 
formation nouvelle. 

L'exemple d’un processus technologique qui en approximation 
linéaire, la commande étant fixée, est décrit par les équations (9.102) 
et (9.103), peut être fourni par le processus de production du divinyle 
par déshydratation des butilènes sur une couche fixe de catalyseur. 
La variable d'état x inobservée est l’activité du catalyseur qui dé- 
termine surtout l’activité du processus de déshydratation. La dimi- 
nution avec le temps de l’activité du catalyseur liée à son vieillis- 
sement (destruction, pollution, etc.) est un processus aléatoire. La 
présence dans l’équation du bruit technologique v (t) s'explique par 
la variation de la quantité d’additions dans la matière première, 
l’inobservation du régime de régénération, etc. Les grandeurs obser- 
vables (vecteur y) sont la conversion des butilènes et la sélectivité 
du processus. Le bruit e est lié à l’imprécision des résultats des ana- 
lyses de laboratoire. Pour la commande peut être retenue la tempé- 
rature du mélange de la vapeur et de la matière première à l’entrée 
du réacteur. L'information complète sur l’état initial z (0) est condi- 
tionnée par la différence des propriétés du catalyseur dans les lots 
différents. 

Pour assurer la commande optimale du processus dans Îles con- 
ditions de l’indétermination, il convient de pouvoir évaluer, d'’a- 
près les résultats des mesures et des analyses de laboratoire, l’état 
courant de l’objet et savoir prédire son comportement ultérieur. Au- 
trement dit, en appliquant la terminologie introduite, pour assurer 
la commande du processus il faut résoudre les problèmes de filtrage 
et de prédiction. 

On démontre que dans le problème de prédiction le filtre optimal 
(filtre de Kalman) est décrit par les équations 


2 (6 + 1/0) = (Oz (4/4 — 1) + Fu (#)] + 
+ K (6) [y (6) — Oz (t/t — 1)], pour t = 0, 1, 2, ... 
z (0/— 1) = m. (9.106) 
Le sens physique de l’équation (9.106) est très clair. La première 
expression du crochet est l’espérance mathématique conditionnelle 


par rapport à la répartition de f {x (t + 1}/y'-!}, c'est-à-dire la 
meilleure prédiction de x (t + 1) sur la base de l’information sur 
y (0), .- . ., y (t — 1). Az (t/t — 1) est l'espérance mathématique 
conditionnelle par rapport à la répartition de f {y (t)/y'-1}, c'est-à- 
dire la prédiction optimale de y (t). C’est pourquoi l'expression du 
deuxième crochet définit l’imprécision des estimations de Z (t/t — 1). 
Dans le meilleur des cas, lorsque z (t/t— 1) = zx (t), c'est le bruit 
blanc e (t). De la sorte, le deuxième terme de l'équation (9.106) 


est l’amélioration de l’estimation conditionnée par la nouvelle tran- 
che de l’information y (t). Il importe de connaître avec quel poids 
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cette correction figure dans l’équation du filtre. Si le coefficient du 
filtre de Kalman Æ (t) est excessivement petit, cela signifie l’incré- 
dulité envers l'information nouvellement fournie par rapport à 
celle obtenue précédemment, ainsi que sur la portée de l’équation de 
l’objet (9.102) dans la formation de l'estimation. Le choix de la 
valeur optimale de XÆ (t) est l’un des problèmes les plus importants 
de la théorie du filtrage et de la prédiction. 

Pour déduire les formules du coefficient optimal du filtre de Kal- 
man, utilisons l'approche paramétrique. Introduisons l’erreur de 
prédiction 


z(h=z(t)—z(tlt —1). (9.107) 


En retranchant de l'erreur de l’objet (9.102) l'équation du filtre 
(9.106) et en tenant compte de l’équation du canal des ohservations 
(9.103), on obtient 


z(t+1)=[0—K(HO]z(t) +v(t) — K(te(b. (9.108) 


L'équation (9.107) pour l'instant nul entraîne que M {x (0)} = 0. 
Alors, on tire de l'équation (9.108) que pour un instant quelconque 


M fx (t)} = 0. 
Par définition, la matrice de covariance de l'erreur de prédiction 
s'écrit 
P(t+1)= M{z(t+1)z7(t+1)}. (9.109) 


Rappelons que X (t) doit être choisi tel que la norme || P (t) || soit 
minimale. Avec = 0 on vérifie que 


P (0) = M {[x (0) — mJ] [x (0) — mIT } —R,, (9.110) 


c'est-à-dire que pour l'instant nul la valeur de la matrice de cova- 
riance de l’erreur de prédiction est connue. En portant dans le deu- 
xième membre de (9.109) l'équation (9.108) et en multipliant les 
matrices, on obtient 


P(t+1)=1©— X (1) 6] P (t) [DO — K (t) OÙ + 
+ R+X(t) R, AT(t). (9.111) 


Récrivons l'équation (9.111) sous la forme 


P(t+1)= OP({)@T — K (t) OP (t) OT — 
— OP(t) OT KT (t) + 
+ Æ (1) C'(t) AT (+) + Ra, (9.112) 


C (= 8P (HOT +R. (9.113) 
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Notons que C (t) est la covariance de la répartition def {y (t}/y!-1}, 
c'est-à-dire la covariance de l'erreur de prédiction de la grandeur 
observée y (t). 

Si P (t + 1) est mise sous la forme 


P(t+1) =[IX (1) — Æ*(t)]C (t) [X (t) — 
— K* (t)]T + At), (9.114) 


où X* (t) est pour le moment une grandeur inconnue, et A (t) ne dé- 
pend pas de Æ (t), le choix optimal dans le sens du critère (9.105) 
sera Æ (t) = K* (t). Par conséquent, X* (t) doit être choisi tel que 
A (t) ne dépende pas du coefficient du filtre de Kalman Æ (t). Ecri- 
vons l’équation pour A (t) 


AG—=P(Gt+1)—[X(t) — KA* ()1C(E) [K (6) — K* (IT = 
— OP (t) OT — K (+) [OP (+) OT — C(t) K*T (t)] — 
— [@P (t) ET — K* (t) C (t)] — 
— K*(t) C(t) KT () + Ra. (9.115) 


Ici la valeur de P (t + 1) a été tirée de l'équation (9.112). Il en 
résulte que 


K (t) = K*(t) = OP (t)6T C-1(t) — 
— O P(t) OT [OP (t) OT + R,]-1. (9.116) 


De la sorte, les équations (9.111) et (9.116) permettent de déter- 
miner successivement aussi bien les valeurs des coefficients X (t) 
que les covariances des erreurs de prédiction P (t). Les matrices de 
l’objet ©, du canal des observations 6, de la covariance du bruit 
de l’objet R, et du canal des observations R, sont connues. La valeur 
initiale P (0) est connue elle aussi: P (0) = R, (cf. l'équation 
(9.110)). Par conséquent, on calcule (9.116) d’après X (0), puis pour 
les valeurs de X (0) et P (0) maintenant connues on cherche à par- 
tir de l’équation (9.111) la valeur de P (1) qu’on porte dans (9.116), 
etc. 

Les relations obtenues montrent que ni Æ (t), ni P (t) ne dé- 
pendent des observations, ils peuvent donc être calculés avant le 
fonctionnement du filtre et mis en mémoire de la machine. Si le 
processus (9.102) se poursuit assez longtemps et X (t) converge assez 
vite vers la valeur stationnaire, en remplaçant dans (9.106) la va- 
riable À (t) par sa valeur stationnaire, on obtient le prédicteur sub- 
optimal, dont la réalisation technique est sensiblement plus simple. 

Passons au problème de filtrage. En fixant le vecteur y', on 
obtient à partir de l’équation de l'objet 


z(é+ 1/0 = M {z(t + 1)/y} = M {Oz (t) + lu (t) + v (6) /yt} = 
= Oz(t/t) + Tu(t), (9.117) 


puisque u (t) dépend de y, c'est-à-dire pour un y' fixé la commande 
est définie univoquement et, par suite, u (t) est déterminé. En por- 
tant (9.117) dans l'équation (9.106), on obtient après des transfor- 
mations bien simples 


z (tit) = [Oz (t — 1/6 — 1) + Du (é — 1)] + DIE (6) {y (1) — 
— 8 [Dz (t — 1/t — 1) + Tu (t — 1)]} 
pour t = 1, 2, 3, ... (9.118) 


C'est là justement l’équation du filtre de Kalman dans le problé- 
me de filtrage. Pourtant, pour amorcer la procédure (9.118) il faut 


trouver z (0/0) — M {zx (0)/y (0)}, pour le moment inconnue. 
Récrivons (9.118) sous la forme de 


z (tit) = x (tit — 1) + OX (t) [y (6) — 
— Bz (tt — 1)] pour t{ — 0, 1, 2, . (9.119) 


Avec t = 0 on en tire les conditions initiales du problème de 
filtrage 


“3 (0/0) = m + DK (0) [y (0) — Em], (9.120) 
étant donné que 


es z (0/—1) = m. 


Introduisons par définition la matrice de covariance de l'erreur 
de filtrage 


S (t) ù M {zx —2(t/6)lz (D —z(t/0NT} (9.121) 


et trouvons la relation entre les matrices P (t) et S (t). 
En utilisant la détermination de la covariance de P (t) (9.109), 
l'équation de l'objet (9.102) et la relation (9.117), écrivons 


P(t+1)= M{z(+1)— M {+1} x 
x Le (8-1) — M {r (+ 1)4)07) = M {lOz (0 + 
+ Du (f) + v (1) — Oz (t/t) — Tu (t)] [Oz (t) se 
+ lu (it) + v (td — Où (£/t) — Tu (HIT } — 
= OS (t) DT +R, (9.122) 


{ En portant l'expression obtenue dans le premier membre de l’équa- 
tion (9.112) et en tenant compte de la formule de calcul du coeffi- 
cient du filtre (9. 115), on obtient 


4DS () OT + R; = OP (D OT — 
| — OP (t) OT C-1 (t) GP (t) OT + R:. 
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(tit-1) 


u(t-1) 
Fig. 9.10. Schéma de principe du filtre de Kalman 


Il s'ensuit 
S( — P(t) — P (t)0TC-1(t) OP (1). (9.123) 
Si la matrice P (t) est déjà calculée, la détermination de la co- 
variance de l’erreur de filtrage S (f) n’est pas très difficile. 


Notons qu’il existe plusieurs autres schémas de calcul des matri- 
ces P (t), S (ft) et X (t) que nous n'examinons pas ici. 
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La figure 9.10 représente les schémas de principe du filtre de 
Kalman. Le carré hachuré désigne l’élément de retard à un temps. 
Les lignes doubles montrent qu'on examine les grandeurs vectoriel- 
les. Le schéma de la figure 9.10, a est établi conformément à l’équa- 
tion (9.106), celui de la figure 9.10, b, à (9.119) et de la figure 
9.10, c, à (9.118). Naturellement, ils peuvent s’obtenir l’un de l’au- 
tre à l’aide des transformations structurales. Attirons l'attention 
sur le schéma de la figure 9.10, b qui permet d’obtenir simultané- 
ment aussi bien le signal filtré que le signal de prédiction à un temps. 
La plus compliquée (techniquement) est l'installation qui réalise la 
matrice du coefficient variable du filtre de Kalman X (t). 


CHAPITRE 10 


PROCESSUS OPTIMAUX 
DANS LES SYSTÈMES DE COMMANDE 


$ 1. POSITION DU PROBLEME 


En concevant un système de commande on poursuit, naturelle- 
ment, un certain but, c’est-à-dire le système doit remplir la fonction 
qui lui est assignée. On a la liberté de choisir le mode d'obtention 
de ce but, d’où le problème du mode à retenir. Pour réaliser ce pro- 
blème il faut avoir à sa disposition une certaine estimation de cha- 
que mode. On retient celui dont l'estimation est optimale. Par exem- 
ple, supposons qu'il fasse établir un système de commande de la pro- 
duction du pétrole à partir des trous d’un gisement. Le système doit 
assurer la production globale égale à celle assignée par le plan. Le 
plan peut être réparti entre les trous isoles de différentes manières. 
La meilleure est celle qui assure les frais d'exploitation minimaux, 
c'est-à-dire dans ce cas on retient comme critère d'estimation de cha- 
que mode les frais d'exploitation qu'il impose. Un autre exemple. 
Supposons qu’il fasse résoudre un problème de poursuite. Le but 
peut ètre touché de différentes façons, mais la meilleure est celle qui 
demande le moins de temps. Le critère appliqué ici est la durée de la 
poursuite. Soulignons une circonstance importante. Bien que la li- 
berté du choix existe, les possibilités, elles, ne sont pas infinies. 
Ceci complique sensiblement dans la plupart des cas la décision, 
mais il est impossible de ne pas en tenir compte. Par exemple, dans 
le problème de la distribution du tonnage suivant les trous le choix 
est limité par les moyens que présente chaque trou. Il est impossible 
d'extraire d’un trou plus que ne le rendent possible l’état physique 
de la couche et les voies de communication à la surface du jour. Mais 
si on n’en tient pas compte, la solution sera triviale : tout le tonnage 
imposé par le plan doit être tiré du trou qui fournit le pétrole à 
meilleur marché. Or, du point de vue physique cette décision prise 
sans tenir compte des possibilités limitées de chaque trou est absur- 
de. Dans le problème de la poursuite il faut tenir compte que ni la 
direction du mouvement, ni la vitesse ne peuvent changer instanta- 
nément, que la vitesse même du système est limitée, etc. 

Le problème ainsi énoncé fait l’objet du calcul variationnel. Sui- 
vant la formulation mathématique du problème on applique pour 
le résoudre telle ou telle méthode. Ordinairement, dans le cas du 


432 


problème statique ou quasi statique, on recourt aux méthodes de pro- 
grammation linéaire, non linéaire ou dynamique. Lorsqu'il s’agit d'un 
processus, on s'adresse aux méthodes classiques, à la programmation 
dynamique ou au principe du maximum. 


$ 2. OPTIMISATION DE LA STATIQUE 
DANS LE CAS DÉTERMINISTE 


Supposons que dans un système on puisse négliger le régime 
transitoire et il existe une liaison univoque entre la commande u 
et la sortie x du système. Une telle situation s'est déjà présentée 
dans l'étude des asservissements multiples. Soient la relation 
F (x, u) = 0 connue et le travail du système dans le cadre des con- 
traintes (x, u) € Q délimité par la fonctionnelle f (x, u). Alors, pour 
optimiser le système il faut trouver 


f*—=ext {f(z, u) |F(x, u) = 0, (x, u) EQ}, 


c'est-à-dire il faut résoudre un problème de programmation linéaire. 
Un problème de ce genre se résout ordinairement en deux étapes. 
A la première on trouve les conditions auxquelles doit satisfaire la 
solution, puis on construit la procédure de la recherche des comman- 
des telles qu’elles vérifient les conditions énoncées. 
Pour simplifier introduisons la notation (x, u) = y. Le problème 
se met alors sous la forme: calculer 


f* = ext {f (y) | F (y) = 0, y EQ} = f (y*). 
Dans le cas élémentaire le problème s’énonce comme suit: calculer 
f = ext {f (y) | F(y) = 0}, 


et si les fonctions f et F sont dérivables, la solution doit satisfaire 
aux conditions de l’extremum absolu de la fonction de Lagrange 


H = f(y) + XF (y) 
par rapport à y, c’est-à-dire 
Hyrye = f (y*)+AF (y*) =0, 


où À est le vecteur fixé des multiplicateurs de Lagrange. 


Dans le cas plus général, où après les transformations le problè- 
me s’énonce de la façon suivante: calculer 


f* = ext {f (y) I W (y) < 0} = f (y*), 


la solution doit satisfaire à la condition: il existe un nombre non 
négatif À, et un vecteur À tels que 


Rof (y*) + AW (u°) = 0, AW (y°) = 0, 


À, Wi étant respectivement les composantes de À et W. Bien plus, 
dans le cas de minimisation les composantes du vecteur À sont non 
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négatives, et dans le cas de maximisation, non positives. La démons- 
tration du cas considéré et des variantes plus générales sont données, 


par exemple, par [3, 7]. 
Analysons maintenant un cas important pour la pratique. Soit 
le problème qui s’énonce comme suit: calculer 


f* = min {f(Y)IWi:(Y)<0, yEY,i=1,..., m}. (10.1) 


Déterminons pour le problème (10.1) la fonction de Lagrange 


H (y, À =f (y) + » AW (y). (10.2) 


Le point (y*, À*) s’appelle point selle de la fonction (10.2), si 
pour tout yEY,A=> 0, 
H G*, À) SH (y, À) < H (y, A). (10.3) 


Par exemple, (y*, À*) est un point selle si 
H (y*, À*)= max min AH (y, À)=minmaxÆ (y, À). (10.4) 
A0 veY yEY 2x0 


Si (y*, À*) est le point selle de la fonction de Lagrange, alors 
f* — f(y*). En effet, (10.3) entraine 


f (y*) +5 MW (y) <T (y*) F2 MWi(y*)<f (y) +2 MW; (y). 


(10.5) 
Le premier membre de l'inégalité (10.5) pour tous les 4; => 0 donne 
2 MW; GE 2 AW; (y*), (10.6) 


ce qui est possible si et seulement si 

W:(y*)<0(i=1,..., m). (10.7) 
Qui plus est, on peut affirmer que la condition lâche complémen- 
taire est observée 


D AW; (y*)=0, (10.8) 
= 1 
ce qui avec le deuxième membre de (10.5) conduit à l'inégalité 
f@*)S EG) + D AW) 


pour tous les y € Y. En particulier, ceci est justifié également pour 
des y tels que W; (y) < 0 (i = 1, . .., m). Ceci conduit finalement 


au résultat suivant 

Î (y*) < f GY) 
pour tous lés yE Y et W:(y)<O0(i—= 1, ..., m). 
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Rappelons que la fonction f (y) est dite convexe si pour des y,, y: 
quelconques 


f Us + (À — À) gel KM (ui )+ (1 — D) f (y), 


où 0 ZÀ< 1. Supposons que les fonctions f, Wii = 0, ..., m) 
soient convexes et qu'il existe un y tel que W; (y) < 0 (i = 1, 

., M). Alors, on a le théorème de Kuhn-Tucker. 

Le point y* est optimal si et seulement si la fonction de Lagrange 
possède un point selle. Dans ce qui précède nous avons démontré la 
condition suffisante de l’existence d’un point selle. La démonstra- 
tion de sa condition nécessaire est donnée, par exemple, par [7]. Un 
cas particulier du problème de programmation convexe est celui de 
la programmation linéaire examiné de près lors de l'étude des sys- 
tèmes asservis multiples. 

Il existe de nombreuses méthodes numériques permettant de ré- 
soudre les problèmes de programmation mathématique. Notre cas 
présente cette particularité qu’il faut choisir une méthode suscep- 
tible d'assurer le fonctionnement d’un système automatique sans 
intervention humaine. 


$ 3. OPTIMISATION DE LA STATIQUE 
DANS LES CONDITIONS D'INDETERMINATION 


Supposons qu'on puisse négliger. comme dans ce qui précède, le 
régime transitoire, mais le couplage de la commande w et de la sor- 
tie x est de la forme 


F (zx, u, E) = 0, 


où E est une variable aléatoire dont les caractéristiques peuvent être 
inconnues. Dans ce cas la fonctionnelle f (x, u) qui donne l’estima- 
tion du fonctionnement du système devient variable aléatoire en 
fonction du paramètre (commande). Dans le cas général et dans un 
certain sens (par exemple, dans celui de l'espérance mathématique) 
le problème d'’extrémisation d'une telle fonctionnelle conduit au 
problème de programmation stochastique qui peut être résolu numé- 
riquement par les méthodes de la programmation mathématique. 
Nous examinerons ici les variantes discrètes de ce problème pré- 
sentant de l'intérêt du point de vue des systèmes de commande 
automatique. 


Systèmes à jeux 


Supposons que le travail d’un système de commande puisse être 
guidé par plusieurs algorithmes u4 (i = 1, ..., k). Le recours à 
tel ou tel algorithme est défini par l’état du milieu extérieur sur 
lequel influe le système. Le nombre d'états de ce milieu est fini, 
c'est-à-dire ce milieu peut adopter les états s,, . .., s4. Il existe 


28e hr 


en outre une estimation fi; (i = 1, ..., k; j = 1, ..., d) de l'ap- 
plication efficace de l’algorithme u, dans les conditions s;, le nombre 
fi donnant l'estimation des pertes en situation donnée. La situation 
imposant le choix de l’algorithme dans les conditions correspondan- 
tes du milieu extérieur se répète à plusieurs reprises: qui plus est, 
chaque fois le nombre des algorithmes et leur qualitè, ainsi que le 
nombre d'états éventuels du milieu extérieur restent inchangés. Dans 
la théorie des jeux les algorithmes vu; et les états s; portent le nom 
de stratégies, et la matrice F aux éléments f;;, où à indique le numé- 
ro de la ligne, et ÿ, le numéro de la colonne, porte le nom de matrice 
de paiement. Adoptons d’abord que nous ne disposons d'aucune in- 
formation sur l'état du milieu extérieur. Il est alors parfaitement 
naturel d'appliquer l'approche minimax de la résolution. Voici en 
quoi elle consiste. [Il faut choisir une façon d'agir telle que dans 
les conditions les plus défavorables les pertes soient minimales, 
c'est-à-dire il faut envisager les nombres 


Fy= Taux frs (j=1, ... k) 


qui déterminent les pertes dans les conditions les plus défavorables 
pour le choix de l'algorithme u,. Il est évident que dans les condi- 
tions les plus défavorables les pertes minimales sont déterminées 
par la limite inférieure 


R = min max fi, = fus. 
J ? 


Si on choisit chaque fois l'algorithme u;,, le nombre À sera celui de 
pertes moyennes. L'approche mentionnée est probablement trop 
directe, puisque les conditions du milieu extérieur peuvent changer. 
La question se pose donc s’il n’est pas possible de tenir compte de 
cette circonstance pour diminuer les pertes moyennes, même dans 
les conditions de l'absence d'information sur le changement des 
états du milieu. Si l'élément f;,;, est un point selle, c’est-à-dire s’il 
est maximal dans sa colonne et minimal dans sa ligne, le rejet de 
l'algorithme u;, ne peut que faire croître les pertes moyennes et là 
l'application de l'algorithme u,, est optimale. Mais si f;,;, n’est pas 
un point selle, dans certains cas le rejet de l’algorithme peut per- 
mettre de diminuer les pertes moyennes. Il est donc raisonnable d’en- 
visager le problème sous l’optique des algorithmes différents. Soit le 
vecteur P à composantes égales à application probable de tel ou tel 
algorithme, c’est-à-dire p; est la probabilité de l'application de 
l'algorithme u,. Admettons que dans chaque cas tel ou tel état du 
milieu s; se présente avec une probabilité inconnue g; (i = 1, 
..., d). Alors, la probabilité de l’utilisation de l’algorithme vu, à 
l'état s; est égale à p;qi, puisque le choix de l’algorithme ne dépend 
pas de l’état du milieu extérieur. Les pertes moyennes valent donc 
k d 


R— à à f15QPy- 


J=1 im 


Gardons la même approche du problème. Si les probabilités p; sont 
imposées dans les conditions les plus défavorables, nos pertes vau- 
dront en moyenne 


d k 
r (P) 70 à Qi 2 Îa5Pye 


Les nombres q; étant non négatifs et q + . -. + qa = 1, il vient 
k 

r(P)=max À fup;, (10.9) 
 j=i 


du fait que la somme minimisée est une combinaison convexe des 


nombres à fi ( —1,..., d). Maintenant il faut choisir les 


nombres p > > 0 (de Fe Pi + : + pr = 1) tels qu'ils minimi- 
sent r (P). Autrement dit, en tenant compte de (10.9) il faut ré- 
soudre le problème : calculer 


k k 
fs =min(ulwz » f13Py i— 1, 7 d, 2 P;=1; 
Py>0 j=1, ..., k}. (10.10) 


C'est un problème de programmation linéaire. Les nombres p; 
fournis par la résolution de (10.10) constituent une stratégie opti- 
male du fait qu’aucunes conditions du milieu extérieur ne peuvent 
provoquer la croissance des pertes. Elles sont minimales de toute 
les pertes éventuelles dans les conditions les plus défavorables. 

On peut raisonner ici également d’une autre façon. Supposons 
que nous possédons l'information suivante : le milieu extérieur est 
actif et résiste à notre action. La probabilité de l’état s; résulte alors 
de la maximisation des pertes dans les conditions de l’action la plus 
correcte du système. Considérons les nombres 


k d 
t(Q)= min » Pi D Fiji 
qui, comme auparavant, sont déterminés par la condition 
d 
t(Q)= min » ELITE 
J 1i=1 
En raisonnant absolument de la même façon que dans ce qui 


précède, on peut affirmer que sous l'hypothèse avancée le gain 
moyen optimal du milieu (égal aux pertes) s'écrit 


d d 
fa = max {vlo< 2 fige j=1, ...,k, Du 
g>0 i=1,..., d}. (10.11) 
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Une question se pose alors, à savoir, s’il est possible d'utiliser cette 
information pour réduire les pertes obtenues comme solution du 
problème (10.10), c'est-à-dire si le nombre f, est inférieur au nombre 
f*. Il s'avère que ceci est impossible. Cela signifie que la solution 
obtenue est stable, puisqu'en s’écartant de la solution du problème 
(10.10) on ne peut qu’augmenter les pertes dans le système. Bien 
plus, f, — f*. Cette dernière expression porte le nom du théorème 
de minimax. Pour le démontrer il suffit de dire que les problèmes 
(10.10) et (10.11) sont des problèmes duals. 

‘ . Maintenant compliquons légèrement notre discussion. Supposons 
qu'avant d'appliquer tel ou tel algorithme on possède une certaine 
information sur le milieu extérieur. Admettons que cette information 
consiste en prémisses a, . .- ., 4n; Par ailleurs, on connaît la pro- 
babilité g,; de la réalisation de telle ou telle prémisse à l’état s: 
du milieu extérieur. 

Là aussi les décisions doivent avoir un caractère stochastique, 
c'est-à-dire après l’obtention de l'information a, les décisions sur 
l'application de tel ou tel algorithme doivent être prises avec une 
certaine probabilité p;. Ceci ne restreint pas l'étude par rapport à 
la variante déterministe, lorsqu’en vertu de la prémisse adoptée a, 
on prend la décision sur l'application de l'algorithme u,,,,. Ceci 
peut être envisagé comme un cas particulier de la solution stochasti- 
que, lorsque pour la prémisse adoptée v la probabilité d'appliquer 
l'algorithme u,,,, est égale à l'unité. 

Résumons: il faut trouver la fonction de résolution sous la forme 
d'une matrice rectangulaire W à k lignes et x colonnes. L'élément 
de la matrice w,, est la probabilité de prendre la décision sur l’ap- 
plication de l'algorithme vu; une fois obtenue la prémisse a;. Evidem- 
ment, les éléments de la matrice doivent être soumis aux contraintes 


R 


> Det: wa =0 Jet 2586 Nelson 
J=1 


Ces contraintes résultent du fait que les nombres w;, sont les répar- 
titions conditionnelles des probabilités de l'application des algo- 
rithmes u;, la prémisse adoptée étant a.. 

Calculons la probabilité conditionnelle p (u,; | s;) = v;; de l’ap- 
plication de l'algorithme u; pour l'état du milieu extérieur s;: 


n 
Uji — D Djv£ vis 
væi 
c'est-à-dire la matrice V est déterminée d'après la formule 


| V = WG. 
438 


Ensuite, raisonnons comme dans ce qui précède. Si on fixe la fonc- 
tion de résolution W, alors pour a état du milieu s; les pertes moyen- 
nes sont 

k 


n 
TE Just. 
Dans les conditions les plus PAS les pertes doivent être mi- 
nimales, c'est-à-dire il faut choisir une matrice W telle que le ma- 
ximum des pertes moyennes r; suivant les états du milieu s; soit 
minimal; il faut donc calculer 


je = miel} : fuyeuw uw, i=1,..., 4, 


uyy=1, wy,2>0, j=1,...,k; v—1,...n}. (10.12) 
i 


LA 


Les premières contraintes d du problème (10.12) sont les con- 
traintes des éléments diagonaux de la matrice FWG. Ce problème 
se rapporte également à la programmation linéaire. En termes de la 


théorie des décisions statistiques il consiste à minimiser le risque 
conditionnel maximal. 


Système à information a priori complète 


Réduisons encore l’indétermination de notre problème. Admet- 
tons connue la répartition des probabilités pour le milieu de se 
trouver en tel ou tel état s;. On peut calculer alors les pertes moyen- 


nes 
n 


d d k 
R=}Y hri= D} > D fev vhs (10.13) 
ici i=1 2=1 v=i 
et le problème s'énonce de la façon suivante : calculer 
k 
= min (RIZ wy=1, w,,>0}, (10.14) 
mi 


où À est déterminé par l'expression (10.13). Ceci est également’ un 
problème de programmation linéaire. Récrivons l’expression (10.13) 
sous la forme 


n  _k d 
R= 2 C2, D os fase), | 


en insistant par les parenthèses sur l’ordre de sommation. Le mini- 
mum de À est égal à la somme des minimums des sommes 


R 


d 
à Djy D favehas 
7=1 451 
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puisque les w;, sont liés par les contraintes seulement lorsque les 
valeurs des nombres v sont fixées. Mais la dernière expression est 
une combinaison convexe des nombres 


1 
1= 


donc, pour un v fixé, 
k d d 

min » Wjv À) fi5gvih = min » ÉPTLTUTE 

Djy J=1  i=1 j i=1 
Il s'ensuit que pour un v fixé il faut adopter avec la probabilité d’une 
unité l'algorithme u, tel que le nombre t;, soit minimal. De la sorte, 
la procédure de la résolution est la suivante. Introduisons la matrice 
diagonale X: 

h; pour l A 


Uhy= | 0 pour ij 


Composons le produit des matrices GHF = T qui sera une matrice 
de dimension nr X k, les éléments de cette matrice étant constitués 
par les nombres {;,. Fixons la ligne de numéro v. Si dans cette ligne 
le nombre t;,, est minimal, on adopte 


i, j=14,...,d. 


W;j, = 141 pour j=)j,; w;, =0 pour j £ j;. 


c'est-à-dire en vertu de la prémisse a, on adopte l'algorithme u,.. 


Systèmes à deux alternatives 


1. Examinons le problème de Kotelnikov. Les données de dé- 
part sont les suivantes: d = k — 2, c'est-à-dire deux algorithmes 
sont à notre disposition et le milieu peut se trouver en deux états, 
les pertes pouvant apparaître si le premier algorithme s'emploie en 
second état (erreur du premier genre) et le second algorithme en 
premier état (erreur du deuxième genre). Les pertes sont proportion- 
nelles au nombre d'erreurs, les erreurs étant de même valeur. La 
matrice des pertes est de la forme 


| O 1 
Ensuite, le nombre de prémisses est égal à nr, c’est-à-dire la matrice 


F=|4 0 
G s'écrit 


En1 --- En? 
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Puisque la matrice H est connue 


Lu HE h, 


composons le produit 


eur = 


11 s'ensuit que le premier algorithme est adopté pour les prémisses 
a, telles que 


Evohe < Evil 


ou, ce qui revient au même, 


e ={ Pour £vr8u<hiyho=Rh 
7 | O0 pour gw£u>h. 


Le nombre hk — h,/h. s'appelle valeur de seuil, et le rapport g,2/g; 
rapport de vraisemblance. En général, la structure de la solution 
obtenue est également rendue évidente par des considérations physi- 
ques, puisqu'il est clair que pour des valeurs élevées du rapport de 
vraisemblance il est raisonnable d'adopter le premier algorithme, 
et le second, lorsque ses valeurs sont petites. La solution exacte est 
liée au calcul du seuil qu’on peut obtenir si on possède une infor- 
mation a priori. 

2. Considérons le problème qui se présente souvent, celui de 
Neumann-Pearson. Il se distingue du problème précédent par le 
fait que les erreurs de tel ou tel genre ne sont pas équivalentes. Bien 
plus, la probabilité de l’erreur d’un genre est limitée. La probabi- 
lité de l'erreur de l’autre genre doit être minimisée. La probabilité 
de l’erreur du deuxième genre peut être calculée, par exemple, com- 
me les pertes moyennes à matrice 


F— 


0 0 
1 0 


La contrainte imposée à l’erreur du deuxième genre devient alors 
n 
k; 2 Evaliv LP. 
V= 
Le problème a un sens pour B << h.. S'il n’en est pas ainsi, la con- 


trainte donnée devient absurde, puisqu'il est impossible de commet- 
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tre une erreur plus souvent qu'apparaissent pour cette erreur des 
prémisses. On aboutit ainsi au problème: calculer 
n 
*—min{R|h2 2 Evaiv SP; Wivt Way = 1; wi, was 20}, 
V= 
où 
LL 


ñn 
R=h; 2 Evil'ov + ha » Ev2Piv. 


v=i 


Ce problème peut se récrire sous la forme: calculer 


ñn n 
*= min (hi TT à (Ragve — higv) uavl 2 Evaliv 
KP/hR2; 0OKw,<1, V— 1... n}. 


Il est clair qu’on peut retenir w,, > 0 seulement si hogye — higu < 
< 0, ou £,2/£8y1 L h/h:. Ensuite, de tous les w,, pour lesquels cette 
condition est satisfaite, il faut prendre comme maximaux ceux 
pour lesquels le coefficient (k:g,2 — h,g,,) est minimal, c'est-à- 
dire tels que le rapport de vraisemblance g,2/£g,, soit minimal. 
Ainsi, la solution est de la forme: x,, — 1 pour les v tels que 


ñn 
Lve/E 1 & hi/h, et que cette relation soit minimale, mais D £,0y 
v=i 


< B/h, *). Il arrive que l'erreur du deuxième genre est imposée 
strictement, c'est-à-dire la contrainte est de la forme 


D Eva yv = B/h2. 
v=i 


Alors il faut choisir w,, le plus grand possible à partir des v pour 
lesquels le rapport de vraisemblance est minimal, et poursuivre 
ainsi jusqu'à ce que ne soit observée la contrainte-égalité. 


$ 4. OPTIMISATION DE LA DYNAMIQUE 
PAR LES MÉTHODES VARIATIONNELLES 


Dans un système dynamique les processus dépendent de la façon 
dont est choisie celle des fonctions du temps qui fait partie de 
l'équation du mouvement du système et qui peut être changée à 
volonté (dans certaines limites, bien sûr). Il existe toujours, alors, 
un point de vue bien défini sur le processus dans le système, qui per- 
met de comparer deux processus, c'est-à-dire d'affirmer que l’un 
d'eux est meilleur ou pire que l’autre. Le cas le plus fréquent est 
celui du processus évalué d’après son effet global ou l’état final. On 


*) En re pour une seule valeur de v on obtient 0 < w,, < 1. Ce 
sera pour celui des v dont le rapport de vraisemblance est le plus petit des rap- 
ports minimaux. 
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peut également tomber sur des cas mixtes. Si comme critère d'esti- 
mation on retient l'effet global, alors, probablement, la valeur nu- 
mérique de l'effet doit s'exprimer à l’aide de l'intégrale d’une cer- 
taine fonction dont les arguments sont les grandeurs variables du 
processus. Par exemple, dans le cas de l'estimation du processus 
d'après l'écart quadratique, on a 
Ti 
I- | F(x°) dt, 


To 


où (7,. Z',) est cet intervalle de temps nécessaire pour la réalisation 
du processus; zx = xz(t), sa grandeur variable. 

Dans notre cas la fonctionnelle a la forme d’une intégrale. Exa- 
minons le cas où en qualité de fonctionnelle se présente la fonction 
de l’état final du système 


I = F{z(T)} 


où 7 est l'instant où le processus s’achève. Le cas considéré peut 
être ramené au cas précédent. En effet, introduisons dans l'équation 
du système encore une équation 


z2=F 


avec la condition initiale z(T,) = F [x (To)l. Alors, l’état final 
sera détermine par la formule 


T1 T1 
1=F{z(T,)] = | zdt+ F[z(To)] = | {24 F [zx (To(Ti— To)} dt. 
To To 


Là aussi nous aboutissons au cas où le processus est évalué par une 
fonction sous la forme d'une intégrale. Ainsi, nous examinons le 
cas lorsque la fonctionnelle a la forme d’une intégrale de certaines 
fonctions associées au processus dans le système. 11 faut alors trou- 
ver un processus réalisable qui fournirait un extremum global de la 
fonctionnelle. Dans ce qui suit nous examinerons les problèmes de 
minimisation, ce qui ne limitera en rien la généralité de la discus- 
sion. 


Caractéristique des méthodes variationnelles 


Le calcul variationnel classique permet de résoudre le problème 
posé surtout dans le cas où le processus optimal repose dans un do- 
maine ouvert, c’est-à-dire lorsque nos moyens sont tels que nous 
puissions examiner tous les processus assez proches de l’optimum. 

Il est vrai qu'il existe des méthodes qui permettent dans cer- 
tains cas de tourner l’inobservation de cette condition. Mais ces 
méthodes ne rendent pas beaucoup plus large le domaine d’applica- 
tion des critères que nous examinerons dans ce qui suit. Conside- 
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rons de plus près cette situation. Supposons que pour un certain 
système il faille trouver le processus optimal x (f) qui repose dans 
le domaine non hachuré de la figure 10.1. Le système est de plus 
tel que si la variation des conditions de réalisation du processus 
est assez petite, le processus lui-même change peu lui aussi. Si l'allu- 
re du processus optimal sera celle de la trajectoire représentée sur 
la figure 10.1, a par le trait continu, sa recherche peut se faire par 


Fig. 10.1. Possibilité de l'application des méthodes de variation classiques 


le calcul variationnel classique. Mais si le processus optimal est de 
la forme représentée sur la figure 10.1, b, il est peu probable que le 
calcul des variations classique soit utilisable, puisque en modifiant 
peu les conditions de réalisation du processus optimal, nous pour- 
rons obtenir une trajectoire dépassant le cadre imposé (ligne en poin- 
tillé). Cette limitation du domaine d'application du calcul variation- 
nel classique est liée à l’approche employée par cette méthode pour 
fournir le critère d’optimalité des processus. Voici en quoi consiste 
cette approche. Pour assurer l’optimalité d’un processus z* (t) il 
faut et il suffit que 


I {z* ()] LI [x (b)], 


où zx ({) est un processus quelconque susceptible d’être réalisé dans 
le système. Supposons que ne serait-ce que dans le voisinage du 
processus optimal x* (t) on puisse présenter un certain ensemble des 
processus éventuels dans le système, comme une fonction x* (t), et 
des paramètres &, .- .., © qui prennent au voisinage du zéro les 
valeurs 


tt) =flz*(t); a, ..., ol, 
de plus, 
at (t) = fiz* (t); das 0L 


Alors, le nombre J [x (t)] est de la forme 


Tfz(t)] = I {fr (t); &, . .., ol}, 


c'est-à-dire au voisinage du processus optimal la fonctionnelle est 
présentée comme la fonction de certains paramètres 


== I (a, fe. ., &). 


S'il s’est avéré, alors, que Z est une fonction continue à dérivées con- 
tinues du premier ordre, en vertu de l’'optimalité de xz* (t) il faut 
que soient vérifiées les conditions 


Talas...=0=0 oo. = Li|u=0, .. ©=0 = 0. (10.15) 


Les conditions (10.15) sont données ordinairement sous la forme 
explicite par ceux des critères du calcul variationnel classique aux- 
quels doit satisfaire le processus, c’est-à-dire par les conditions né- 
cessaires pour rendre le processus optimal. 


Equation caractéristique du système optimal 
par rapport à l’erreur quadratique 


Le calcul des variations permet d'explorer la question des pro- 
cessus optimaux idéaux. L'idéalisation consiste à envisager la ques- 
tion sans tenir compte de la structure du système. Certainement, 
l'approche de ce genre n’est pas toujours légitime. 

A titre d'exemple considérons quel doit être le processus idéal 
qui réduit au minimum l'erreur quadratique 


œ 


1= r+es+ ei [re dt (10.16) 


0 


pour un système aux conditions initiales x() (0) (i — 1, ..., nr — 1). 
Premièrement, certes, le processus doit être stable, c’est-à-dire il 
doit au moins satisfaire aux conditions z(* (6) — 0. Dans le cas 
contraire, l'intégrale (10.16) n'existe pas. Composons pour (10.16) 
l'équation d’Euler connue du calcul variationnel 


z— CET) + ci — ... +(— 1) cr = 0. (10.17) 
L’équation caractéristique de (10.17) est de la forme 
1— cp+cip—...+(— 1)" cp =0. (10.18) 


Toutes ses racines sont paires, c’est-à-dire si une racine est p;, il 
existe nécessairement une racine —p;. Qui plus est, l'équation 
(10.18) ne possède pas de racines sur l’axe imaginaire, du fait que 
s'il n’en est pas ainsi, l'équation 
A—ciz+cz+...+(—1)'cnzt = 0. 


aurait une racine négative z; = —A << 0, ce qui entraîne la rela- 
tion absurde 


0<1+cA+ A+... +24 = 0, 
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puisque À >> 0. De la sorte, l'équation (10.18) ne possède que des 
racines gauches et droites, leur nombre pour les deux cas étant le 
même. La solution de (10.17) est alors de la forme 


LL n 

À À; 

z=Ù D,e ND} E;e fe, 
i= 1 i=1 


de plus, 0 > Re A4(i = 1, ..., n). La condition de stabilité en- 
traîne E; — O (i — 1, ..., n). Les constantes D; sont déterminées 
à partir des conditions initiales. Mais ce qui importe là. c’est sur- 
tout autre chose. La solution obtenue signifie que le système idéal 
par rapport à l’erreur quadratique est celui qui possède l'équation 
caractéristique 


R(p)= [] (21) =0, 


où les À; se calculent à l’aide des coefficients c; donnés. On peut 
également raisonner par l'inverse: trouver d’après l'équation carac- 
téristique la fonctionnelle de la forme (10.16) qui correspond au 
système optimal. 


Construction analytique des régulateurs 


Considérons le problème sous sa forme la plus simple. Supposons 
donné l’objet de commande. Admettons que cet objet soit linéaire, 
c’est-à-dire que ses équations sont de la forme 


a =D ar + bu, = ls: 0 (10.19) 


où u est la commande. Trouver une loi de commande 
U— ut, :::.,/1;) (10.20) 


telle que sous les conditions initiales x; (0) l'erreur produite soit 
minimale 


>, cixi + Cou?) dt (10.21) 


Pour l'existence de l'intégrale (10.21) il faut que soient remplies 
les conditions | 


Zi (oo) = 0. (10.22) 
Dans notre cas l'intégrale (10.21) est une fonctionnelle, dont le mini- 
mum doit être trouvé pour toutes les fonctions vérifiant les équa- 


tions des systèmes (10.19). Puisque la solution est cherchée dans le 
domaine ouvert et les fonctions qui font partie de l’énoncé du pro- 
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blème sont lisses, on peut appliquer les méthodes variationnelles 
classiques. La fonction de Lagrange est de la forme 


ñn nm ‘ ù n 
H <2 Cixi + cu + ME 2 auyt; — bu}, 


où À est la fonction du temps. 
Composons l'équation d'Euler pour la fonction de Lagrange 


2c°u— D Ab; =0; 
ii 


M 2ciro + © hay=0, i=1,...,n. 
= | 
Eliminons la commande 
u—= > bih;:2c°. (10.23) 
i= 1 


Cette formule pour des À; connues donne la loi de la commande opti- 
male. Par rapport aux fonctions À; on a le système d’équations 


= D aurs+ 2 Buhr i — À, ss 
É Pa (10.24) 
= oi — 2 dijÀ; ES PE 
=1 


Bi; = b;b,/2ci. 
Notons que By; = B;:. L'équation caractéristique du système (10.24) 
est de la forme 
A (p) = 0, (10.25) 


où À (p) est le déterminant de la matrice des coefficients des deu- 
xièmes membres des équations (10.24), c’est-à-dire 


dy — D +. in | Pis --. Pin 
A( Zn: nn P : Bai Ban 
pj=ssse meet À 
2c° (0  —yy — D ni 
RE él 4 lee de lis, ss 2 2 
0 ... 2c? à — lin ... —Ann —P 


Sans changer la grandeur du déterminant on peut effectuer de pro- 
che en proche les opérations suivantes: 

inverser la numérotation des premières rz colonnes et des deuxiè- 
mes zx colonnes; 
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inverser la numérotation des premières nr lignes et des deuxiè- 
mes x lignes; 


remplacer les lignes par les colonnes en transposant par rapport 
à la diagonale non principale; 

multiplier les premières n lignes et les deuxièmes x colonnes 
par (—1). 

En tenant compte que f:,; = B;:, on aboutit à l'égalité 


A Gp) = A (—p). 
I] s'ensuit que l’équation caractéristique ne contient que les puis- 
sances paires de p. Supposons que À (p) ne possède pas de racines 


purement imaginaires et multiples. Alors, l’intégrale (10.24) se met 
sous la forme 


ñn ñn 
ñn n 

Uu=> nuC ei + 2 œuyDe Pi, i—1,...,n, 
= 2 | 


où C;, D, sont des constantes arbitraires; p;, les racines de l’équa- 
tion (10.25); de plus, Re p; < 0. 
D’après les conditions (10.22) 


Dij=0;j—=1,...,n, 


et la solution devient 
n ñn 
=} GC je? s ; À = D nyC ses", (10.26) 
J=1 J=1 


les constantes arbitraires C; pouvant se déterminer à partir des 
conditions initiales. Compte tenu de la position du problème, les 
C; ne se calculent pas. En effet, cherchons l'expression 2; — 
—= CjePit à l’aide de z;. À cet effet il faut résoudre le système d’équa- 
tions linéaires 


T; À dr =; 70: 
La solution est de la forme 
=D Eu 11 ;:5s3un: (10.27) 
Portons (10.27) dans les deuxièmes nr formules de (10.26) 
À; =ÿ : MujbsTs- (10.28) 
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Enfin, en portant (10.28) dans (10.23) on obtient l'équation du ré 
gulateur 


n 
U = 2 li 


où &; sont des nombres fixés qui ne dépendent pas des conditions 
initiales. 


$ 5. PROGRAMMATION DYNAMIQUE 


L'idée principale sur laquelle repose l’obtention des critères du 
calcul variationnel classique consiste dans le fait que la variation 
portait sur la solution optimale dans son ensemble, ce qui fournis- 
sait les conditions d’optimalité nécessaires. Or, une telle approche 
n'est pas toujours justifiée par la pratique. Ceci concerne surtout les 
processus de commande. En effet, aucun besoin n’est de connaître 
toute la résolution, il suffit de posséder l'algorithme qui permet de 
déterminer successivement la résolution du début vers la fin. Autre- 
ment dit, en pratique il est toujours possible de tomber sur une si- 
tuation où à l’instant donné, il faut prendre une décision locale, opti- 
male au sens global, c’est-à-dire cette décision locale doit coïncider 
à chaque instant avec la solution globale optimale. Ainsi, s’il exis- 
te un certain système à commander de façon optimale, il faut finale- 
ment trouver l'algorithme permettant d'imposer la commande dans 
le temps de façon que l’ensemble des valeurs de la commande assure 
en gros à chaque instant un processus optimal. 

Dans les années 50 le mathématicien américain R. Bellman a 
élaboré une nouvelle méthode de résolution des problèmes variation- 
nels appelé programmation dynamique. 

La programmation dynamique est basée sur l’idée de l'étude de 
la résolution d’un problème variationnel comme d’un processus qui 
élabore progressivement une décision optimale, à la différence de 
l'obtention de la solution dans son ensemble, comme c’est le fait 
des méthodes variationnelles. Une telle approche (comme c'est 
montré dans ce qui suit) permet de soumettre, en plus, à l'étude les 
problèmes dont ia solution ne peut s'obtenir par les méthodes classi- 
ques. D'autre part, les algorithmes de résolution des problèmes obte- 
nus par la programmation dynamique s’avèrent en règle générale 
très commodes du point de vue numérique. 


Résolution du problème en tant que processus 


Nous avons déjà dit que la programmation dynamique envisage 
la résolution comme un processus. Examinons cet aspect de plus 
près. Supposons que le problème consiste à minimiser la fonction de 
nombreuses variables B (x,;, ..., x,). La résolution du problème 
complet peut être envisagée comme un processus composé de n éta- 
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pes, dont la première consiste à prendre la décision sur la valeur de 
la variable x,, la deuxième sur la valeur de la variable x, la troi- 
sième, sur la valeur de la variable z., etc. Dans ces conditions, cha- 
que décision locale par rapport à chaque variable doit être telle que 
dans l’ensemble les décisions locales donnent l’optimum global. 
Ensuite, considérons le problème d'optimisation de la fonctionnelle 


t 
1= (Fe z, t) dt. 
to 


On peut admettre que la résolution doit compter deux étapes. La 
première consiste à prendre la décision sur la valeur de la fonction 
z (t) dans l'intervalle [£,, t, + A), et la deuxième, sur la valeur de 
la fonction dans l’intervalle restant [t, + À, t,]. Notons que la di- 
vision de la résolution du problème en étapes détermine pour beau- 
coup les difficultés de calcul ultérieures, examinées dans ce qui suit. 
Pour le moment il importe que la programmation dynamique a 
pour objet les problèmes, dont le processus de résolution peut être 
divisé en étapes. Voici ce que cela donne sous sa forme générale. Si 
on désigne le processus de résolution du problème par S, alors S 
peut se composer des étapes S,, ..., S,. 

Ainsi, pour le problème de minimisation de B (xz,, ..., 2) 
l'étape S, consiste à choisir les valeurs de z,, l'étape S., les valeurs 
de z:, etc., alors que dans le problème de minimisation de la fonc- 
tionnelle Z le processus S tout entier, comme ceci a été fait dans ce 
qui précède, est divisé en deux étapes: la première S, consiste à 
déterminer la fonction x (t) dans l'intervalle [t,, t, + A); la deu- 
xième S:, à la déterminer dans l'intervalle restant [é, + A, #,l. 

Notons la circonstance suivante. Quel que soit le cas, les étapes 
du processus de résolution doivent être admissibles. Qu'est-ce que 
cela signifie? Premièrement, comme nous l'avons déjà dit, les pro- 
blèmes variationnels se distinguent par la présence des contraintes. 
L'approche de la résolution doit, donc, être telle que ces contraintes 
soient prises en vue au cours de la résolution, c'est-à-dire que cha- 
cune des étapes S, de la résolution S tienne compte des contraintes 
générales du problème. 

Ainsi, si on impose la contrainte 


a L Ti bd, 


au cours de la résolution, à l'étape S; du calcul de la valeur de zx:, 
cette inégalité doit être prise en considération. Deuxièmement, la 
partition de la résolution en étapes peut imposer des prescriptions 
supplémentaires dont il faut tenir compte à chaque étape. Par exem- 
ple, si le minimum de la fonctionnelle 7 doit être établi dans la 
classe des fonctions continues, les étapes indiquées de la résolution 
doivent être telles que 


z(to + A—0) = zx (to + A), 
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c’est-à-dire les étapes S, et S, doivent satisfaire à la condition de 
la continuité non seulement à l’intérieur de chaque intervalle, mais 
aussi à cette condition au point de:jonction des intervalles. S'il n’en 
est pas ainsi, la fonction zx (t) obtenue par résolution doit être con- 
tinue dans tout l'intervalle [£,, t,] considéré. 

De la sorte, nous examinons les problèmes dont la résolution peut. 
être représentée sous la forme du processus S composé d'étapes iso- 
lées Sy(i — 1, 2, 3, ..., n), dont chacune doit être admissible. 


Principe d’optimalité 


Suivant le mode de réalisation des étapes isolées, on obtient des 
valeurs différentes de la fonctionnelle extrémisée, ce qui s'exprime 
sous la forme mathématique suivante: 


I(S)—1(Sn... Sn). 


Alors, dans le problème déjà mentionné de la minimisation de la 
fonction de nombreuses variables 


LS see Si) PB), 


et dans le problème de la minimisation de la fonctionnelle 
to+A k î1 | 
(Su S)= | F(x 2, t)dt+ | F(x, 2, t)dt. 
to to+4 


Le problème consiste à conduire la résolution de façon que la 
valeur de la fonctionnelle soit extrémale. A la valeur extrémale cher- 
chée de la fonctionnelle et aux étapes de résolution réalisées suivant 
le mode optimal nous affecterons dans ce qui suit un astérisque mar- 
qué en haut, c’est-à-dire 

IF IST: 90. et. EE 
S1, -.-., Sn 

Maintenant attirons l’attention sur le trait particulier suivant. 
Supposons que les premières k étapes de la résolution ont été exécu- 
tées suivant le mode optimal, c'est-à-dire 


DE 0 Le l 2, 9:06 


Cela signifie que si on réalise correctement les (7 — X) étapes 
restantes, la solution sera optimale. Mais que signifie réaliser les 
(n — k) étapes restantes suivant un mode correct? Il est clair que 
les premières k étapes étant réalisées, les (n — k) étapes restantes 
doivent l'être de façon à extrémiser la valeur de la fonctionnelle, 
c'est-à-dire en remplissant la condition 


= I(ST, ..., S%)= ext  I(S%, .…., S% Suun ses Sade 


R+1° °°"n 
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Supposons que le problème de minimisation de la fonction de 
nombreuses variables comporte une fonction qui possède un mini- 
mum avec 


Led D = 2, 2 —n. 
Mais la résolution ne fournit que 
Dis mel 
alors que sur les autres variables on ne sait rien. Il vient 


min B(z, ...,z»)= min B(1,2,...,k, 
Lo... Xn Lheg °Xn 


Lib ss 2) = D 2; 9, 340): 
Pour le problème de minimisation de la fonctionnelle 7, la par- 


tie connue de la solution optimale étant z* (t) (tb Lt to + A), 
on a 


to+A . 
min  /— min [ | F(z*, z*, t)dt + 
eo LISE) xUNto+ASISINL | 
0 


{1 


Fe | F(z, z, 1) dt |. 


to+ 4 


Plus simplement, si le début de la résolution est correct, la fin doit 
être également correcte. C’est ce qui constitue le contenu du prin- 
cipe d'optimalité. À première vue il semble que c’est une affirma- 
tion triviale, très pauvre en contenu. Or, il n’en est pas du tout ain- 
si. Nous tenterons dans ce qui suit de le justifier, en nous bornant 
pour le moment à donner l'énoncé mathématique du principe d'opti- 
malité. Pour que la solution S soit optimale, il faut et il suffit pour 
tout ÆÀ (1<k Ln) de respecter la condition 


I(S*)—= ext  I(S?, ..., S%, Suéss o.., Sn) (10.29) 


CARPOERN 


de plus, Sur, - «+, Sn dans l’ensemble avec SŸ, . .., S% qui sont 
les étapes d’une certaine solution optimale S*, constituent juste- 
ment la solution admissible. La formule (10.29) traduit cette con- 


dition que si le début de la résolution S*, . .., S% est correct, la 
fin de la résolution S,4,, ..., S, doit également être correcte. 
Conception de l’état 


Le principe d'optimalité de par lui-même est peu profitable, sans 
tenir compte de l’allure spécifique du problème variationnel, dont 
la résolution peut être envisagée sous la forme d’un processus divisé 
en étapes isolées. 
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Supposons que la première étape de la résolution S° soit réalisée 
d’une certaine façon. En vertu du principe d’optimalité (10.29) le 
problème variationnel se pose de nouveau, et son processus de ré- 
solution se compose de (n — 1) étapes S., . .., S,. Certes, il y a 
quelque chose qui distingue le problème initial des problèmes qui le 
suivent. Autrement dit, la réalisation de l’étape S° a fait passer le 
problème d’un état à un autre. Numérotons les états du problème. 
Désignons par Z, son état initial, lorsqu'il faut opérer toutes les nr 
étapes, c’est-à-dire extrémiser la fonctionnelle initiale 7. L'état du 
problème auquel on a abouti après l’exécution de la première étape 
est désigné par J,-,, après les deux premières étapes, par Z, +, etc., 
jusqu’à Z,, lorsqu'il reste à effectuer la dernière étape. 

L'état initial du problème est caractérisé par un certain ensem- 
ble des données initiales, désigné par U,. Comme nous l’avons déjà 
noté, après la première étape on aboutit à l’état 7, -, du problème à 
données initiales formant un nouveau ensemble VU, qui est fonction 
des données initiales U, et de la première étape de résolution S; 


Ur = Fi (Si U). 


D'une façon analogue, si on désigne l’ensemble des données initiales 
de la résolution du problème 7,-, par U,, il vient 


Us = F; (S 2 Uz), 
etc., c'est-à-dire 
Ur = Fra (Sr Un) (10.30) 


Examinons le problème de minimisation de la fonction des 
nombreuses variables B (z,, ..., z,) sous la condition 


Zik... +zn = A, 


où À est le nombre donné. C’est l’état initial du problème J, défin 
par les données initiales U,; il faut connaître, notamment, la valeu 
numérique de À — À,. La réalisation de l’étape S, qui consist 
à prendre la décision sur la valeur de la variable x, — z° en se gui 
dant par le principe d’optimalité amène l’état Z7,-, du problème 
qui consiste à minimiser la fonction B (x, x, . .., z,) des va- 
riables Ze, .-., Zn à données initiales U.. L'information U, est 
traduite par la valeur du nombre 4, — À, — x°, ce qui constitue 
dans notre cas la forme concrète de la formule (10.30). Ici, le nom- 
bre À est équivalent à U,, le nombre x° est équivalent à S° et la 
fonction F, acquiert la forme de la différence entre À et z*. 

Ainsi, nous pouvons dire que si la résolution du problème est 
organisée sous la forme d’un processus composé d’étapes isolées, 
le problème en cours de résolution passe successivement d’un état 
en un autre, ces états étant caractérisés par le nombre de (n — k) 
étapes restantes et l’information initiale U},}, nécessaire pour 
l'exécution du processus de résolution à ces étapes. 
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Equation fonctionnelle de Bellman 


Désignons l’extremum de la fonctionnelle par L, (U,): 
L, (U,) — a (S, U,}, (10.31) 


l’extremum dépendant, naturellement, des données initiales. 

Le sens de la formule (10.31) est trivial: pour obtenir la solu- 
tion optimale ZL, (U,) le processus de résolution doit être optimal. 
Comme nous l’avons déjà dit, en réalisant la première étape de la 
résolution $, on fait passer le système à l’état 7, _, à données initia- 
les U, = F,(S1, U,). D'après le principe d'optimalité suivant 
lequel la solution dans son ensemble doit être optimale, il faut que 
le mode de résolution du problème à partir de l'état initial 7,.; 
soit optimal, c’est-à-dire qu’on obtienne l’extremum Lh-_, (U:) = 
= Li (PF; (S1, U.)l. Alors l’extremum L, (U,) sera fonction seule- 
ment de la première étape de résolution, et notamment 


LA (U;) = cas Th {Si Li lF,(Ss U:)]; Ui}. (10.32) 
1 


Cette équation est justement l’équation fonctionnelle de R. Bel- 
Iman. Elle associe les fonctions inconnues Z, (U,) et L,-, (U:). 
Ainsi, dans le problème de minimisation de la fonction de nom- 
breuses variables B (x,, ..., z,) à contraintes z, + ...+zx, — 
— À, admettons, comme précédemment, que le processus de réso- 
lution se compose de n étapes S; (i = 1, 2, 3, ..., n), dont cha- 
cune est choisie suivant la valeur de la variable x; correspondante. 
En désignant 

Li(A)= min B(x,, ..., zh), 
Lt +: Xn 


on peut introduire 
L;=; (C) == min B (xs, .0e7? Zn)» 
x 


2... Xn 
où C = (z,; D), x, étant un nombre fixe, et z:, . .., zx, pouvant 
varier, mais de façon que zx, + ... + x, — D. Alors, l'équation 
fonctionnelle de Bellman se met sous la forme 


LA (4) = min L,_i(x;; A— zx), 
X1 


puisque D = À — x,. Notons que L,-, dépend de x, d’une double 
façon : comme de l'argument de À — zx, et comme du paramètre. 


Procédure de la résolution 


Notons maintenant encore une circonstance très importante pour 
ce qui suit. En vertu de la description donnée, après avoir réalisé 
d'une manière quelconque la première étape de la résolution, on 
obtient le problème de même type qu’au début, à cette différence 
près que le problème initial était à l’état Z,, et le problème obtenu, 


454 


à l’état 7,_,. Mais dans l'essentiel, le problème résultant reste de 
même type et sa résolution peut être envisagée comme un processus 
composé d'étapes isolées. Pour résoudre le problème 7,-, on peut 
recourir aux mêmes raisonnements que dans le cas du problème /; 
et obtenir l'équation fonctionnelle de Bellman 


Lun (Ua) =ext Tn4(Sa Lun lFa(Se Ua): Ua}. (10.33) 
2 


Cette équation est tres importante, puisqu'il est impossible de 
résoudre l'équation (10.32) sans connaître L,,_, (U.). Dans l’équa- 
ne (10.33) on tombe sur la même difficulté, mais par rapport 
à Ln-2 (U3) on peut composer une nouvelle équation de Bellman, 
.. ainsi de suite jusqu'à l'équation 


Le (U}-1) D. La {S n-1 L; [Fa (Sir U,-1)] ; U,-;}, (10.34) 
n_1 


où, rappelons-le, la fonction 
L; (Un) = L: Fr (Sn -1: Un 1)] 


est un extremum du problème à l’état Z,, c'est-à-dire du problème 
dont la solution peut s’obtenir en une étape 


L, (Un) = ext Li (Sn3 Un). (10.35) 


Après avoir résolu la dernière équation, passons à la résolution de 
l'équation (10.34), et ainsi de suite jusqu’à l'équation (10.33), pour 
aboutir finalement à l’équation (10.32). De cette façon le problème 
sera résolu. 


Discussion de la procédure de résolution 


Voyons maintenant quels avantages et inconvénients présente 
la procédure de résolution établie. L'exposé précédent montre que 
la résolution du problème initial se ramène à la résolution succes- 
sive de r problèmes par rapport aux fonctions inconnues, pour chaque 
valeur de l’argument la valeur de la fonction étant déterminée 
comme l’extremum de la fonctionnelle d’une forme connue. Les 
autres conditions étant égales, les difficultés de calcul que présente 
la résolution d’un tel problème sont proportionnelles à la puissance 
d’un certain nombre, qui à son tour est proportionnel à la dimension 
de l’argument de la fonction cherchée. Ainsi, si la dimension de 
l'argument de la fonction cherchée est égale à m, les difficultés 
de calcul sont proportionnelles au nombre s", où s est le nombre 
déterminé par le caractère du problème. De cette façon, c’est la 
dimension m; des arguments ÜU, qui est décisive. En effet, dans le 
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cas de la programmation dynamique, les difficultés de calcul seront 


proportionnelles à > U;t, alors que pour la résolution numérique 


par triage direct du bone initial, les difficultés de calculs numé- 


D. 


riques seront proportionnelles au nombre s' 
Régime optimal d’un pipe-line 


Considérons un pipe-line qui fonctionne sous régime d’une instal- 
lation sans capacités de réserve. Supposons que le pipe-line possède 
un certain nombre de tronçons et de stations de pompage corres- 
pondantes (fig. 10.2); supposons encore que la capacité de transport 


(1) (1) pl2) 2 . (2 nQ 1) n°1 nf (ni 7 pin} (net) 


1 
Ep sept … 


Fig. 10.2. Schéma d'un pipe-line 


du pipe-line Q soit donnée. Ceci définit univoquement la perte de 
poussée dans les tronçons, c’est-à-dire la donnée des nombres 


Ah=hÿ—n£t), (10.36) 


où k() est la poussée à la sortie de l’i-ième station; fi +1), la poussée 
à la réception de l’(i + 1)-ième station; Ah:;, la perte ‘de poussée 
dans l’i-ième tronçon. 

Chaque station de pompage est munie d’un ensemble de pompes 
déterminé, qui peuvent être engagées dans telle ou telle combinai- 
son, de plus, pour le débit imposé à chaque combinaison éventuelle 
correspondent des frais r*” et un accroissement de poussée n/” 
bien définis. Par conséquent, l'accroissement de la poussée de toutes 
les stations de pompage, y compris la vanne d’interception à la 
sortie, est 


9 29 LP. (10.37) 


Lorsque les pompes sont branchées, il faut que la poussée à la sortie 
de chaque station ne dépasse pas la valeur de consigne, c’est-à-dire 


he, (10.38) 


ce qui s'explique, par exemple, par la prescription de la résistance 
des tubes, alors que la poussée à l’entrée de chaque station ne doive 
pas être inférieure à la valeur de consigne, c’est-à-dire 


hŸ>R$?, (10.39) 
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ce qui s'explique, par exemple, par la condition d’élimination de la 
cavitation. La retenue h{° à la première station est donnée. Il faut 
engager dans les stations de pompage des combinaisons de pompes 
telles que les frais de repompage soient minimaux, c'est-à-dire il 
faut minimiser 


I=Y rÿ. (10.40) 
ES | 


Le problème se ramène à prendre une décision $ qui indiquerait 
les pompes et leurs combinaisons à engager à chaque station. La 
solution générale peut être envisagée comme la succession des réso- 
lutions S; par rapport à l’i-ième station. 

Il est clair que, les autres conditions étant égales, la marche des 
choses est déterminée par la retenue à la station initiale (par exemple, 
U, est équivalent à h°”). 

Introduisons la notation 


n 
L (ho) = min > r$" 
J imn-kh+1 


sous les contraintes déjà mentionnées, mais pour abréger non écrites 
encore sous la forme explicite. Alors, on obtient pour 4 = 1 


L,(hÿ?)= min rÿ”. 
J 


Si à la fin de la ligne la poussée est imposée, il faut que soit observée 
la relation 


hf) Ah, = ht) (10.41) 
sous la condition 
RP = REF LE AR LR, 


puisque dans le cas contraire le problème ne possède pas de solu- 
tion. Si l’on tient compte de (10.36) et (10.37),la condition (10.41) 
peut s’écrire 


NP >ASTO LE AR — ho, (10.42) 


Indiquons encore une fois que la seule quantité qui peut être 
variable ici est A{n), c’est-à-dire toute l'information sur les solu- 
tions précédentes est fournie par la connaissance de la retenue A{), 
la condition d'admissibilité de S,(i = 1, 2, 3, ..., n — 1) impo- 
sant l’examen de A") dans l'intervalle 


RSR LS hf" — Ah, (10.43) 


c'est-à-dire la prise en considération des contraintes (10.38) et 
(10.39). 
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De la sorte, nous avons abouti au problème de minimisation de 
rÿ par rapport à n; sous les contraintes (10.42) et (10.43), r;"’ 


et n; étant liés d’une façon univoque. La solution est visualisée 


L; 


] 


ne Tes HT ah 


—… 


Fig. 10.3. Première étape de la résolution du problème d'optimisation du 
régime de fonctionnement d'un pipe-line: 
a — distribution optimale des pompes; b — frais minimaux 


sur la figure 10.3 (les figures 10.3, a et b visualisent respectivement 
les fonctions j} et L.). 
Calculons maintenant la fonction L, (h{®-1)) d’après l'équation 


LR) = min fr D EL, (hf Ah, _)] 
J 


sous les conditions 
bio SRE LR —Ahn: 
Aline + RG SRI LR) ; (10.44) 
NET ET 


où la première contrainte rend compte de la poussée à la (x — 1)-ième 
station et la poussée maximale à la (n — 2)-ième station, la deuxième 
rend compte de la poussée minimale à la n-ième station et maximale 
à la (7 — 1)-ième station, la troisième tient compte que la vanne ne 
peut qu’amortir la poussée. Notons que kf-1) est lié à h{m-1) et 
rS-® par l’intermédiaire de la dernière contrainte (10.44). 

Ici les solutions précédentes donnent seulement le changement 
de la retenue Afr-1), les contraintes (10.44) rendent compte du fait 
que les solutions précédentes étaient admissibles et imposent que 
la solution S,-, soit également admissible. 

En triant les h;"!" dans les limites des contraintes et en mini- 
misant pour chaque valeur fixée dans le cadre de (10.42) la fonction 


L, par rapport à nn; on obtient la fonction cherchée j-: 
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Ï 


{[n-i) {n-1} (n-1) 
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b 
L2 
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Fig. 10.4. Deuxième étape de la résolution du problème d'optimisation du 
régime de fonctionnement d'un pipe-line: 
a — distribution optimale des pompes ; b — frais minimaux 


(fig. 10.4, a). La fonction L, est représentée sur la figure 10.4, b. 
Notons que la solution S3-; peut s'avérer multivoque, ce qui est 
traduit par la figure 10.4, a. En poursuivant ainsi, déterminons 
finalement j*. La combinaison des pompes à la première station 
sera donnée par l'équation 


L, (h$)= min [rf? + Lin (hf — Ah;)] 
J 


par rapport à n;' pour la retenue Al!) donnée et sous les contraintes 
du type (10.44). Ceci détermine la retenue A{*), dont la connaissance 
permet d'établir d’après la fonction j; la combinaison des pompes 
à la deuxième station, etc. 

Exemple 10.1. Pour donner une résolution numérique considé- 
rons trois stations. Admettons que la retenue de consigne hf‘) à la 
sortie du pipe-line est égale à 3 kgf/cm*. Voici les données relatives 
au pipe-line dans son ensemble: 
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Supposons que la première station compte deux groupes à pous- 
sée de 18 kgf/cm°, le fonctionnement de l’un de ces groupes coûtant- 
une unité de frais, et deux groupes à poussée de 9 kgf/cm”, le fonc 
tionnement de chacun coñûtant 0,6 unité. En éliminant à l’avance 
les combinaisons irrationnelles, on obtient pour la première station 
la série des poussées et les coûts respectifs 


Les données sur les trois stations diffèrent puisqu'on a tenu 
compte des pertes en énergie électrique. Les fonctions j5 et L, sont 
visualisées sur la figure 10.5. En utilisant Z, on peut calculer j* 
et L, (fig. 10.5, c, d). Des cinquième et sixième versions de branche- 
ment possibles à la première station, c’est la cinquième qui 
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3,5 


Fig. 10.5. Illustration de l'exemple 410.1: 


a — distribution optimale des pompes à la troisième station; b — part des frais 

minimaux qui reviennent à la troisième station ; c — distribution optimale des pompes 

à la deuxième station; d — part des frais minimaux qui reviennent à la deuxième 
et à la troisième stations 


s'avère optimale, puisque les frais qu’elle impose font 7,3 unités, 
alors que pour la sixième version elles font 7,35 unités. La version 
de branchement choisie à la première station donne une retenue 
égale à 11 kgf/cm* pour la deuxième station, de sorte que c’est la 
quatrième version qui dans cette station sera optimale. Or, cela 
donne une retenue de 10 kgf/cm* pour la troisième station, ce qui 
correspond dans cette dernière à la quatrième version de branche- 
ment. 

Dans l’exemple considéré toute l’information sur les solutions 
précédentes a été concentrée dans les valeurs de la retenue A0 et 
il fallait résoudre, au fond. r problèmes d'optimisation unidimen- 


sionnels. 
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Commande opératoire d’un chantier de gaz condensat 


Un chantier de gaz condénsat est caractérisé par une variation 
assez fréquente de la consommation de gaz Q qui, certes, chaque fois 
doit être satisfaite. D'autre part, la production du gaz impose son 
assèchement, l'extraction du condensat, ce qui demande des frais 
définis. Dans les cas courants on connaît les caractéristiques opéra- 
toires des frais imposés par le débit global des groupes isolés des 
trous O4, dont chacun, par exemple, est branché sur la même installa- 
tion de séparation à basse température. D'autre part, les débits glo- 
baux Q: des groupes mentionnés des trous sont limités. Dans ces 
conditions il faut satisfaire aux exigences du débit de refoulement 
sous les frais minimaux. 

Désignons les caractéristiques des frais suivant les groupes des 
trous par @s (Qu) (à = 1, 2, 3, ..., n). Alors, chaque fois une nou- 
velle donnée de Q impose la résolution du problème: 

minimiser 


1=2 qi (Qi) 
sous les contraintes 
D Q:=0Q; 
pt | 


a LQi< Pr 


où «; et ff: sont des nombres donnés. Par conséquent, chaque fois 
il faut trouver la valeur optimale des débits Qf qui minimisent les 
frais Z, certaine fonction L, (Q) de la consommation de gaz globale. 

Notre décision consiste à prendre des décisions successives sur 
les débits Qi. L'équation (10.32) se met alors sous la forme 


LA (Q) = ge [Pi (Qs) + La: (Q— 0Q:)]: 


où la fonction L, -, (Q — Q,) traduit les frais minimaux nécessaires 
pour satisfaire aux exigences du débit de refoulement du gaz en 
quantité (Q — Q,) par l’ensemble du deuxième, troisième, etc., 
groupes des trous. Mais 


L,-1(Q) = ne [P2 (Q2) + Lu-2 (Q — Q2)], 


etc. Finalement, on obtient l'équation 


La (Q) = a [Pn-1 (Qh-1) + L; (Q - Qn- 1)]; ’ 
L;(Q)= min Pn (Qu): 


La solution de la dernière équation est triviale 
L: (Q) = qh (Q); Q = Q:. 
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ba deuxième équation devient maintenant 
L;(Q) = min [Qn-1 (Qn-1) + Pn (0 —Qh-1)] 
et doit être résolue sous les contraintes 
An-1 < Qn-1 < Pn-1; < Q — Qn-1 < Pn- 


La résolution de cette équation donne la fonction L, (Q). L'équation 
suivante est de la forme 


L:(Q)= min [Pn-e (Qn-2) + Le (Q—Qn-2)] 


et doit être résolue sous les contraintes 


n LA 


n-1 <'Qn-1 LPn-1: : 2 (HSO—Qr2<. 2 Pie 


La résolution fournit L, (Q), etc. En poursuivant ainsi on obtient 
finalement la fonction Z, (Q) qui donne Q° en fonction de Q. Ensuite 
on calcule Q7, @%, etc., c'est-à-dire nous apprendrons d'après les 
fonctions L; (Q) pour des Q différents, sans résoudre chaque fois de 
nouveau le problème d'optimisation, la distribution optimale des 
débits suivant les trous. 

Ainsi, supposons qu'il existe trois groupes de trous et, qui plus 
est, 


I = Qi + (e2—1)+ Qu. 
Les contraintes imposées aux débits sont de la forme 

JS OST, E=1: 2; -:4 9: 
D'après l’exposé qui précède 

L,(Q)=Q;: Q5—Q. 

Ensuite, on trouve 

L: (Q) = ne (e%—1+0—0:) 
sous les contraintes 

0OKQ<1; 0OLKQO—-Q<I. 


Finalement, on obtient 
| © pour O<LQ<L1 
La (Q) D Q-1 . 
e pour 1<Q<2, 
: 0 pour 0SO<1 
@G= Q—1 pour 1<Q0<2. 
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Calculons maintenant L, (Q), par exemple pour la valeur Q — 
= 2,5. On a 


L:(Q) = mie [Qi + L:(Q—Q:)}, 
de plus, pour la valeur de Q retenue, il faut satisfaire aux contraintes 


OLQ<1;, 0<25—0Q,<2; 
0,5 <Q:<1; 1,5 < 2,5 — Q: < 2, 
c’est-à-dire 
L:(25)= min [Qi+et5-Q]. 


0,5<Q<1 


En dérivant, on obtient 


DT QD LE 1 + et5-Q@] = 20, —et.5-0 
= go lOi-+et:5-@] = 20, —et.5-0, 


d'où 
di (0,5) di (1) 
— <0 et 
Qi a 
c'est-à-dire Q° se détermine d’après l’équation 
2Q;,—el5-Q—0. 


En la résolvant on obtient Q* = 0,852. D'où Q5 = 0,648 et Q5 = 1. 
Dans l'exemple considéré toute l'information était également 
contenue dans un seul paramètre, le débit Q. 


> 0, 


Modification de l’équation fonctionnelle 


Examinons l’équation (10.32). On peut la récrire sous la forme 
ete {Si Ln-slFi (Si U5)]; Uij—Ln(U:)]. (10.45) 
1 


Désignons l’expression extrémisée du deuxième membre par 
Alors, l'équation (10.45) se met sous la forme 


O=ext A [Us Si(U))]e (10.46) 
S1 


L’équation (10.46) s'avère très commode pour l’examen des problè 
mes continus. 
Système dynamique continu à paramètres localisés 


Supposons qu’il existe un système dynamique dont les équations 
du mouvement sont de la forme 


tif dt Me Mie sos D). TER sich, (10,47 
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où zx: sont les coordonnées du système; u = 1, 2, 3, ...,r., les 
variables de commande, c’est-à-dire les fonctions du temps qu’on peut 
faire varier; £, le temps. 

Dans ce qui suit nous ramènerons toujours le système (10.47) 
à une forme autonome, c’est-à-dire à une forme lorsque les deuxièmes 
membres ne dépendent pas sous la forme explicite du temps. Ceci 
peut se faire en introduisant dans le système encore une coordonnée : 
Tn+1 = t. Alors, l’équation (10.47) se met sous la forme 


Zi = fa (Tu ces Tns Tnt Ur oc Urh =, ..., nm, (10.48) 
Zou =. 


Enonçons maintenant le problème. Soit le travail du système évalué 
par la fonctionnelle 


T 
= | fo(Zis ces ns Ent Ut «ee Ur) dé, (10.49) 
To 


où T,, TZ peuvent être des nombres fixés ou non fixés. On peut alors 
faire varier les commandes de façon à les rendre admissibles. Ce 
fait sera noté de la façon suivante: 


u € 6, (10.50) 


U = (Uj, Us, Ugs + +, Ur). 


Par aïlleurs, les conditions limites sont dans un certain sens 
déterminées, elles peuvent avoir, par exemple, la forme des positions 
initiale et finale assignées. 

Admettons que le travail du système est d'autant meilleur, que 
la valeur de la fonctionnelle est plus petite, c’est-à-dire résolvons 
le problème de minimisation. 

Le problème posé se compose de la prise de décision S sur la com- 
mande du processus dans le système de façon que la fonctionnelle 
soit minimisée. Considérons la décision $ comme une suite des solu- 
tions S,, Se et S4. Par solution S, entendons la décision sur le choix 
de la commande dans l'intervalle de temps depuis le début du pro- 
cessus 7, jusqu’à l’instant {,; par solution S., celle sur le choix de 
la commande dans l'intervalle de temps de £, à t, + A (où À > 0): 
par décision S., celle du choix de la commande de t, + A jusqu’à 
la fin du processus 7. Il vient 


L,= min fo dt. (10.51) 


EE 


ut 6 
(ti +A<IST) +4 


Les solutions S, et S. influent sur le troisième terme du deuxième 
membre de l’équation (10.51) seulement par l'intermédiaire de la 


30—0551 465 


modification des conditions initiales (10.49). On peut donc intro- 
duire la notation 


L, = Lila (ta + A), . -., Zn+a (ts + A, 


c’est-à-dire le contenu de l'information U, est constitué par les 
grandeurs courantes du système. 
Ensuite 
L: [Ti (4), re Zn+1 (t3)] = 
ti+4 
= min { | fodt+ Lilzs (+4), Zn (64 A)]}. (10.52) 
MHEtEh+a) À 


Si on admet que les fonctions f; soient continues dans l'intervalle 
de temps considéré, alors, d’après la formule de Lagrange, 


Zu (ti + À) = fi (ti + 014) À + x: (t), 


où 0 < 6: < 1. Ensuite, en supposant la continuité de f,, on obtient 
d'une : manière analogue 
t{1+A 
Î fodt= fo(és+ 60A) A. 
Îs 


Ecrivons maintenant l'équation (10.52) sous la forme (10.46) 


0O= min {fo(ti+ 004) À + Lilzi (t1) + fi (ti + 8,4) A, 
telt. AS 
es Tn+1 (1) GE A] — L; ET (ti) cs Ln+i (£)]}. 


Notons que les indices des fonctions L du deuxième membre pour- 
raient ne pas s'écrire, ce que nous ferons dans ce qui suit. Si la fonc- 
tion L possède des dérivées partielles continues du premier ordre, 
la différence des deux derniers termes du deuxième membre peut 
s’écrire 
n+i 
AL= SN < = fit + 64) A = DE de —— fi (ti + BA) À + — — - À, 


i={ 


où les arguments des dérivées ... se situent entre zx: (£,) et 
zi(ts) + fi (ti + 81) À. 


De la sorte, en chassant A du signe de minimum on obtient 


0= min jo +88)+ 3, 22 = fa (Es + OLA) A +) . 
EL + A] — 
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Faisons tendre À vers zéro. On obtient en vertu des hypothèses sur 
la continuité des fonctions correspondantes dans l'intervalle con- 
sidéré : 
oL | : 0L 
NT The [fo + 2 FES UE (10.53) 
1= 


le dernier terme étant reporté du deuxième membre dans le premier, 
du fait qu'il ne dépend pas de u. 

L'équation (10.53) contient des dérivées partielles de la fonc- 
tion L inconnue. Le choix de la condition aux limites de la fonction L 
dépend du sens du problème. D'autre part, dans l'équation (10.53) 
les commandes figurent comme des paramètres, la règle de détermi- 
nation de ces paramètres étant rangée dans l'équation elle-même 
(ils doivent tout le temps être choisis de façon à assurer la condition 
de minimisation). Disposant de cette information on peut résoudre 
l'équation (10.53). Notons seulement que lors de cette résolution on 
obtient les commandes sous forme de fonctions des coordonnées 
zi (i= 1,2, 3, ...,n + 1), c'est-à-dire le problème est résolu 
par élaboration successive des commandes. 

Il arrive souvent qu’on peut ne pas résoudre l’équation (10.53) 
puisque sa forme rend déjà claire la structure de la commande opti- 
male. 


$ 6. PRINCIPE DU MAXIMUM DE L. PONTRIAGUINE 


Les résultats exposés ci-dessous ont été obtenus par L. Pontria- 
guine et ses élèves sous des hypothèses relativement lâches sur les 
fonctions qui interviennent dans les conditions du problème [11]. 
Les mêmes résultats peuvent s’obtenir en appliquant la programma- 
tion dynamique. Ceci impose des hypothèses plus fortes, mais rend 
plus simples les calculs. 


Position du problème 


Considérons le système dynamique dont les équations du mouve- 
ment sont de la forme 


Ti = f.; (Z:, es Lns Uys u,), l — 1; 2, 3, ..) D. (10.54) 

Ecrivons ici tout de suite les équations sous forme autonome 

en vertu du raisonnement du paragraphe précédent. Le travail du 
système est évalué par la fonctionnelle 


T 
= | fo(Æus ee Tne Un. Ur)dt, (10.55) 


To 


où, comme auparavant, les nombres 7, et 7 signifient que l'inté- 
grale donnée est prise suivant l'intervalle de temps depuis le début 
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jusqu’à la fin du processus. Il faut ainsi déterminer la commande 
dans le cadre des contraintes imposées 


uE6, 


pour que la fonctionnelle (10.55) soit minimisée. 


Idée de la résolution 


Soit To, Lt, << T et supposons que la commande optimale u* 
soit déterminée d’une certaine façon dans l'intervalle de temps de 
To à t,. Alors, dans l'intervalle restant de f, à 7 la commande opti- 
male minimise la fonctionnelle 


T 


1= | fodt (10.56) 


ti 


sous la contrainte que la condition initiale impose à l’équation 
(10.54) d’avoir les mêmes valeurs des quantités z4 (à = 1, 2, 3, ... 
-.., n) que possédait le processus après la réalisation de la com- 
mande dans l'intervalle de temps de 7, à t,. De plus, tout comme 
au $ © du présent chapitre, on admet que les conditions initiales 
zi(t\) peuvent également tenir compte de l'instant é.. 

Désignons la valeur minimale de (10.56) par la lettre Z. Dans ce 
cas pour des £, différents, le nombre / dépendra seulement des nom- 
bres zx: (t,), c’est-à-dire de l’état dans lequel se trouve le système 
à l'instant courant. Si nous déterminons d’une certaine façon la 
commande dans l’intervalle de temps entre £, et t, + A, dans cet 
intervalle l’accroissement de la fonctionnelle (10.55) sera 

ti+A 
AI= | foat. 
t, 
Le système passera alors en un certain état x; (t, + A); de plus, 
Lx; (41), - -., Zn (4) < AT + 


+ Im (+ Ah ce mi + A (10.57) 


Il convient de noter que le signe d'égalité de (10.57) aura lieu si 
et seulement si dans l’intervalle de t, à t, + À la commande sera 
déterminée d’une façon optimale. Récrivons la condition (10.57) 
sous la forme 


{1 [ta (t1)] — xs (ts + A] — AI} < 0. (10.58) 


Dans l'intervalle de temps de t, à t, + À la commande doit être 
choisie de manière à maximiser le premier membre de l'inégalité 
(10.58). Si le choix est correct, ce premier membre est égal à zéro. 
Ce sont ces affirmations qui constituent justement le contenu du 
principe du maximum. 
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Considérons le sens de l'inégalité (10.58). Puisqu'on admet que 
la commande est d'autant meilleure que la valeur de la fonction- 
nelle (10.55) est plus petite, cette ‘dernière peut être envisagée com- 
me l’estimation des pertes. La réalisation de la commande dans un 
intervalle de temps quelconque est liée à une partie des pertes géné- 
rales égale à A7. D'autre part, les pertes éventuelles minimales sont 
au début de l'intervalle de temps considéré 1, — L[x;, (t,)], et à sa 
fin, , — l{xi(t, + Ajl. Le dernier nombre dépend du mode de 
commande dans l'intervalle de temps de t, à t, + A. Après avoir 
réalisé la commande, nous obtenons les pertes AZ en diminuant de 
la grandeur (!, — !.) les pertes éventuelles de la variante optimale. 
[1 est clair que ce n’est que dans la variante optimale que AZ — 
— l, — l,, alors que dans tous les autres cas, AT > 1, — 1. Par 
exemple, il faut choisir la voie la plus courte pour aller d’un lieu 
à un autre. La longueur de chaque pas est égale à 1 m. Supposons 
qu'à un certain moment nous nous trouvons en un point dont la dis- 
tance jusqu'au but est de 100 m. Le pas suivant sera optimal seule- 
ment dans le cas où nous toucherons le point dont la distance jus- 
qu’au but est de 99 m. Mais si on commet une erreur, nous pourrons 
venir au point distant, par exemple, du but de 99,5 m, c’est-à-dire 
en faisant un pas de 1 m nous ne nous approcherons du but que de 
0,5 m. Respectivement, L, — 100; 1, — 99,5; AI = 1 et 100 — 
— 99,5 — 1 < 0. De la sorte, dans le cas considéré, le principe du 
maximum consiste dans le fait qu’en se déplaçant chaque fois de 
1 m, il faut s'approcher du but également d’un mètre. 


Transformation des résultats 


Il est évident que l’inégalité (10.58) est incommode pour l’uti- 
lisation. Tout comme au paragraphe précédent, faisons tendre At 
vers zéro pour obtenir un énoncé sous la forme fermée. Supposons 
que toutes les fonctions que nous dériverons possèdent un nombre 
de dérivées nécessaire. D’après le théorème de la moyenne 


l1+4 


AI= | fodt= joies +sa4, 


ta 


où 0 < 6 < 1. Cette égalité est vraie si dans l’intervalle de temps 
considéré la fonction f, est envisagée comme une fonction continue 
du temps. Ensuite, en supposant l'existence des dérivées partielles 
continues de la fonction l'on a 


ol 
Oz; 


Lx: (+ A)]— Lx (= Ÿ Aty 


1= 1 


Où Az = Titi + A)— zil(t;), et les valeurs des dérivées sont 
prises pour certaines valeurs des arguments situés entre xs (ft, + A) 
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et z(t,). En supposant que dans l'intervalle de temps considéré 
les fonctions fs (à = 1, 2, 3, ..., n) sont continues, on a 


Az; = filt,+0,44 


où 0 < 6, < 1. En portant l'expression obtenue dans (10.58), ainsi 
qu'en t tenant compte de la positivité de À et en le faisant tendre 
vers Zéro, on obtient 


L ol ° 
nax [ — fo} fi | — 0. (10.59) 


i—=1 


Introduisons les notations suivantes 


n 
Vo =: — 1 ; V4 = +, EP 2, 3, 1; H=Y Via. 


a 
i=0 


La fonction Æ s'appelle hamiltonien. Le résultat obtenu té- 
moigne du fait qu'à chaque instant sur la trajectoire optimale la 
commande optimale maximise l’hamiltonien du système, ce maxi- 
mum étant égal à zéro. Il est impossible d'utiliser directement le 
résultat obtenu du fait que les fonctions Pri(i—=1,2,3,...,n) 
sont inconnues. On trouve sans peine les équations différentielles 
er satisfont ces équations. 

n a 


dy d 
= (se ôz; }= > = 7! (10.60) 


où les dérivées par rapport au temps se calculent suivant la trajec- 
toire optimale. 

D'autre part, pour la commande optimale, la fonction H atteint 
le maximum par rapport aux coordonnées x;. En effet, si on change 
les x; (à = 1, 2, 3, ..., nr) sans changer la commande, pour les 
nouvelles coordonnées l’ancienne commande peut cesser d’être 
optimale, et alors H << 0. Il s'ensuit que pour la commande opti- 
male fixée, la fonction Æ atteint le maximum par rapport aux coor- 
données x; du système. Avec cela, si H possède des dérivées partielles, 
celles-ci doivent s’annuler 


0H fa : o1_ of; _ 
|” ô = V3, OT; +52 0x, Oz; +5 É | sa 


=ÿ Lure + +2 ET f;=0. 


j=0 
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ñn 
= Ôfi 
D rh Du. (10.64) 


j=0 


En portant sig dans (10.60) on obtient 


È 0fj 
= — D, EX? ” (10.62) 


Pour les équations (10.54) le système d'équations obtenu est dit 
conjugué. 


Enoncé du principe du maximum 


La commande optimale jouit de cette propriété que le long de la 
trajectoire optimale elle maximise à chaque instant l'hamilto- 
nien À, le maximum de ce dernier étant À = 0, c'est-à-dire 


ñn 
max À = max > if; — 0. (10.63) 
ut6 uE6 i=0 
Dans ce cas, les composantes 1, vérifient les équations suivantes : 
Vo= —1; 
d 
Si _ ”; Ÿ, — _ (Ÿ 0). (10.64) 
3=0 


Remarques sur les conditions aux limites 


Nous avons déjà montré que les instants 7, et Z ont le sens du 
début et de la fin du processus. Ceci demande une certaine mise au 
point. Il faut, d'autre part, préciser également la question des con- 
ditions aux limites du système d'équations (10.64). 

Ainsi, supposons que les équations du mouvement du système 
aient la forme (10.54). Il faut faire passer le système de l’état initial 


Li (lo) = ris, =1,; 2, 3::4n (10.65) 
à l’état final 
Ti (T) = Lis À — 4, 2. 3; 7 (10.66) 


tel que la fonctionnelle (10.55) ait une valeur maximale. La durée 
(T — T,) du processus n’est pas fixée *). 


°) Si on fixe la durée du processus, alors, en introduisant encore une équa- 


tion zn+1 = 1 à conditions aux limites z,41 (To) = To et Zn+1 (7) = T, on 
peut aboutir au problème à temps non fixé. 
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En raisonnant d’une façon « euristique » on a 2n équations (10.54) 
et (10.64), dont l'intégrale comporte 2r constantes arbitraires et r 
paramètres (ou commandes). À chaque instant la condition du prin- 
cipe du maximum (10.63) doit être observée, ce qui permet de cal- 
culer les paramètres, alors que 2r constantes arbitraires se calculent 
à partir des conditions aux limites (10.65) et (10.66), et ainsi le 
problème est complètement déterminé. 

Du point de vue de la solution numérique, on tombe sur le pro- 
blème suivant. Pour déterminer la commande à l’instant initial il 
faut connaître les conditions initiales pour 4 (à = 1, 2, 3, ..., n). 
Ces conditions doivent être telles que soit observée (10.66). Il n’existe 
pas de « recette » générale susceptible de dire comment faut-il pro- 
céder dans ce cas. On trouve dans la littérature la description de 
certaines procédures qui consistent en un tri orienté des conditions 
initiales pour vs (i = 1, 2, 3, ..., n), mais pratiquement ces 
procédures s'avèrent peu efficaces. En examinant d’autres modifica- 
tions du problème, nous nous heurtons aux mêmes difficultés. 

Le principe du maximum présente cet avantage qu'il permet 
d’élucider la structure de la commande optimale qui rend possible 
l'établissement de l'algorithme de cette dernière. A titre d'exemple 
considérons le problème de la rapidité dans le cas linéaire. 


Systèmes à rapidité optimale 
Supposons que l’équation du mouvement du système ait une 
forme autonome (10.54) et la position initiale du système soit don- 
née sous la forme des conditions (10.65). Il faut faire passer le système 


en un temps minimal à un certain état final. Dans ce cas la fonc- 
tionnelle est de la forme 


T 
1= | &. 
0 


D’après le principe du maximum, la commande optimale est 
telle qu’elle maximise à chaque instant l’hamiltonien 


H = —1+2 Vifie 
La condition Æ = 0 entraîne que 
—1, 
ns à, if 


et la condition (10.62) se trouve remplie. 
Ensuite nous examinerons le cas d’une seule commande, ce qui 
ne restreint pas la généralité des raisonnements. 
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Si les équations du système sont de la forme 


a Dar tbu, i=1, 2, 3. ...) À; 


alors, 
k En, : = 1, 2:39, 5.4, n: 10.67 
Yi A as; U n ( ) 
La commande dun se calcule none la condition 
He à à ET + ua À bp) = 2 À (10.68) 


Si la commande est soumise à la contrainte de la forme 
Um LULU, 


Où Um et u” sont des nombres donnés, la condition (10.68) amène 


Um  POur 2 bi; < 0 
Te 2 (10.69) 
u" pour >, by >0, 
i=1 


c’est-à-dire la commande aura la forme de relais. Bien plus, il est 
aisé de trouver l'estimation du nombre de commutations dans le 
processus de commande pour le cas où les racines de l'équation carac- 
téristique sont réelles 


ay — À Œio ….. lin 


à = 0. (10.70) 


Dans ce cas les racines de l'équation caractéristique du système 
conjugué 


sont aussi réelles et ne se distinguent que suivant le signe des racines 
as l'équation (10.70). Il s'ensuit que l’intégrale de (10.67) est de la 
orme 


n 
À sf 


où a;; est un certain re a une constante arbitraire; À;, les 
racines de (10.70). 
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Si on introduit la notation 


ñn 


CÈ bia;; = D, 
les formules (10.69) peuvent se récrire sous la forme 


Um pour 2 De" <0 
— ah (10.71) 
u” pour De > 0. 
P À Fa > 


Montrons maintenant que la combinaison linéaire 
. À 
#, — D D,e j' 
J=1 
possède pas plus de (7 — 1\ racines. Pour r = 1 l'affirmation est 
évidente. Supposons que cette affirmation soit démontrée pour %h -;- 


Si on parvient alors à démou:rer sa validité pour x,, vn obtiendra 
ainsi la solution du problème. Mettons x, sous la forme 


n— | 
#n — gant D} Des?) EL D, ]. 
j=1 


Les zéros de la fonction x, coïncident avec les zéros de la fonction 
n—1 
Le À De" +D,, 


où y = Àj — Àn- Si Mn possède À zéros, alors, d'après :e théorème 
de Rolle, la fonction 


n-1 

dûn Hyf 

at — }; Djuse F=xn- 
j=1 


a au moins (4 — 1) zéros. D'après l'affirmation mentionnée, k — 1 < 
Zn—2, d'où k Sn —1, ce qu'il fallait démontrer. 

En considérant la formule (10.71) on peut affirmer que la com- 
mande optimale consiste en commutations successives de u" à uh 
et inversement, le nombre de commutations ne devant pas être 
supérieur à (r7 — {). 

Ce résultat se nomme théorème de n intervalles. Dans le cas con- 
sidéré il permet de résoudre assez simplement le problème de la 
commande optimale. 


Soit nr — 3. De plus, 
zi (T) = 0, = 1, 2, 3 
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Le système peut venir alors, en origine des coordonnées avec u = u» 


ou u = u", c'est-à-dire si on prend l’ensemble des trajectoires de 
phase du système 


| 3 
n= 2 aytitbu, i=1, 2,8, (10.72) 

CS | 
dans cet ensemble l'intérêt ne porte que sur la trajectoire À qui 


vient en origine (fig. 10.6). D'une façon analogue extrayons de l’en- 
semble des trajectoires du système 


: 3 
= Dayr;tbiu”, i=1,2,3 (10.73) 
j=1 


celle des trajectoires qui tombe en origine des coordonnées (trajec- 
toire B). Ensuite on aura intérêt à envisager les trajectoires (fa- 


. D—: 


= 


Q 

Ÿ ST 

È TR te 
Ty 8 


Fig. 10.6. Ensemble des trajectoires de phase optimal d'un système du troisième 
ordre 


mille C) de l’ensemble (10.73) qui touchent la trajectoire À, et les 
trajectoires (famille D) de l’ensemble du système (10.72) qui tou- 
chent la trajectoire B. Ces familles forment une certaine surface de 
commutation. Enfin, extrayons toutes les trajectoires du système 
(10.72) qui arrivent sur les trajectoires de la famille C, et les trajec- 
toires de la famille du système (10.73) qui arrivent sur les trajec- 
toires de la famille D. Ces trajectoires remplissent la partie restante 
de l’espace de phase. Par le point &« de l’espace de phase passe la 
trajectoire qui indique l'allure de la commande (pour le cas repré- 
senté sur la figure 10.6 c’est u = u,,). Dès que le point représentatif 
arrive à la surface de commutation, la commande change encore (en 
point B nous avons déjà u — u"”). Ensuite, lorsque le point atteint 
la ligne de commutation, la commande change encore (point y). 
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Il est évident que l’ensemble des trajectoires obtenu doit être placé 
dans l’organe de commande optimale. 

Considérons encore un exemple. Supposons qu’un système pos- 
sède un moteur qui doit être passé le plus vite possible d’une posi- 
tion en une autre. Le courant de l’induit du moteur est limité. Cela 
signifie que l'accélération angulaire du moteur est limitée, c’est- 
à-dire 


di 
D [SV 
où op est l’angle de rotation du moteur. [ntroduisons la notation 
p=u. (10.74) 


Alors, on a la contrainte | u | < v,. L'équation caractéristique de 
(10.74) possède deux racines nulles et nous pouvons appliquer le 
théorème de nr intervalles. En introduisant les notations 


Zi — P €t Ze = , 


on obtient les équations du système 


Li —= Lo, Lo — U. 


Dans ce cas on a intérêt à envisager l’ensemble des trajectoires 
de phase qui vérifient l'équation 


d2 = 


dt: La ” 


c'est-à-dire 


tal 


= Æ Vmai+C. 


9 
as 


Les trajectoires (fig. 10.7) qui passent par l’origine des coordon- 
nées sont 


+ TI = Æ Vie 
Supposons, par exemple, que les conditions initiales 
T0 = (0) >0 et Zzs0 = Ze (0) > 0 


correspondent au point æ& de la figure 10.7. Alors, la première étape 
de la commande correspond à la trajectoire de phase 


1 1. 
+ = — Vmls + (+ + vm0) . 


Le point B où a lieu la commutation est déterminé d’après la con- 
dition d'intersection des trajectoires de phase 


£ 


1 = 
Vmlin = — Vmlin + (+ LE VmZo) ; 
D'où 


| Là 
Tin =—(52i+ VmTi0) . 


Dans le cas particulier, lorsque z:0 = 0, on obtient z,, = z;6/2, 
c'est-à-dire la moitié du temps le moteur doit être accéléré, et l’autre 


Fig. 10.7. Trajectoire de phase de la commande optimale d'un moteur 


moitié, ralenti. Sur la base des relations obtenues on construit sans 
peine la structure de l'organe de commande optimal. 


$ 7. OPTIMISATION DE LA DYNAMIQUE 
DANS LES CONDITIONS D'INDÉTERMINATION 


Chaîne de Markov commandée 


Considérons d’abord les processus optimaux qui marchent dans 
un objet stochastique à nombre fini m d'états c4. Le temps est dis- 
cret, à période d'échantillonnage 1, c’est-à-dire le temps prend les 
valeurs 0, 1, ... Avant le début de chaque période l'objet peut 
subir la commande u; de l’ensemble fini {us |i — 1, ..., k}. 
À chaque instant f, et à chaque commande u, correspond une matrice 
des probabilités transitoires P"* à éléments p'}. Ainsi, si vers l’ins- 
tant £, on applique à l’objet la commande u,, la probabilité de la 
transition de l’objet de l’état c; à l’état c, est égale à pi}. La réali- 
sation de chacune de ces transitions est évaluée par le nombre ri}. 
Autrement dit, aux matrices P"* correspondent les matrices ÆR”° 


qui s'appellent matrices des gains. Si l’objet a fonctionné W temps 
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et s’il s’est avéré qu'il a passé successivement par les états ci,, . .. 
si Css l'effet fourni par le travail est évalué par le nombre 


Nsr 
N=1 
r=riet rie 


Plus le nombre r est grand, mieux l'objet a rempli ses fonctions. 
Il est clair que quel que soit le choix de la succession des commandes, 
le nombre r est aléatoire. Le problème d'optimisation de la com- 
mande d'un tel objet consiste donc à maximiser l'espérance mathé- 
matique Er du nombre r. Un objet de ce type présente la variante 
la plus simple de la chaîne de Markov commandée. 


Commande d’un objet complètement observable 
dans un intervalle de temps fixé 


Admettons que l'objet travaille un nombre W de temps fixé. 
Avant la réalisation du processus on sait que l’objet commence à fonc- 
tionner à partir de l’état c;,. Après la réalisation de chaque transi- 
tion l’état que l’objet acquiert devient connu lui aussi. Cette infor- 
mation sert pour choisir la commande. Dans ces conditions il faut 
retenir la loi de commande uw: (c:) telle qu’elle maximise Er. Pour 
résoudre ce problème recourons à la programmation dynamique. 
Supposons que la loi de commande retenue soit so (io), - .- 

-., Sx-1(Èx-1). Introduisons le nombre 


PRio = Cr 0 + y 131) PRE ÉD +... 
ce. + (00) + pin im) PROG = Er, (10.75) 


iom 
égal à l'espérance mathématique de la réponse à la réalisation du 
N-ième pas du processus à partir de l’état i, sous la loi de commande 
retenue. Introduisons les notations 


PYio = Max (PNio |So(£o)s +++ Sn-1(Ën-1)}; 
m 


g= D rrspr (10.76) 
v=1 


iv iv" 


Le nombre p$i, est l'effet maximal de la réalisation du W-ième 
pas; q?°, l’espérance mathématique de l’effet produit en un pas 
à partir de l’i-ième état sous la s-ième commande à l’instant #,. 
En vertu de (10.75), (10.76) on obtient l'équation de Bellman: 


m 
pi, = max [api + D pis phetel. (10.77) 
‘0 Go = 
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Pour résoudre (10.77) il faut connaître les fonctions p{ñ-1)+- Mais 
pour ces dernières et les fonctions qui les suivent on peut composer 
les équations analogues ; 


mm 
1% — [151 (i 2% isi(i)le 
P-13— EX [gs 2 Per 0) Phst ®]; 


Le  . (10.78) 
pa- 1)#— max gi sx 1 0), 
# 4-1 G) 


La résolution consécutive des équations (10.77), (10.78) à partir 
de la dernière donne le résultat recherché. 

Exemple 10.2. Considérons le modèle élémentaire d’une chambre 
de catalyse non stationnaire. Supposons que l’activité du catalyseur 
se poursuit suivant trois niveaux: bas (c,), moyen (c.) et haut (c:). 
La probabilité de la transition du catalyseur d’un niveau à un autre 
dépend seulement du régime de travail (por exemple, de la tempé- 
rature) et ne dépend pas du temps. Des régimes, on en compte trois: 


doux (u,), moyen (u.) et dur (us). Les matrices de transition cor. 
respondantes sont 


1 O0 O0 1 O0 oO 
Pri=|1/3 2/3 OO: pr—|1,2 1/2 oO ||. 
0 1/3 2/3 O 1/2 1/2 
1 O0 oO 
prs=—||2/3 1/3 O |. 
0 2/3 13 


Les matrices de gain peuvent être interprétées comme la sortie en % 
du produit utile 


0 O0 0 0 O O1! 0 O0 0 
R"1 = 5 5 0 : R72— 7 7 0 : R"3 — ) ) (0 e 
0 5 5 0 7 à 0 9 9 


Le calcul des effets par pas est élémentaire 
qi = =0; gg =5, gr —qg 1, qe =q —). 


Les chiffres traduisent le fait physique suivant. Lorsque le cata- 
lyseur est pollué, il cesse de travailler. Un régime plus rigide pro- 
duit un effet local plus élevé, mais conduit à une pollution plus 


rapide du catalyseur. La dernière des équations (10.78) se résout 
simplement 


et 
S(n-1)(1) quelconque; siw-1)(2)=u3; Sfnw-1 (3) = ua. 


Passons à l’avant-dernière équation. Notons tout de suite que la 
commande à partir du premier état, lorsque le catalyseur est pollué, 
peut ne pas se calculer du fait que le comportement du catalyseur 
est insensible à la commande 


5+9.2,3 5+9 
pi -2#= max 1+9-1/2 — 12; pEN-21# = max 1+9—=18 
94 9.1/3 9+9 


et, respectivement, sfy-2) (2) = us; Snx-2) (3) = u4. En poursuivant 
ainsi on obtient 


PR +13 pr *=23; sin-5(2)=us; Sin-3(3) = us; 

pi-0e= 13,5; pÜN-0%—25,13; sty_5(2)=u2; SÙv-1)(3) = us; 
5+13,5.2/3 

pA-5%= max 4 7+13,5-1/2=14;  sn-5(2) = us; 
9+13,5.1/3 
5+13,5.1/3+25.13.2/3 

pli -5)e = max 7+13,5-1/2+25.13-1/2— 26,5; séy_s) (3) =ue 
9+13,5-2/3+25.13.1/3 


etc. Pour des rx suffisamment grands 


pme 15; pme 30; sn-n(2) =; SÛN-n (3) = u4. 


Voici comment est interprétée la solution. S'il faut, par exemple, 
réaliser un processus de cinq pas à partir du catalyseur fraîchement 
élaboré (haut niveau d'activité), à la première étape il faut choisir 
le régime moyen. Si après l’exécution de la première étape l’activité 
du catalyseur ne baisse pas, il faut passer au régime dur. Dans 
le cas contraire, on ne le change pas. 


Commande d’un objet complètement observable 
dans un intervalle de temps non fixé 


Admettons que les réponses de l’objet ne changent pas dans le 
temps. Un tel objet est dit homogène. Au lieu des matrices P"*, R7* 
nous écrirons donc les matrices P°, R°. Admettons que parmi les 
états de l’objet il y ait au moins un i, qui absorbe. Formellement, il 
sera caractérisé par le fait que pour toute commande pi,i, = 1 et 
linin — 0. Bien plus, quelle que soit la loi de commande, Ia pro- 
babilité de tomber pour la réalisation d’un état initial quelconque 
en état absorbant est égale à l'unité. Les conditions analytiques 
d’une telle structure peuvent être fournies par la théorie des proba- 
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bilités *). Dans la pratique il n’est pas toujours clair si le problème 
_a cette forme ou non. Ainsi, dans l’exemple 10.2 nous observons 
. précisément un tel cas : lorsque le eatalyseur sera pollué (se trouvera 
à l’état c,). son travail prendra fin. 

Désignons par p; l'espérance mathématique de l'effet produit 
par la réalisation qui commence à partir de l’état c; sous la loi de 
commande retenue. 

On donne le nom de loi de commande stationnaire à celle qui 
régit la commande ne dépendant que de l’état où se trouve l’objet 
et ne dépendant pas du numéro du temps. On montre sans peine que 
la loi de commande optimale doit être cherchée parmi les lois sta- 
tionnaires. 

Soit la loi stationnaire retenue s (i). Il vient 


Pi = gi + 2 pinp,. (10.79) 


Introduisons les notations 


/ 


Pi \ gi(n) ‘s(1) 
e=[ F g=t : |; -( } 
Om ne s (m) 


Alors, (10.79) peut s’écrire sous la forme vectorielle 
p=g + Pb ou (1—;P')p = g. (10.80) 
Si g° > 0, alors p > 0, puisque pour des effets non négatifs par pas 


l'effet global est non négatif. Comparons les effets du travail de 
l'objet p, et p& Sous deux lois de commande u, et u, : 


- 
Ap = Ag+(P°— P'e)p, + P‘nAp, 


AP=Pn— Pa Ag=gu—q'e. 
Autrement dit, on a 


(1 — P'n) Ao = 6, (10.81} 


6 = Aqg+(P'n— P)ps. (10.82) 


Si Ô > 0, alors Ap > 0. Ceci résulte des remarques sur l’équation 
(10.80). 

Supposons que p, est un effet optimal. Alors, il n’existe aucune 
loi de commande u, sous laquelle il existerait ne serait-ce qu'un j 


tel que ô; > 0. En effet, dans le cas contraire, on peut composer la 


*) On peut faire sur l’objet des hypothèses encore plus faibles: admettre 
e pour toute stratégie de la commande l'espérance mathématique de l'effet 
global est finie. 
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loi de commande u,, = (us (1), -.., us (j), ..., us (m)) telle 
que le vecteur Ô. — (gx + Deep.) (de + P'ep,) possède toutes 
les composantes nulles sauf ô,c ; = Ô; > 0, ce qui entraîne pe Æ 
£ Py et Pre > Pg. C'est-à-dire p, n ” pas optimal. 

Si pour la loi de commande u., quelle que soit la loi de commande 
u,, le vecteur Ô < 0, alors py > Pa, c’est-à-dire la loi de commande 
u,_ est optimale. 

Ainsi, il est démontré que la condition nécessaire et suffisante 
de l’optimalité de la loi de commande est Ô < 0. 

Supposons maintenant que Use soit une loi non optimale, c’est- 
à-dire il existe un tel s\ que ne serait-ce que pour un seul j l'effet 
Pnt > Pei- Alors, il doit exister ne serait-ce qu'un j tel que ô: > 0. 
En effet, dans le cas contraire Ô < 0 et p, < p,. Mais comme aupa- 
ravant, on peut composer une loi de commande u,,, dont l'effet 
est plus grand que celui fourni par Use Ceci démontre que d’une 
loi non optimale Us, On peut toujours passer à une meilleure loi 
u,_ . Ceci nous autorise à énoncer les règles de la recherche d'une 
loi optimale: 

1. Choisir une loi de commande Us, quelconque. 

2. Calculer 6, = q, + P'ep, = p,. Trier toutes les lois de 
commande u,, pussibles en calculant pour chacune 6, = qu, + P"np, 
et Ô — 6, — 6. 

a) Si pour tous les s, le vecteur ô < 0, alors s, est la loi optimale. 

b) Si pas « a », choisir une loi de commande us, telle que à soit 
le vecteur maximal. 

3. Exécuter 2 en remplaçant Us. Par Us Note. Le point 2b) 
est réalisé ligne par ligne, ce qui permet de choisir le vecteur maxi- 


mal Ô 

Les raisonnements exposés assurent la convergence de la règle 
vers l’algorithme optimal en un nombre fini de pas. 

Exemple 10.3. Examinons l’objet de l’exemple (10.2). Adoptons 
Us. = (Us, us). Alors, p, se calcule d’après l'équation 


[4 
eo (fe HlCD-(nT 
SU? Koss] \9 2/3 1/3||\ess . 


Examinons la commande à partir du deuxième et troisième états 


One (ui) = 5 + 2/3-13,5 = 14; 

Ons (1) = 9 + 1/3-13,5 + 2/3.97 = 27,5: 
One (Uo) = 7 + 1/2.13,5 — 13,75: 

Ôns (ue) = 7 + 1/2.13,5 + 1/2.97 = 927,95. 


Adoptons us, (2) = uw; us (3) — u, et réalisons le point 2 de la 
règle mentionnée 


Pi = 0; Ppge = 5 + 2/3-05e = 19; Ps — 9 + 1/3-0ç2 + 
+ 2/3p;3 = 30. 
Ensuite 
Ône (ue) = 1 -+ 1/2-15 = 14,5; 
Ôns (us) = 7 + 1/2-15 + 1/2-30 = 29,5; 
Ône (us) = 9 + 1/3-15 = 14; 
ôn3 (us) = 9 + 2/3-15 + 1/3-30 = 29. 


Puisque pour une séquence quelconque us, == (u,, ui, uy) (ë, ] = 
= 4, 2, 3), le vecteur Ô < 0, on a que u, = (u,, u,, u.,) est opti- 
male. 

Maintenant considérons dans le cadre du problème posé la com- 
mande d’un objet monotone. Admettons que c, est le seul état absor- 
bant et pour toute loi de commande les s éléments pi; = 0 si j > i. 
Cela signifie que l’objet peut passer seulement à un état de plus 
petit indice. À titre d'exemple on peut citer le catalyseur élaboré. 
Au cours de l’utilisation son activité ne peut que diminuer. Dans 
notre cas le système d'équations (10.80) est de la forme 


P, = 0; 
Pa = 92 + PaaPer (10.83) 


Pm = Im + PmP2z + + PmmPm. 


La commande optimale se calcule consécutivement 
v-1 


I s 
pi = max (qi + > Piup ) (v=2, ss. 0): 


o=2 


Le cas p#, — 1 correspond au fait que le v-ième état est absorbant. 
Exemple 10.4. Poursuivons l’examen de l’objet de l’exemple 10.2. 


p3=30, u;(3)=u,. 
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Commande d’un objet complètement observable 
dans un intervalle de temps infini. Algorithme de Howard 


Examinons ici la chaine de Markov commandée finie homogène 
possédant cette propriété qu'en une réalisation la probabilité de 
tomber d’un état quelconque c; en un état quelconque c; est égale 
à l’unité quelle que soit la commande. Dans la théorie des chaînes 
de Markov on démontre le résultat suivant justifié sous l’hypothèse 
avancée : si on fixe la commande s, alors pour des j et i quelconques 


N° 
1 i s 
LS pt a + en), (10.84) 
i=0 
où p{" est l'élément de la matrice (P‘)* des i-ième ligne et j-ième 
colonne; de plus, 


a>0, 2%=1; Neñs(N)=Bi;+ fi, (N): lim fi (N) = 0. 
(10.85) 


Fixons la commande et calculons en utilisant (10.75) le vecteur 
d'effet p; en V pas: 


Pn=(+P +(P2ÿ +... + (PM). 
En tenant compte de (10.84) et (10.85), on obtient 
ôw = Nag + Ba + FAN (10.86) 
où «&°, B°, f* sont respectivement les matrices à éléments {a*}s; = 
— ai, Bi, fi; (N) des formules (10.85). 

Considérons l’expression w° = aq‘. Les lignes de la matrice a° 
sont les mêmes. Toutes les composantes w du vecteur w* sont donc 
égales entre elles. La quantité wi s'appelle effet moyen sous la com- 
mande z,. On peut montrer que pour toute loi de commande arbi- 
traire il existe une loi de commande stationnaire telle que l'effet 
moyen n’est pas inférieur à l’effet moyen d’une loi de commande 
arbitraire retenue. Cette dernière remarque conduit à la conclusion 
qu’il faut chercher la commande u, telle que l’effet moyen soit maxi- 


mal, puis appliquer cette commande à chaque pas. 
En vertu de (10.75) et (10.86) 


Parti = (N +1) ut + Bo + FUN +1) = g + Pipk = 
= q + NP'aïg + P‘'o + PF (N) a. 
m 
Compte tenu de > pi; = 1, pour tout i, on a 
j=1 
P°x"q° = Ce A — w*, 
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de sorte qu'en faisant tendre Ÿ vers l'infini. on obtient 
ut + Ba — P'B'g + g' 
Introduisons la notation B°q° = y. Il vient 
uw = y = P‘ÿ + 9. (10.87) 


Considérons l’ensemble de tous les couples des vecteurs (1°, F*) 
jouissant des propriétés suivantes : les composantes du vecteur W° 
sont égales entre elles et l’équation 


W° = F° = PSE + q (10.88) 
est vérifiée. En particulier. en vertu de (10.87), (&*, y”) satisfait 
aux prescriptions imposées. On montre sans peine à partir de (10.84) 
que «&‘'P5 — a’. Alors, en prémultipliant l'égalité (10.8S) par la 


matrice æ&° et en tenant compte que @‘°W* — W*, ag — u“, on 
démontre l'égalité 


WE = u*. 


Ainsi, quelle que soit la solution de (10.88), W* = #*. Dans ces 
conditions notre problème se ramène au choix d’une commande u, 
telle que le vecteur W* de (10.88) ait les composantes maximales. 

Supposons que (10.88) soit résolu pour Us, et Us. Alors, 


{un ue) + (Mare) = Pin (Din Te) + 
+ (CPE + qu) — (P'ele + g'e)]. 
Introduisons les notations 
wo—we—0ô;, Tn—T'e—/; 


(P'aL'e 2 ga) — (PTE + ge) = 8. 


Dans les nouvelles notations 


ô:T—PNTLE, (10.89) 
on a déjà démontré également que 
Ô—a'nË, (10.90) 


où ôs est le vecteur dont les coordonnées sont toutes égales entre 


elles. et œ'n, la matrice aux éléments non négatifs dont la somme 
des éléments de chaque ligne est égale à l'unité. 
Supposons que la commande u, soit telle que pour tout Us, 


le vecteur ë < 0.‘ Alors, on tire de (10.90) que u,. est la commande 
optimale. Inversement, soit u, la commande optimale. Supposons 
qu'il existe une commande us, telle que pour un certain j la compo- 
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sante E; > 0. _—. une nouvelle commande Use = (us, (1), . 
, Us Us - s, (M). Alors, si dans (10.89) en guise de us, 
on envisage u, ©” out les composantes du vecteur ËE seront nulles, 


sauf la j-ième égale à E%. (10.90) donne alors 6 > 0. c’est-à-dire la 
commande u,,. est meilleure que u,. Cette réduction à l’absurde 


témoigne que l'hypothèse avancée est incorrecte. 
Ainsi, nous avons démontré que pour rendre la commande Use 


optimale il faut et il suffit que pour tout u, le vecteur E soit non 


positif. Bien plus, il est démontré comment procéder, lorsque cette 
condition n'est pas remplie, pour trouver une meilleure commande. 
Le raisonnement qui précède permet d’énoncer les règles de réso- 
lution du problème. 
1. Choisir une loi de commande Use quelconque. 


2. Calculer £,, F, en résolvant le système d'équations 
W,+T.,= PET, +4q8—=E, 


où W, est le vecteur dont les composantes sont égales entre elles. 
3. Trier toutes les commandes u, en calculant pour elles 


E—Pal,+agm et E—E —E.. 


a) Si pour toutes les Us. le vecteur ë < 0, alors Us, est la com- 


mande optimale. 
b) Si pas « a », trouver u, telle que E soit le vecteur maximal. 


4. Exécuter 2 en remplaçant Us Par Us, 


Ce qui vient d'être démontré implique que d'après les règles 
énoncées nommées algorithme de Iloward, le problème est résolu 
en un nombre fini de pas. 

Exemple 10.5. Soit un objet à deux états et trois commandes. 
Aux commandes u,, U», u, correspondent les matrices de transition 


0,5 0,5 0,33 0,67 0,67 mp 


10,5 0,5 0,67 0,33 0,33 0,67 
et les matrices des gains, ainsi que, respectivement, les vecteurs 
des effets par pas 
1 1 1 1 2 
, qgi= , = 
1 1 | (;) b 2 


1,67 2 1,07 
= : < se dl 
(23): : | : j (33) 


a x PE 


jpi= 


Ri— 


2 
Adoptons que C PARLE (u,, u,). L’équation (10.88) est de la forme 
v + P, = 0,5F, + 0,57, + 1. 


A4RG 


L'une des solutions possibles: & = 1; F, — l, — 0. Respective- 
ment, Ëgi — Êge = 1. Adoptions u, —(u,, u2). Alors, Ex 1 — 
— 1,67; E, + — 1,33. D'une fafon analogue pour Us, — (Us, U) 
on obtient Eg,1 — 1,67; bg, e — 1,33. Le vecteur maximal E corres- 
pond à la commande (u», u,) pour laquelle résolvons de nouveau 
le système d'équations (10.88) : 


V + Fr, — 0,337, + 0,677, + 1.67 ; 
UV + Fr, —= 0,677, + 0,337, . 1,33. 


L'une des solutions possibles: v = 1,5; PF, —0; FF, — —0,25. 
Alors, Es = 1,5; Ege = 1,25. Cette solution n'est pas optimale non 
plus. Le vecteur maximal Ë correspond à la commande (u,, u.). 
Maintenant le système (10.88) est de la forme 


U + Fr, — 0,677, + 0,33r: + 1,67 ; 
v+ Le, = 0,677, + 0,330, + 1,33. 


La solution du système : v = 1,56; FF, = 0; F, = —0,33. Pour des 
variantes de commande quelconques le vecteur £ < 0, de sorte que 
la commande u = (u:, u:) est optimale. 


Cas général de la commande d’un objet stochastique 


Envisageons le problème en temps discret. Supposons qu’au 
k-ième temps la grandeur de sortie de l’objet r,:., est déterminée 
par l'équation 


Th+1 = Fr (Th Un, En), 


où u, est la commande; £,, une grandeur aléatoire. Autrement dit, 
on peut admettre que la répartition conditionnelle de probabilité 
ou la densité conditionnelle de probabilité p (z::, | zx, u,) est 
connue. Après la transition successive, la coordonnée de l’objetse 
transforme dans le canal d'observation 


Yn+1 = Gh+1 (Trtis Mn+1) ; 


Yr+1 devient connue. Le profit réalisé par le processus en N temps 
est évalué par le nombre 
N-1 
TN 2 Wa (Zr+y Un). 


Plus r est petit, mieux ça vaut. Avant le début du travail, la coor- 
donnée x, prend les valeurs d’une façon aléatoire à partir de la répar- 
tition p (x). La commande u, peut être choisie dans le cadre des con- 
traintes u, € Q, par rapport à l'observation y,. La commande u, € Q, 
est justement choisie par rapport à la commande u, et les observa- 


487 


tions Yo. Yr1, etc. Il faut désigner les fonctions uw, (yo). . . - 

, Uy-y (Yo: + : «+: Yx-1) telles que l’espérance mathématique 
94 —= Er, soit minimale. Dans le cas général, les fonctions 
Uo (Yo), + + +, Ux-1 (Vos + - «+ Yx-,) peuvent être aléatoires, comme 
il en a éte dans les systèmes de jeux. Il est donc plus exact de parler 
ici non pas des fonctions, mais des répartitions conditionnelles ou 
des densités conditionnelles p (us | Yo), + + +, P (Ux-1 | Yos + - - 


ss Dee . | | 
Par commodité introduisons la notation 


P(ZnlYos + +5 Yx) = P (Th). 


Il est clair que les autres conditions étant égales, 


min {pxlp (UolYo}s + -. P(Ux-1lYo - + Yx-1)} = Lx (p (Zo)). 


Composons pour L, (p (zo)) l'équation de Bellman: 


Lx (P (xo)) = min £{Wo(zs )+Lx-; (p (æ))}. (10.91) 


P(UolYo 


[1 faut commencer à résoudre (10.91) par la résolution des équations 
de Bellman pour Z, (p (xx-_)): 
L; (p(zx-1)) == min EW,., (zx; U \_4). (10.92) 


PCU lo. …. UN 1) 
Or, 
EW (zx; ux-1) = Jéus-p (Ux-11Yos +. Yn-) | de X 
X dix 1Wy (tn, Ux-1) D(ZX TN 1 ns) P (Zx-1) = 


— jduxp (un -1lYos + -.+ Yx-1) Win: (xp (zx), 


où y] (U v-1 | P (zv-1)) est la valeur de l'intégrale interne pour 
la fonction fixée p (ty). Donc 


L;(p (zn-1)) = min dus X 
P(u ylVo. ++, Yny_1) 


X P(ux-1|Yor ---, Yx-1) W (&v-11P (zx-s))e 
Puisque 
piuvl...)20 et E (vil...) dux_; = 1, 
il faut adopter 
uns = uÿ-11(p (Ew-1)) 
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uw (uN-1lP (zx) = minw (ur lP(zx). (10.93) 
Un -1 
Il vient 
Li(p (Ex) = w1 (uk -11P (zw-1)). 
Ainsi, on a démontré que conformément à (10.93) au dernier pas le 


choix de la commande par rapport à la fonction p(x x-1) doit être 
déterministe. 
Examinons l'équation de Bellman pour les deux derniers pas: 


L: (p (Zx-2)) = min E{Wx-2+ Li}. (10.94) 


P(Un allo. - -, Vny_e 
Avant la réalisation de l’avant-dernier pas la forme de la fonction 


P(&+v-) dépend de p (zw—), de la commande u ,…, de la façon aléa- 
toire de l'observation de y ,-,, et peut se calculer d’après la formule de 
Bayes. L’équation (10.94) devient alors 


Le (p (Tn-2)) = min {faux X 


P(un_olVo + --+ Vo 
X P(Un-2lYor ++. vx) | dTn-s dtx-2P (Zn-1lZn-2 Uno) X 
X p(rx-2) [We (tx-p Un-2) + ÎL, (P (zx-1)) X 
X P(ux-1ltn-) dy}. (10.95) 
Tout comme dans ce qui précède il faut adopter 


Un-2 == UN -2 (p (Zn-2))s 


où uX_-» se calcule d’après la condition 


ua (UN-2|P (Znv-2)) = min ue (ux_2|p(tx-2)), 
UN 


de plus, par ue (U y | p (tr-)) on désigne l'intégrale interne de 
(10.95). Dans ce cas-là la commande u. se calcule d'une façon 


déterministe d'après la fonction p (tx-e). 

D'une façon analogue on peut explorer successivement les fonc- 
tions La, . .., L.. Là aussi il s’avérera que la commande doit être 
calculée d’une façon déterministe par résolution du problème de 
minimisation correspondant. 

La difficulté de la résolution consiste dans le fait que les argu- 
ments des fonctions L, sont des fonctions. 

Notons que dans la pratique, au lieu du calcul de la commande 
suivant le schéma mentionné, on applique ce qu’on appelle le prin- 
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cipe de séparation. Le problème se présente alors de la façon sui- 
vante. Avant le début du k-ième temps on calcule les estimations 
(espérances mathématiques) des variables aléatoires. Dans les équa- 
tions qui décrivent la partie restante du processus on remplace ces 
dernières par leurs espérances mathématiques et calcule le schéma 
déterministe ainsi obtenu. La valeur de la commande obtenue est 
appliquée au k-ième temps, etc. Avec une telle approche, la com- 
mande peut ne pas être optimale. 
Montrons-le. Soit l’objet décrit par l'équation 


Zh+1 = Gt + bug + Ex, 


où les a; sont les nombres connus; b, le gain qui prend sa valeur sui- 
vant une allure aléatoire en restant constant avant la réalisation du 
processus et pendant ce dernier; E4, les variables aléatoires indé- 
pendantes à espérance mathématique nulle, et E£Ë — Z°. On sou- 
met à l'observation la seule coordonnée z;,. L’estimation de laréa- 
lisation du processus s'écrit 

Ta =ZT\. 


Pour ramener le problème au schéma envisagé il faut introduireles 
quantités b, et admettre que l'équation de l’objet est 
Zh+1 = ner + brur + En 


br+1 — Or. 
L'équation du canal d'observation s'écrit 
Yr+1 — Th+i- 


Appliquons à cet objet le principe de séparation. Supposons qu'avant 
le dernier pas il existe l’estimation Eb |zx,, . .., æx_,. En rempla- 
çant b par son estimation et en admettant que & — 0, on obtient 
à partir de la minimisation de r; 


UN-1 — —Q y 1€ x -1/Eb Lys ee Tu = —Q x 1T x 1/8. 


Pour une telle commande de l'objet 
Eb®|z,, ..., z\-1 —$° 


Vo 
“E + 


V; = Epx — ax iTN-! 


Considérons maintenant la commande 


B 


UV — Av _ly = | 
N-1 NAN EI Eb*|x;, cs TN, 


Pour cette derniere 


Eb°|z.. .... zx 1 —B° S'a 
PO es ee 


V= Epy=añ tk 5 PER 
g_ "ee. — 


Mais Eb° |z,, ..., zx >> (Eb |zx,, ..., x)" = B* pour toute 
variable aléatoire à dispersion non nulle. De la sorte, v, > r, et la 
commande suivant le principe de séparation n’est pas optimale. 
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Système linéaire gaussien à critère quadratique 


Soient l'équation de l’objet de la forme 
Zh+1 = Antr + Brur + Er 
et l'équation du canal d’observation 
Yn = Hrur + Nu, 


où Az, Br, H, sont les matrices connues; x,, les coordonnées de 
l’objet; y,, les coordonnées observées; u,, les commandes; E;, 1x, 
la séquence des bruits gaussiens indépendants à espérance mathé- 
matique nulle et à matrices de covariance Q,, R, respectivement. 
L'effet de la réalisation du processus dans l’objet est évalué 
par le nombre 
N-1 


Px — Di (Zh+1Ditnss + UxGaun), 


— 


où Gz est la matrice définie positive. 
Avant de choisir la commande u, on connaît la densité de pro- 


babilité P (x) qui est également normale: 
P (x) = N (mo lo). 


On sait que pour les valeurs déterministes us, . . ., uy-, toute ré- 

partition de probabilité à toute étape dans le système considéré sera 

normale et sera complètement déterminée par l'espérance mathé- 

matique et la matrice de covariance. Désignons l'espérance mathé- 

matique et la matrice de covariance de x, pour des us, .- .-., Up, 

Yis - - +, YR Connues respectivement par mx et TT, (k = 1, ... 
., N — 1). D'après les formules du filtre de Kalman 


Mn+1= Am + Brun + Knss (Yn+s — Hs (AnmMr + Brux)); 
Dia = HisiRnraH nes + (Qn + AnPrAx)"t ; 
Ke = Psy RE. 


Notons que les matrices de covariance ne dépendent pas de la com- 
mande et peuvent être calculées au préalable. La répartition a poste- 


riori de probabilité P (z:) sera donc complètement déterminée par 
les espérances mathématiques a posteriori m,. Pour le cas considéré, 
l'équation de Bellman est de la forme 


Lx (Mo) = ni [z, Dot: + Lai (mi)]. 
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La résolution de l'équation de Bellman débute par celle de l'équation 


Li(mx-,) = min £ [z\Dv1tn + Un-1Gnux 1] = 
UN-1 
= min [(Ax-yMmn-s + Bnsiun-s) Dis (AxiMmx ns + 
UN-1 


+ Brux_s) + un-1Gnaux si] + SpOx-1Dx 1 


où sp Q ;-.D ,-, est la somme des éléments diagonaux de la matrice 
Q x-1D r-,- Notons tout de suite que dans ce cas le problème du choix 
de la commande est équivalent au problème du choix de la com- 
mande dans l’objet déterministe qui peut être obtenu à partir de 
l'objet envisagé en substituant les variables aléatoires par leurs 
espérances mathématiques. De la sorte, là le principe de séparation 
est justifié. Dans un système stochastique l'effet optimal est alors 
plus grand que dans un système déterministe correspondant de la 
grandeur Sp Q y-1, Dr, qui ne dépend pas de la commande. 
En minimisant L,(m,), on obtient 


UN -! (mn 1) mr, (Gx-1 + Bx- 1DxBx-1) 1 Br:1CrxAr-imn-s Fe 
= —Aymx_s; 


Li(Mn-s) = MN-1S MX 1 + Sp Ox-1Dx 1 
L’équation suivante de Bellman est de la forme 


L:(Mmxw-2) Toi E(zx-1Dx-2tn-s +un-2Gn-aux-2 + 
N-2 
+mn-1Simn-s+sSpQOnx-1Dns). 
Dans la dernière expression, my-, est une grandeur déterminée 
d’après la formule du filtre de Kalman 
Mn = An-2Mn-2 + Brune + En (Yn-1 — 
— Ha (An-Mmr2 + Brun-)). 


Il est clair que m,-, est une variable aléatoire, puisqu'elle dépend 
de l'observation gaussienne aléatoire y,-,: 


PYn1y) = N(Hrxa (An-mMne + Broux-); 
H (AT x4° + Qx-2) H'+Rn-se 


myr-1 est donc une variable gaussienne aléatoire à densité de pro- 
babilité 


P (mn) = N'(Ax-mMmn: + Bn-un-:;s Kw X 
X [AH (AT x-24° + Qx-2) H° + Rx-2l KN-1) 
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et le problème devient 
L: (my) = min [(A4 v-mx-s + Brune) Dre X 

X (Aw-Mmn-2 + Bn-Mn-e) + UN-2G une + 

+ Ax-Mmn-e + By-oln-e) Si (A x-2M ne + 

+ By-2Mmn-s)] + Ses 
où s, dépend seulement des paramètres des bruits et des paramètres 
des équations de l’objet et du canal d'observation. Là aussi le prin- 
cipe de séparation est observé, puisque u ,,-, se calcule encore à par- 
tir de l’équation du système déterministe équivalent. Tout comme 
dans ce qui précède 
Lo = MN-292m x - Sos 
u*(Mn-2) = —AzmMmn-2 


Ensuite, par récurrence, on peut démontrer, par exemple, que le 
principe de séparation est applicable au problème dans son ensemble 
et 

Li (Mn-n) = MN RS Mn R + Sn; 

u*(Mn-n) = — AxMmn-n. 


Les matrices S,, A, se déterminent par récurrence à partir de la 
résolution des problèmes déterministes, et les grandeurs s, sont le 
« prix» de l'allure stochastique du système. 


k *% +% 


De nos jours la théorie de la commande continue à s'enrichir de 
nouveaux résultats. Les méthodes optimales, la théorie de la com- 
mande des systèmes complexes, en particulier, des asservissements 
multiples, etc., se développent intensément. On commence à appli- 
quer des méthodes mathématiques nouvelles qui permettent de trou- 
ver la solution des problèmes autrefois irrésolubles. En rédigeant le 
manuel, les auteurs ont tenu compte de cette circonstance en sélec- 
tionnant la documentation de la façon correspondante. Naturelle- 
ment, il est impossible de ranger dans un seul ouvrage tous les 
résultats enregistrés, d’autant plus que ceci se rapporte aux publi- 
cations ultérieures par rapport au livre. La tâche des auteurs con- 
sistait à donner les principes susceptibles d’être utilisés par le futur 
spécialiste dans son travail, à l’aider dans l’assimilation des don- 
nées nouvelles, à contribuer à leur compréhension. 

Le choix des documents était guidé par les principes suivants: 
1. Les thèses théoriques doivent être correctes et confirmées pleine- 
ment par la pratique. 2. L’exposé doit traiter aussi bien de ce qu’on 
appelle la théorie classique de la régulation, que de la théorie moderne 
de la commande. Nous avons également entrepris de montrer que 
ces branches théoriques sont intimement liées entre elles. C’est 
ce qui justifie le titre « Principes de la commande automatique » 
que nous avons retenu pour le manuel. 
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